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摘  要 

利用q级数中的dissection公式及Radu算法，研究了一类特殊的overpartition函数 ( ) ( )kt n 的同余性质，

得到了 ( )t n 模3及 ( ) ( )3t n 模2、模4、模8的同余式。此外，得到了 ( ) ( )8t n 模3时与五角数的同余关系。 
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Abstract 
Using the dissection formula in q-series and Radu’s algorithm, we investigate the congruence prop-
erties of a class of special overpartition functions ( ) ( )kt n . We obtain congruences modulo 3 for 

( )t n ，and modulo 2, 4 and 8 for ( ) ( )3t n . Moreover, we establish a congruence relation for ( ) ( )8t n  
modulo 3 involving pentagonal numbers. 
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1. 引言 

若一个弱递减正整数序列 1 2, , , kλ λ λ 的和为 n，则称该序列为 n 的一个分拆，记作 1 2 kλ λ λ λ=  。此

时，称 1 2, , , kλ λ λ 为分拆λ 的部分， k 称为分拆 λ 的长度。分拆函数 ( )p n 表示 n 的所有分拆的个数。规

定 ( )0 1p = 。 
例如， ( )5 7p = ，对应的分拆为 

5,  4 1,  3 2,  3 1 1,  2 2 1,  2 1 1 1,  1 1 1 1 1.+ + + + + + + + + + + + +  

整数分拆的研究起始于 Euler，他给出了 ( )p n 的如下生成函数 

( )
0 1

1 .
1

n
n

n n
p n q

q

∞∞

= =

=
−∑ ∏  

Ramanujan [1]开创了分拆函数同余性质的研究。例如，他证明了对任意非负整数 n，有 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

5 4 0 mod5 ,

7 5 0 mod 7 ,

11 6 0 mod11 .

p n

p n

p n

+ ≡

+ ≡

+ ≡

 

自此之后，相关学者对各类分拆函数的同余性质展开了大量研究。 
对整数分拆的部分等添加一些条件得到的分拆称为约束分拆函数。例如，正整数 n的一个 overpartition

是 n 的一个分拆且要求每个初次出现的部分可以加上划线或者不加上划线。令 ( )p n 为 n 的 overpartition
的数目，且规定 ( )0 1p = 。 

例如， ( )4 14p = ，对应的分拆为 

4, 4, 3 1, 3 1, 3 1, 3 1, 2 2, 2 2, 2 1 1, 2 1 1, 2 1 1, 2 1 1, 1 1 1 1, 1 1 1 1.+ + + + + + + + + + + + + + + + + + + +  

Corteel 和 Lovejoy 得到了 ( )p n 的生成函数 

( )
0 1

1 .
1

n
n

n
n n

qp n q
q

∞∞

= =

+
=

−∑ ∏  

( )p n 的同余性质已被广泛研究，可见[2]-[4]。 
在此基础上，Bringmann 等人[5]研究了如下一类特殊的 overpartition 函数。 
定义 1 对于一个非负整数 2k ≥ ，令 ( ) ( )kt n 为满足以下两个限制的 n 的 overpartition 数目：(1) 若两

个连续部分的差是 1k + 的倍数，则较大部分加上上划线；(2) 若最小部分是 1k + 的倍数，则该部分也加上

上划线。 
Bringmann 等人[5]也得到了相应的生成函数 

 ( ) ( )
( )

( )( )
1

0 1

1 .
1 1

k
n nk

n k
n

n n

qt
q q

n q
+∞

≥ =

−
=

− −
∑ ∏  (1.1) 

当 2k = 时， ( ) ( )2t n 简记作 ( )t n 。 
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例如， 2,  5k n= = 时，满足上述条件的分拆有： 

5, 4 1, 3 2, 3 2, 3 1 1, 3 1 1, 2 2 1, 2 1 1 1, 1 1 1 1 1.+ + + + + + + + + + + + + + + +  

从而可得 ( )5 9t = 。 
对于 ( ) ( )kt n ，Naika [6]等人研究了 3, 4, 7, 8k = 时的同余性质，得到了如下同余式 

( ) ( )( ) ( )3 4 4 3 0 mod 2 ,nt α + ≡  

( ) ( ) ( )4 8 6 0 mod 4 ,t n + ≡  

( ) ( ) ( )7 8 7 0 mod 4 ,t n + ≡  

( ) ( ) ( )8 4 3 0 mod3 .t n + ≡  

Lin、Chern 等学者也深入研究了 ( ) ( )2t n 的同余性质，并得到了相关结果，可见[7] [8]。 
本文研究了 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 8, ,n nt t t n 的同余性质，具体结论如下。 
定理 1 对于任意的自然数 n ，有 

 ( ) ( )9 3 0 mod3 ,t n + ≡  (1.2) 

 ( ) ( )12 7 0 mod3 .t n + ≡  (1.3) 

定理 2 对于任意的自然数 n ，有 

 ( ) ( ) ( )3 3 2 0 mod 2 ,t n + ≡  (1.4)  

 ( ) ( ) ( )3 18 12 0 mod8 .t n + ≡  (1.5) 

定理 3 对于任意的自然数 n ，有 

 ( ) ( ) ( )3 9 3 0 mod 4 ,t n + ≡  (1.6) 

 ( ) ( ) ( )3 12 11 0 mod8 .t n + ≡  (1.7) 

定理 4 对于任意的自然数 n ，有 

 ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
8

1 mod3
24 1

0 mod

3 1
,

2
1

.3
3

2

k n
n

n

k k

t
k k


−   ,     =+ ≡ 

         ,      ≠
−



−



 (1.8) 

2. 基础知识 

定义 2 对正整数 ,n q -升阶乘为 

( ) ( )1

1
; 1 .

n
k

n
k

a q aq −

=

= −∏  

当 0n = 时，约定 ( )0; 1a q = 。为方便起见，记 

( ) ( )
1

: ; 1 .k k nk
k

n
f q q q

∞

∞
=

= = −∏  

著名的五角数定理[9]为 
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( )
( )3 1

2
1 1 .

k k
k

k
f q

−∞

=−∞

= −∑  

引理 1 对任意的素数 ,p  以及 , ,m j k ∈，有 

 ( )1
 mod .

j jkp kp j
m mpf f p

−
≡  (2.1) 

引理 2 [10] 如下 2-dissection 公式成立 

 
14
4

4 14 4 10
1 2 8

4

2

2 4
841 ,ff q f

f f f f
= +  (2.2) 

 
5 2 2

8 4 16
2 5 2 5

1 2 16 2 8

1 2 ,f f fq
f f f f f

= +  (2.3) 

 
3 3 2 3

3 4 6 12
2

1 42 12

.f f f fq
f ff f

= +  (2.4) 

引理 3 [11] 如下 2-dissection 公式成立 

 
3 2

9 12 18 4 6 36
2 3

1 2 6 36 2 12

.f f f f f fq
f f f f f f

= +  (2.5) 

引理 4 [10] 如下 3-dissection 公式成立 

 
2 22

1 3 18 9

6 9 182 ,f f ff q
f f f f

= +  (2.6) 

 
2 2

9 181
2

3

6 92 18

2 .f f ff q
f f f f

= −  (2.7) 

引理 5 [12] 如下 3-dissection 公式成立 

 
4 2 3

212 18 6 9 36 6 18 364
3 2 4 2 3

1 3 36 3 18 3

2 .f f f f f f f ff q q
f f f f f f

= + +  (2.8) 

下面简单介绍模函数的一些基本定义与定理，详细内容可见[13]-[15]。 

定义 3 ( )2 : : , , , , 1
a b a b

SL a b c d
c d c d

   = ∈ =  
   

 
称为全模群。对正整数 N ， 

( ) ( ) ( )0 2: : 0 mod
a b

N SL c N
c d

   Γ = ∈ ≡  
   


 

为全模群 ( )2SL  的一个同余子群。 

定义 4 设Η 是复平面的上半平面，并且有 { }ˆ : iΗ = Η ∞ 。对于 ˆτ∈Η ， ( )2

a b
SL

c d
γ

 
= ∈ 

 


，定

义群作用 ( )2
ˆ : a bSL

c d
τγτ
τ

+
× Η → =

+
  。 

记 [ ]Nτ 为τ 在 ( )0 NΓ 群作用下的尖点。 
定义 5 若函数 ˆ:f = Η →满足如下条件 
(1) f 在Η 上全纯； 

(2) 对任意 ( )0

a b
N

c d
γ

 
= ∈Γ 

 
，有 ( ) ( )f fγτ τ= ； 
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(3) 对于任意的 ( )2

a b
SL

c d
γ

 
= ∈ 

 


，满足 ( )( ) ( )
( )2gcd ,c N

n
N

n nf a n q
γ γγ τ ∞

=
= ∑ ， 2e iq τπ= ，其中 ( ) 0a nγ γ ≠ ，

( )nγ > −∞； 

则称 f 为在 ( )0 NΓ 上权为 0 的模函数。 

记 ( ) :N
a
c

ord f nγ= 。特别地，记 ( ) ( ):Nord f prod f∞ = − 。当 ( ) 0N
a
c

ord f < 时，
c
a
为一个极点，并且记

( )
( )2gcd ,

1
c N

n
N

n n a n q
γ γ

−

=∑ 为 f 在
c
a
处的 Fourier 展式的主要部分。 

定义 6 记 ( )0 NΓ 上权为 0 的模函数构成的线性空间为 ( )( )0M NΓ 。特别地，记除了 i∞ 所在尖点以外

均解析的模函数组成的空间为 ( )( )0M N∞ Γ 。 
定理 5 若 ( )( )0f M N∈ Γ 且无极点，则 f 为常函数。 

定义 7 对正整数 N ，记 ( ) ( ){ }|: :r
NN rδ

δ δε η δτ= ∏ ∈ ， ( ) ( )( ) ( )0:N M N Nε ε∞ ∞= Γ  ，其中 eta 函数

为 ( ) ( )
1
24

1: 1 n
nq qη τ ∞

=
= −∏ 。 

定理 6 对于 ( ) ( )( ) ( )| 0
r

Nf M N Nδ
δ η δτ ε= ∏ ∈ Γ 

，有 

( ) ( )
( )2

|2

gcd ,
.

24gcd ,
N
a N
c

cNord f r
c N δδ

δ
δ

= ∑  

Radu 算法是证明分拆函数同余性质的一个有利工具。下面简单介绍 Radu 算法[16]。 
定义 8 对正整数 N ，记 

( ) |: Nr rδδω = ∑ , ( ) |: Nr rδδσ δ∞ = ∑ , ( )0 |: N

Nr rδδσ
δ

= ∑ , ( ) |: r
Nr δ

δ δΠ = ∏ . 

定义 9 令 ∗∆ 为满足如下条件的所有序列 ( ), , , ,N M r m j 构成的集合： 
(1) , , ,N M m j 为正整数， ( ) |M

r rδ δ
= 为整数向量； 

(2) 任意的素数 p ，若 p m| ，则有 p N| ； 
(3) 任意的 | Mδ ，若 0rδ ≠ ，则有 | mNδ ； 

(4) 令 ( )2gcd 1,24mκ = − ，则有
( )( )( )

24 |
gcd 24 ,24

m N
j r mκ σ ∞− −

， ( )
2

024 | mN r
M

κ σ 和 ( )8 | N rκ ω ； 

(5) 当 2 M| 时，令 ( ) 2tr wΠ = ，其中 t 是正整数，w 是正奇数，则 4 N| 且8 Nt| 、 2 t| 且 ( )8 1N w| −

至少满足一个。 
定义 10 记 

( ) ( )( ) ( )
2

2
,

1: : mod , ,gcd ,6 1 ,
24m r m

aP j j j ja r m a a mσ ∞

 −
= ′∈ ′ ≡ +  ∈ = 

 
 

 

( ) ( )( )
,

21: 24 .
m rj P j

mv j r
m

σ ∞′∈

−
= ′ +∑  

对正整数 M ，考虑如下 eta 商： 

( )
0 |

ƒ ,rn

n M
a n q δ

δ
δ

∞

=

=∑ ∏  

其中 ( ) |M
r rδ δ

= 为整数向量。对给定的 , ,r m j ，Radu 算法将考察 
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( ) ( )

( )

( )
,

24
0m r

rj
nm m

j P j nF q a mn j q
σ

τ
∞′

+ ∞
′∈ =

 
= ∏ + ′  

 
∑  

的相关性质。 
定理 7 若 ( ), , , ,N M r m j ∗∈∆ ，令 ( ) |N

s sδ δ
= ， ( ) ( )|

s
Nf δ

δτ η δτ= ∏ ，若满足 
(1) ( ) ( ) ( ), 0m rP j r sω ω+ = ； 
(2) ( ) ( ) ( ) ( ), 0 mod 24m rP j m r sν σ σ∞ ∞+ + ≡ ； 

(3) ( ) ( ) ( ) ( ), 0 0 0 mod 24m r
mNP j r s
M

σ σ+ ≡ ； 

(4) ( )( ) ( )
( ) { }, 2

| :
m rP jr

M m s n nδ
δ δ∏ ⋅∏ ∈ ∈ ； 

则有 ( )( )0f F M N⋅ ∈ Γ 。 

定理 8 对于 ( )2

a b
SL

c d
γ

 
∀ = ∈ 

 


，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ),2
, ,

gcd ,
N
a m r
c

Nord F P j p r p s
c N

γ γ∗≥ + , 

其中 

( ) ( )( ) ( ) ( )
2 2

0 1 | |

gcd , gcd ,1 1, : min , , : .
24 24m M N

a c mc c
p r r p s s

mλ δ δδ δ

δ κλ δ
γ γ

δ δ
∗

≤ ≤ −

+
= =∑ ∑  

定理 9 2N ∗
≥∀ ∈ ，存在 ( )Nµ ε ∞∈ 和 k ∈，使得 ( )( )0

k M Nµ ∞∈ Γ 。 
定理 10 若 ( )Nµ ε ∞∈ 且 ( )( )0

k M Nµ ∞∈ Γ ，令 1
kF fµ= ，则有 ( )( )1 0F F M N∞⋅ ∈ Γ 。 

下述定理给出了 ( )Nε ∞ 的刻画，基于此即可得到 1F F⋅ 的一个表示式。 
定理 11 对于任意整数 2N ≥ ， ( )Nε ∞ 是有限生成的半群，并且存在函数 

( )( )1 2 1 0, , , ,t g g g M Nν
∞

− ∈ Γ 使得 
(1) ( )pord t v= ； 
(2) ( ) ( ) ,  1 1i jpord g pord g i j v< ≤ ≤ ≤ − ； 
(3) ( ) ( )( )mod ,  1 1i jpord g pord g v i j v≤ ≤ ≤/ −≡ ； 
(4) ( ) ( )0 mod ,  1 1ipord g v i v≡ ≤ ≤ −/ ； 

(5) ( ) [ ]
1

0

v

ii
N g tε

−
∞

=
= ⊕



 ，其中 0 1g = 。 

注. 对于 2N Z≥∈ ，若 ( )( ) ( )0M N Nε∞ ∞Γ =


，则称 ( )( )0M NΓ 满足 Newman-Radu 条件。 

综上，对函数 ( )
0

ƒrn

n M

a n q δ
δ

δ

∞

= 

=∑ ∏ ，及给定的 , ,r m j ，利用 Radu 算法研究同余式的思路如下： 

(1) 找到 N 使得 ( ), , , ,N M r m j ∗∈∆ ； 
(2) 求出 ( )|

s
Nf δ

δ η δτ= ∏ ，使得 ( )( )0f F M N⋅ ∈ Γ ； 
(3) 找到 ( )Nµ ε ∞∈ 并得到 1

kF fµ= ，使得 ( )( )1 0F F M N∞⋅ ∈ Γ ； 
(4) 求出定理 11 中的函数 ( )1 2 1, , , ,t g g g Nν ε ∞

− ∈ ； 
(5) 利用待定法求出 ( ) ( ) ( ) [ ]0 1 1, , vp t p t p t t−, ∈  ，使得 ( )1

1 0
v

i iiF F g p t−

=
⋅ = ⋅∑ ； 

(6) 分析(5)中等式的相关系数，得到对应的同余式。 
上述过程实际上得到了如下等式(称为 Ramanujan-Kolberg 等式[13]) 
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( ) ( ) ( )
,

1

0 01

1 .
m r

v
n

i ij P j
n i

a mn j q g p t
F

−

′∈
= =

∞ ∏ + ′ = ⋅ 
 
∑ ∑  

若右端为整系数的且容易得到一个公因数 D ，则可得到 

( ) ( ) ( )
,

0
0 mod .

m r

n
j P j

n
a mn j q D′∈

∞

=

 ∏ + ′ ≡ 
 
∑  

特别地，如果
( ) ( )mod

24
r

j m
σ ∞≡ − ，则 ( ) { },m rP j j= ，此时有 

( ) ( ), 0 modn a mn j D∀ ∈ + ≡ . 

3. 定理证明 

首先证明定理 1：在(1.1)中令 2k = ，根据引理 1，并运用(2.7)，可以得到 

( ) ( ) ( )
2 22

9 3 181

0 1 2 1

3

2 8 6 9

mod3 2 mod3 .n

n

f f f ffn q q
f f

t
f f f f≥

= ≡ = −∑  

提取 3nq 项，并将 3nq 换成 nq ，得到 

( ) ( )
2

3

0 6

3 mod3 .n

n

f
f

t n q
≥

=∑  

等式右边只含 3nq 项，因此(1.2)成立。 
提取 3 1nq + 项，有 

( ) ( )
2 2

1 6 6
2

0 2 3 2 1

3 1 2 mod3 ,n

n

f f fn q
f f

t
f f≥

+ ≡ − ≡∑  

代入(2.3)，并提取 2nq 项，得到 

( ) ( )
2 5 5

3 4 4
6 2 2

0 1 8 8

6 1 mod3 .n

n

f f fn q
f f

t
f≥

+ ≡ ≡∑  

可见等式右边只含偶次幂的项，因此(1.3)成立。 
下证定理 2：在(1.1)中令 3k = ，有 

( ) ( ) ( )
2

3 4 2

0 3 1 3 1

mod 2 ,n

n

f fn q
f f f f

t
≥

= ≡∑  

将(2.6)带入上式，得到 

( ) ( ) ( )
2 2

3 6 18
2

930 318

9 mod 2 .
n

n f f fn q q
f ff f

t
≥

+≡∑  

等式右边只含 3nq ， 3 1nq + 的项，提取等式两边 3 2nq + 的项，可得(1.4)成立。 
同理，在(1.1)中令 3k = ，并由(2.8)有 

( ) ( )
4 2 3

212 18 63 9 36 64 18 36
3 2 4 2 3

3 3 36 3 18 30 3 1

1 2 .n

n

f f f f f f ffn ft q q
f f f f f

q
f ff≥

=
 

+ += 
 

∑  

提取 3nq 的项，把 3nq 换成 nq ，并利用(2.2)，得到 
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( ) ( )
4 414

3 4 6 4 64
4 2 14 4 10 2

0 1 1

2 4
4 8

2 2 8 2 12

3 4 .n

n

f f f f ffn q q
f f f f

ft
f f≥

 
= + 


=


∑  

进一步提取 2nq 的项，并把 2nq 换成 nq ，可得 

( ) ( ) ( ) ( )
15 4 3 4 42

3 2 3 2 3 31
14 4 2 6 2 2

0 21 4 6 1 6 6

6 mod8 mod8 .n

n

f f f f ffn q
ff f f f f f

t
≥

≡= ≡∑  

利用(2.7)，并提取 3 2nq + 的项，可得到 
( ) ( ) ( )

0

3 18 12 0 mod8 ,n

n
n qt

≥

+ ≡∑  

故(1.5)得证。 
下证定理 3：此时，生成函数为 

( ) ( ) ( )( )
4

0 1

3 4
3

1 3

1 .
1 1n

n
n

n n
n

qt q
q q

fn
f f

∞

≥ =

−
= =

− −
∑ ∏  

因此，可令 12M = ，其因子为1, 2, 3, 4, 6,12，那么 1 0 1 1 0 04
1 2 3 4 6 12

1 3

f f f f f f f
f f

− −= ，故有 [ ]1,0, 1,1,0,0r = − − 。根

据待证同余式，有 9,  3m j= = 。通过 Radu 算法，并利用 Maple，计算得到以下结果： 

12,N =  

{ } [ ]{ }, 12, 1,0, 1,1,0,0 ,M r = − −  

9,m =  

{ }3 ,Pset =  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

14 5 15

9 6 18

4 6
1 ,

2 3 12
f q

η τ η τ η τ

η τ η τ η τ
=  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

3 2

2 3

4 6
,

2 3 12
t

η τ η τ η τ

η τ η τ η τ
=  

[ ]1 ,AB =  

( ) 5 4 3 24 108 968 3840 6912 4608 ,pg t t t t t t=  + + + +  +  

4.Common Factor =  

其中，N 是使用定义 9 得到的正整数，Pset 表示 ( ),m rP j ， ( )1f q 表示利用定理 10 得到的 1F ，t 表示

定理 11 中的 t，AB 表示集合{ }0 2 1, , ,g g gν − ， ( )pg t 表示集合 ( ) ( ) ( ){ }0 1 1, , , vp t p t p t− ，Common Factor
表示 ( ) ( ) ( ){ }0 1 1, , , vp t p t p t− 的各项系数分子的最大公因数。 

上述输出结果表明 

( ) ( ) ( ) 5 4 3 2
1

33

0
4 108 968 3840 69121 9 4 083 6 .n

n
f q q t n q t t t t t

∞

=

+
 

+ =  +


+


+ +∑  

由此可得 

( ) ( ) ( ) ( )
1
3

0

3 5 4 3 24 108 968 3840 6912 469 0 .83
1

n

n

qt n t tq t
q

t t
f

−
∞

=

+= + ++ + +∑  
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注意到 

( )
163 2 9 6 18

1 1 4 6 2 3 123
2 3 14 5 15

2 3 12 1 4 6

1,  ,
1

f ft q q
f qf

f f f f
fff f f

−= =  

显然，右端所有系数均为整数，且可被 4 整除，由此可知(1.6)式成立。 
同理，对于同余式(1.7)，令 [ ]12,  1,0, 1,1,0,0 ,  12,  11M r m j= = − − = = ，通过 Radu 算法，并利用 Maple

计算得到以下结果： 
24,N =  

{ } [ ]{ }, 12, 1,0, 1,1,0,0 ,M r = − −  

12,m =  

{ }11 ,Pset =  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

17 10 10 13

8 5 4 32

6 8 12
1 ,

2 3 4 24
f q

η τ η τ η τ η τ

η τ η τ η τ η τ
=  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

3 2

2 3

2 8 12
,

4 6 24
t

η τ η τ η τ

η τ η τ η τ
=  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

3 2 3 2 2 3

2 3 6

4 4 4 5 3 5

2 5 3 72 8

3 2 8 12 2 3 8 12
1,

4 6 24 4 2 4 6 24

8 12 4 6 8 12
,

4 2 (4 ) (24 ) 4 2 3 24

AB
η τ η τ η τ η τ η τ η τ η τ

η τ η τ η τ η τ η τ η τ η τ

η τ η τ η τ η τ η τ η τ η τ η τ

η τ η τ η τ η τ η τ η τ


= +




− + 


 

( ) 10 9 8 7 6 5

4 3 2

8 7 6 5 4 3

2

72 4376 105776 1410304 11767552 65064960

243302400 610246656 984711168 923664384 382205952,
664 21008 289408 2264832 10994688 33841152

64364544 69009408 3185049

pg t t t t t t t

t t t t
t t t t t t

t t

= + + + + +
+ + + + +

+ + + + +

+ + + ]6 ,

 

 8.Common Factor =  

由此即可证得(1.7)成立。 
下证定理 4：在(1.1)中令 8k = ，有 

( ) ( ) 98

80 1

.n

n

fn q
f f

t
≥

=∑  

将(2.5)带入上式，提取 2 1nq + 项得到 

( ) ( ) ( )
2 2 2

8 2 3 18 2

1 4

6
3

640
2 1 mod3 ,n

n

f f f f fn q
ff

t
f f≥

≡=+∑  

提取 2nq 项，并利用(2.7)得到 

( ) ( ) ( )
2 2 2 2

8 51 3 3 9
6

0 2 18

4 1 2 mod3 ,n

n

f f f fn q qf
f f

t
≥

+ ≡ ≡ −∑  

进一步，提取 3nq 项，并利用(2.4)得到 
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( ) ( )
2 2 3

8 1 3 6 12
2

0 4 626

12 1 ,n

n

f f f fn q q
f f ff

t
≥

+ ≡ +≡∑  

最后，提取 2nq 项得到 
( ) ( ) ( )8

0
124 1 mod3 .n

n
qt fn

≥

≡+∑  

利用五角数定理即证得定理 4。 

4. 结论与展望 

本文利用 q-级数中的 dissection 公式及 Radu 算法得到了 ( )t n 模 3、 ( ) ( )3t n 模 2、模 4、模 8 及 ( ) ( )8t n
模 3 的一些同余式，丰富了相关研究。例如，得到了如下同余式： 

( ) ( )9 3 0 mod3t n + ≡ , 

( ) ( )12 7 0 mod3t n + ≡ , 

( ) ( ) ( )3 3 2 0 mod 2nt + ≡ , 

( ) ( ) ( )3 18 12 0 mod8nt + ≡ , 

( ) ( ) ( )3 9 3 0 mod 4nt + ≡ , 

( ) ( ) ( )3 12 11 0 mod8nt + ≡ , 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
8

1 mod3
3 1

,
2

3 1
24 1

0 mod3 .
2

k n
t n

n

k k

k k


−             =+ ≡ 

  

−

−
                ≠

 

然而，约束分拆函数同余性质的研究十分广泛，特别是如何得到无穷族同余式一直是一个值得研究

的课题。例如，对函数 ( )t n ，Lin [7]等人得到了如下两个无穷族同余式  

( )( ) ( )9 45 30 0 mod5t nα + ≡ , 

( )( ) ( )9 72 69 0 mod 27t nα + ≡ . 

未来可进一步考虑此类函数模其他素数或其方幂的同余性质。 
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