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摘  要 

本文主要研究有旋空腔流自由边界的几何性质。通过建立无粘不可压缩有旋流的Euler方程组，结合滑移

边界条件和质量通量条件，并引入流函数，将空腔流问题转化为自由边界问题，进一步发现，对于给定

的平直的上管道壁，当障碍物对流体是凹的，那么自由边界对流体是严格凸的。本文的研究不仅完善了

有旋空腔流的理论框架，还为相关工程应用提供了理论支持。通过严格的数学分析，揭示了有旋空腔流

自由边界的几何特性，为相关领域的进一步研究奠定了基础。 
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Abstract 
This paper primarily investigates the geometric properties of the free boundary of the rotational 
cavity flow. By formulating the Euler equations for inviscid, incompressible rotational flows, incor-
porating slip boundary conditions and mass flux conditions, and introducing a stream function, the 
cavity flow problem is transformed into a free boundary problem. Furthermore, we discover that 
the direction of fluid motion near the free boundary aligns with the geometric properties of the ob-
stacle, and when the obstacle is concave to the flow field, the free boundary is convex. The research 
presented in this paper not only enhances the theoretical framework of rotational cavity flows but 
also provides theoretical support for related engineering applications. Through rigorous mathe-
matical analysis, it reveals the geometric characteristics of the free boundary in rotational cavity 
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flows, laying a foundation for further research in related fields. 
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1. 引言 

自由边界问题是流体力学中一个古老的研究课题。近年来，流体力学中的自由流线问题，如喷流、

空腔流、尾流和水波等，其理论研究受到数学家和物理学家的持续关注。H. Helmholtz [1]提出的自由流

线理论是研究不可压缩喷流等自由边界问题的第一个数学理论。J. Leray [2]和 A. Weinstein [3]在管道是多

边形的假设下，使用连续性方法建立了不可压缩喷流的存在性，通过弯曲管道喷流的存在性结果可以由

对多边形管道的近似来得到。后来，R. Finn [4]把他们的结果推广到了一类凹对称管道。对于一般的星型

管道，D. Gilbarg 在[5]中证明了喷流问题解的唯一性。其中思想都基于 Hodograph 变换、共形映射和不动

点理论。然而，对于通过二维非对称或者三维轴对称一般管道的情形，Hodograph 变换方法和拟共形映照

方法不再适用。20 世纪 80 年代，国际著名数学家 H. Alt，L. Caffarelli 和 A. Friedman 利用变分方法、几

何测度论、Blow-up 技巧和椭圆方程的 Schauder 估计等建立了线性椭圆方程 Bernoulli 类型的自由边界的

正则性[6]。随后，H. Alt，L. Caffarelli 和 A. Friedman 将其应用到具有自由边界的理想流体中，如轴对称

喷流[7]、非对称喷流[8]、带重力的喷流[9]，并建立了相应的适定性结果。其他与自由边界问题相关的经

典书籍可以参考([10]-[12])。管道流相关的论文可参见([13]-[16])。 
另一方面，空腔流问题是自由边界研究领域的热点问题之一，它描述了流体在管道内遇到障碍物时

空腔和自由边界的形成。1983 年，A. Friedman 研究了通过轴对称管道的有旋空腔流[17]和通过具有振荡

管道壁的空腔流[18]。2017 年，程建峰，杜力力和张琴研究了二维无限长管道中具有非零旋度的空腔流

[19]。王晓慧建立了通过二维无限长管道的可压缩亚音速空腔流的适定性[20] 。陈贵强，M. Feldman 和

向伟得到了势流的 Euler 方程的自相似跨音速冲击流[21]自由边界的凸性。到目前为止，关于自由边界几

何形状的研究相对来说还比较少，鉴于其在工程和环境中的重要应用，本文的主要目的是证明有旋空腔

流的自由边界的凸性。 

2. 有旋空腔流 

在本文中，我们将研究具有旋度的二维对称无粘不可压缩空腔流问题，该方程由下列 Euler 方程组控

制： 

 
0,

0,

0,

x y

x y x

x y y

u v

uu vu p

uv vv p

 + =


+ + =
 + + =

  (1) 

其中 ( ),u v 为速度场， p 为流体压强。 
接下来，我们给定二维无限长直管道和障碍物。将管道上壁记为 :N y H= ，障碍物上表面记为

( )0 :N y g x= ， ( )0,x a∈ 。其中 ( ) [ ]( )2, 0,g x C aα∈ ， ( )0,1α ∈ 。函数 ( )y g x= 满足 
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 ( ) ( )
[ ]

( )
0,

0 0, max 0.
x a

g g a g x b
∈

= = = >   (2) 

为简单起见，我们给出如下记号： 

对称轴 T： ( ){ },0 | 0,x x a x−∞ < ≤ ≤ < +∞ ， 

线段 I： ( ){ }0, | 0y y b≤ ≤ ， 

Γ：上自由边界， 

G：以 0, , ,N N T Γ为边界的流场。 

( ),A a b= 记为障碍物的顶点， ( )0,0B = 为障碍物的起点。 
假设 N 和 0N 是不渗透的，那么流场中的流体满足滑移边界条件： 

 ( )0 , 0,N N u v∪ ⋅ =n在 上   (3) 

其中 n是边界的外法向。由于对称轴T 和自由边界 Γ是流线，因此，T ∪Γ上也满足边界条件(3)。假设穿

过任意截面 S 的质量通量为常数 0Q ，即： 

 ( ) 0, d ,
S

u v S Q⋅ =∫ l    (4) 

l 是 S 在 x 正方向上的单位法向。 
在 Euler 方程(1)的基础上，经过简单的计算，可以得出流体满足以下方程： 

 ( ), 0,u v ω⋅∇ =    (5) 

和 

 ( ), 0.u v ⋅∇ =   (6) 

其中 x yv uω = − 为旋度，
2 2

2
u v p+

= + 是 Bernoulli 常数。式(6)是所谓的 Bernoulli 定律。式(5)和式(6)表 

明旋度ω 和 Bernoulli 常数是沿流线的不变量。假设入口处的来流旋度为常数 0ω ω= ，则在整个流场中

旋度 0ω ω≡ 。 
此外，我们假设自由边界上的压强是恒定的，即： 

 .ep pΓ =在 上   (7) 

其中， ep 为空腔流的尾端压强。 
定义 2.1 (通过无限长管道的空腔流问题)设管道壁 :N y H= 是平的，障碍物 0N 满足条件(2)，那么对

于任意给定的来流质量通量 0 0Q > ，当来流旋度 0ω 恒定时，无限长管道内存在光滑的不可压缩空腔流，

该空腔流有唯一的光滑自由流线，从障碍物的顶点 ( ),A a b= 分离并向下游无限延伸吗？ 
接下来我们给出空腔流问题解的定义。 
定义 2.2 我们称向量 ( ), , ,u v p Γ 为空腔流问题的解，如果它满足 
(1) 自由边界 Γ可以用非负光滑函数 ( ) ( )( )2 ,y f x C a= ∈ +∞ 表示，且满足连续适定性条件 

 ( ) ( )0 0 ,f a g a− = +   (8) 

和光滑适定性条件 

 ( ) ( )0 0 .f a g a′ ′− = +   (9) 

自由边界 Γ上的速度用 q 表示，存在一个空腔数 0λ > ，在 Γ上 
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 2 2 .q u v λ= + =   (10) 

(2) ( ) ( ) ( )( )31,, ,u v p C G C Gα∈ ∩ 是 Euler 方程组(1)的解，满足滑移边界条件(3)和质量通量条件(4)。 
(3) 存在一个正常数 [ )0,h H∈ ，使得 

 ( )lim .
x

f x h
→+∞

=   (11) 

我们称 h 是自由边界 Γ的渐近高度。 
定理 A：当管道上壁 :N y H= 时，假设障碍物 0N 满足条件(2)。那么，对于任意给定的来流质量通量

0 0Q > ，并且 2
0 0

1
2

Q Hω> ，存在一个常数 ( ) 0
0

1
2

QH h
H h

λ ω= − +
−

和一个空腔流问题的解 ( ), , ,u v p Γ ，使得

自由边界 ( ): y f xΓ = 单调递增且对流场是严格凸的(即 ( ) 0f x′′ < )。自由边界的渐近高度 h 由 λ 唯一决定，

而且 h b≥ ， 

 ( ) 0
0

1 .
2

QH h
H h

λ ω= − +
−

  (12) 

3. 流函数法 

在本节中，我们用流函数方法将空腔流问题转化为关于流函数的自由边界问题，接着，利用截断法

将无界的流场区域转化为有界的截断区域，并对截断变分问题进行研究。最后，给出一些引理，为研究

自由边界的几何性质做准备。 
为了解决通过无穷长管道的不可压缩空腔流问题，由 Euler 方程组(1)中的第一个方程–质量守恒方

程可知，存在流函数ψ ，使得 

 , .y xu vψ ψ= = −   (13) 

通过 Euler 方程组和旋度条件可知，在流场中有 

 0.xx yyψ ψ ψ ω∆ = + = −   (14) 

结合滑移边界条件(3)和质量通量条件(4)，我们假设流函数ψ 满足如下 Dirichlet 边值条件： 

 0 00, .N T N Qψ ψ∪ ∪Γ = =在 上 在 上   (15) 

因此空腔流的自由边界可以表示为 

 { } { }0 .G x aψΓ = ∩∂ > ∩ >′    (16) 

其中G′是可能的流场，是由上管道壁 N ，障碍物 0N ，对称轴T 围成的区域。 
由 Bernoulli 定律可知，在流线上有 

 
2

,
2

p B
ψ∇

+ =   (17) 

由于流体在自由边界上的速度是常数 λ ，我们可以得到 

 ( )2 .eB Pψψ λ∂
Γ ∇ = = − =

∂
在 上

ν
  (18) 

其中ν 是自由边界 Γ 的单位外法向量。因此，无粘不可压缩空腔流可以转化为下列关于流函数ψ 的

Dirichlet 边值问题 
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{ } ( ) 0

0 0

0 , ,
0, ,

.

G x y
T N N Q

ψ ψ ω
ψ ψ

ψ λ

∩ > ∆ = −


∪ ∪Γ = =


∂ Γ =

′

 ∂

在 中

在 上 在 上

在 上
ν

 

为了解流函数ψ 的边值问题，我们先定义一个关于参数 0λ > 的变分问题，对应泛函 

( ) { }( )2 2
00 2 d d ,EG

J x yλ ψψ ψ λ χ ω ψ> ∩′
= ∇ + −∫  

其中 ( ){ }, | ,0E x y x a y H= > < < ， Aχ 是集合 A 的特征函数。容许集的定义如下： 

( ){ }1
0 00, .locK H G N T N Qψ ψ ψ= ∈ ∪ =′ =在 上 在 上  

我们发现流场G′是一个无界区域，即对于任意的 Kψ ∈ ，泛函 ( )Jλ ψ 是无界的，所以我们要对无界

区域进行截断处理，来得到一个无限逼近该无界区域的有界区域。通过在截断的有界区域中使用变分法，

对截断变分问题的极小元进行研究。 
定义截断区域 { }LG G L x L= ∩ − ≤ ≤′ ，其中 L a> 。 LG 由 0 1,, , ,L L LN N T σ 和 2,Lσ 围成的，其中

{ }LN N L x L= ∩ − ≤ ≤ 是截断后的上管道壁， ( ){ }1, , | 0L L y y Hσ = − ≤ ≤ 是左边界， ( ){ }2, , | 0L L y y Hσ = ≤ ≤

是右边界， { }LT T L x L= ∩ − ≤ ≤ 是截断后的对称轴。 { }L LE G x a= ∩ > 。 
截断变分问题( ,LPλ )：存在一个 , ,L LKλ λψ ∈ ，使得 

( ) ( )
,

, ,min .
L

L L LK
J J

λ
λ λψ

ψ ψ
∈

=  

那么对应的变分泛函 

( ) { }( )2 2
, 00 2 d d .

LL
L EG

J x yλ ψψ ψ λ χ ω ψ> ∩= ∇ + −∫  

定义容许集 

( ){ }1
, 0 0 1, 1 2, 2| 0, , , .L L L LK H G N T N Qλ ψ ψ ψ σ ψ ψ σ ψ ψ= ∈ ∪ = = = =在 上 在 上 在 上 在 上  

此时， 

( ) 0
1 0

1 ,
2

QH y y y
H

ψ ω= − +  

( ) ( )2
0

2

1, ,
2

0 , 0.

L L L

L

h y H y h y h

y h

ω λ
ψ

 < ≤ − − + −= 
 ≤ ≤

当 时

当 时

 

其中 Lh 由 ( ) 0
0

1
2 L

L

QH h
H h

λ ω= − +
−

确定，在 2
0 0

1
2

Q Hω> 的条件下 1 2 00 , Qψ ψ≤ ≤ 。 

为了解决空腔流的自由边界问题，我们需要先找到截断变分问题的极小元。以文献([6] [16])中的方法

为基础，下面我们给出极小元的存在性、唯一性和单调性的详细证明过程。 
引理 3.1 对于任意 L a> 截断的变分问题 ( ),LPλ ，我们将证明以下性质： 
(1) 截断变分问题 ( ),LPλ 的极小元是存在的； 
(2) 截断变分问题 ( ),LPλ 的极小元关于 y 单调递增，且极小元是唯一的； 
(3) 截断变分问题 ( ),LPλ 的极小元关于 x 单调递减。 
证明：(1) 在变分问题中想要证明极小元是存在的，需要同时满足三个条件：① 容许集 ,LKλ 非空；
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② ( ),LJλ ψ 是强制的；③ ( ),LJλ ψ 是弱下半连续的。 
第一步：容许集 ,LKλ 非空。 
假设存在一个函数 0 ,LKλψ ∈ 使得 ( ), 0LJλ ψ < ∞。取充分大的 0x ，在 { }0G x x′∩ ≥ 上令 

( ) ( )( ){ }{ }0 0, min max 0, ,x y y f x Q Qφ λ= − + 。令函数 0ψ 在G′中光滑， 0 Kψ ∈ ，且在 { }0G x x′∩ ≥ 中与φ
相等。那么我们有 

( ) ( ){ }

( ){ }

00

0

2 2
, 0 0 { 0} 0 0

2 2
0{ 0}

1 2

2 d d

2 d d

.

LL

LL

L EG x x

EG x x

J X x y

X x y

J J

λ ψ

φ

ψ ψ λ ω ψ

φ λ ω φ

> ∩∩ ≤

> ∩∩ ≥

= ∇ + −

+ ∇ + −

= +

∫

∫  

因为 { }0LG x x∩ ≤ 和 { }0LG x x∩ ≥ 是有界区域，且 0ψ 是光滑有界的，那么 1J 和 2J 都是有界的，所以

( ),LJλ ψ < ∞。 
第二步：强制性。 
由于特征函数 { }0 Lz Eχ > ∩ 取值为 0 或者 1，所以 { }

2
0 d d 0

LL
z EE

x yλ χ > ∩ ≥∫  (其中 2 0λ > )，我们可以得到 

( ) 2
, 0d d 2 d d ,

L L
L G G

J x y x yλ ψ ψ ω ψ≥ ∇ −∫ ∫  

对不等式进行放缩， ( ) 2
, 0d d 2 d d

L L
L G G

J x y x yλ ψ ψ ω ψ≥ ∇ −∫ ∫ 。对 d d
LG

x yψ∫ 应用 Hölder 不等式： 

( ) ( )1 2 1 222d d 1 d d d d
L L LG G G

x y x y x yψ ψ≤∫ ∫ ∫  

记 LG 为 1C ，因此 ( )21d d
LL L GG

x y Cψ ψ≤∫ ，其中 LG 是有界区域，测度 LG 是有限常数。利用 Poincaré 不

等式可知，存在一个仅依赖于区域的常数 wC ，对于任意的 LGψ ∈ 有 2 2wL LCψ ψ ψ≤− ∇ ，其中 
1 d d

LG
L

x y
G

ψ ψ= ∫ 是一个积分平均值，由三角不等式可得 ( )2 2 22L L LL
ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ= − + ≤ − + ，因为区

域 LG 有界， Kψ ∈ ，所以在 LG 中 Mψ ≤ ，
1 1 1d d d d

L L
LG G

L L L

x y x y M G M
G G G

ψ ψ ψ= ≤ ≤ ⋅ ⋅ =∫ ∫ 。M 是

一个常数。由 2L 范数定义 2
2

2d d
L

L LL G
x y G M G Cψ ψ ψ= = ⋅ ≤ ⋅ =∫ ，因此， 2 2 2wL LC Cψ ψ≤ ∇ + ， 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

2 2

2 2

2
, 0 1 2

2
3 4

2
L L

L L

L wL G L G

L G L G

J C C C

C C

λ ψ ψ ω ψ

ψ ψ

≥ ∇ −

≥ ∇ − ∇

⋅ ∇ +

−
 

其中 3 0 12 wC C Cω= ， 4 0 22C Cω= 。所以 2Lψ∇ →∞时， ( ),LJλ ψ →∞，所以泛函 ( ),LJλ ψ 是强制的。 
第三步：弱下半连续性。 
定义函数 ( ) { }

2 2
00, , 2

Lz EL p z x p zλ χ ω> ∩= + − ，其 ( ) 2, , Lp z x G∈ × ×  中， ( ), ,L p z x 有下界，现在验证

L 是凸函数。 
对任意的 2

1 2,p p ∈ ，任意 [ ]0,1t∈ ，那么有 

( )( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 21 , , , , 1 , , .L tp t p z x tL p z x t L p z x+ − ≤ + −  

注意到 { }
2

00 2
Lz E zλ χ ω> ∩ − 与 p 无关，我们先来验证

2p 是凸的，直接计算可得 
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( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )( )
( )

22 2
1 2 1 2

2 2 2 222
1 2 1 1 2 2

2 2
1 2 1 2

2 2
1 2 1 2

2
1 2

1 1

1 2 1 1

1 1 2 1

1 2

1
0.

t p t p tp t p

t p t p t p t t p p t p

t t p t t p t t p p

t t p p p p

t t p p

+ − − + −

 = + − − + − ⋅ + − 

= − + − − − ⋅

= − + − ⋅

= − −

≥

 

这表明
2p 是凸函数。 

对 ( ) 02f z zω= − 项， 0ω 是一个常数，任取 1 2,z z ∈ ， [ ]0,1θ ∈ ， ( )1 21z z zθ θ θ= + − 。那么 

( ) ( )( ) ( )( )1 2 0 1 21 2 1 ;f z f z z z zθ θ θ ω θ θ= + − = − + −  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( )( )

1 2 0 1 0 2

0 1 0 2

0 1 2

1 2 1 2

2 2 1

2 1 .

f z f z z z

z z

z z

θ θ θ ω θ ω

ω θ ω θ

ω θ θ

+ − = − + − −

= − − −

= − + −

 

所以 ( ) ( ) ( ) ( )1 21f z f z f zθ θ θ= + − ，满足不等式 ( )( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 21 1f z z f z f zθ θ θ θ+ − ≤ + − ，所以 02 zω− 是

凸函数。 
对 { }0 Lz Eχ > ∩ 项，任取 1 2,z z ∈ ， [ ]0,1s∈ ，令 ( )1 21tz sz s z= + − 。如果 0sz > ，那么 1z 和 2z 不能同时为

负， { } { } ( ) { }1 20 00 1 1
L Ls L z E z Ez E t tχ χ χ> ∩ > ∩> ∩ = ≤ + − ；如果 0sz ≤ ，那么 { } { } ( ) { }1 20 00 0 1

s z zz t tχ χ χ> >> = ≤ + − ，因此

{ }0 Lz Eχ > ∩ 是凸函数。 
综上 ( ), ,L p z x 是凸函数。 
通过上面三步的证明可知截断变分问题的容许集是非空的，泛函满足强制性和弱下半连续性，所以

变分问题 ( ),LPλ 的极小元是存在的。 
(2) 我们可以利用与文献[3]中类似的方法来证明极小元的唯一性和关于 y 的单调性，此处省略具体

的证明过程。 
(3) 截断变分问题 ( ),LPλ 的极小元关于 x 单调递减。 
假设 ,Lλψ 是截断变分问题 ( ),LPλ 的极小元，即 

( ) ( )
,

, , ,min .
L

L L LK
J J

λ
λ λ λψ

ψ ψ
∈

=  

对 于 任 意 的 0τ > ， 定 义 函 数 ( ), , ,L L x yτ
λ λψ ψ τ= + 。 泛 函 ,LJ τ

λ 对 应 的 容 许 集

( ){ }, ,| ,L LK x y Kτ
λ λψ ψ τ= + ∈ ，平移后的区域 ( ) ( ) ( ){ }, , | ,L LG x y x y x y Gτ τ= + ∈ 。将 ( ), ,L x yτ

λψ 在 \L LG Gτ 中

延拓为 0， ( ), ,L x yτ
λψ 在 \L LG Gτ 中延拓为 0Q y

H
，因此 , ,L LKτ τ

λ λψ ∈ 。 

我们记 { }, ,min ,L L
τ
λ λψ ψ ψ− = ， { }, ,max ,L L

τ
λ λψ ψ ψ+ = ，可以得到 ,LKτ

λψ − ∈ ， ,LKλψ + ∈ 。由泛函的性质

可得 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , .L L L L L LJ J J Jτ τ τ
λ λ λ λ λ λψ ψ ψ ψ− ++ = +  

因为 ,Lλψ 是原问题的极小元， ,L
τ
λψ 是平移后问题的极小元，可以得到： 

 ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , ,, .L L L L L LJ J J Jτ τ τ
λ λ λ λ λ λψ ψ ψ ψ− +≤ ≤   (19) 
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将(19)代入恒等式可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , , , ,L L L L L L L L L LJ J J J J Jτ τ τ τ τ
λ λ λ λ λ λ λ λ λ λψ ψ ψ ψ ψ ψ− ++ = + ≥ +  

所以不等式必须取等，即 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , , ,, .L L L L L LJ J J Jτ τ τ
λ λ λ λ λ λψ ψ ψ ψ− += =  

这说明 { }, ,max ,L L
τ
λ λψ ψ ψ+ = 也是原问题的极小元。 

极小元 ,Lλψ 和 ,L
τ
λψ 分别满足 , 0Lλψ ω∆ = − ， , 0L

τ
λψ ω= − ，两式相减得 ( ), , 0L L

τ
λ λψ ψ∆ − = 。即函数

, ,L L
τ
λ λψ ψ= − 在流场内是调和函数。假设存在点 ( )0 0 0,X x y= ，使得 ( )0 0X > ，则在 0X 附近 ,L

τ
λψ ψ+ = ，

此时 0∆ = ， 0X 是 的一个极大值点，利用强极值原理可知调和函数不可能在内部取得严格最小值，

除非 是常数。但是我们知道 ,Lλψ 和 ,L
τ
λψ 满足不同的边界条件，不可能一样，所以假设不成立。因此，

对于任意的 ( ), Lx y G∈ ，当 0τ > 时 ( ) ( ), ,, ,L Lx y x yλ λψ τ ψ+ ≤ ，极小元关于 x 单调递减得证。 
当引理 3.1 成立时，自由边界 ,LλΓ 可以用函数 ( ),Ly f xλ= 表示，且 ( ),Lf xλ 单调递增。由文献[6]中第

4 章、文献[7]中的第 9 节可知自由边界 ( ), ,:L Ly f xλ λΓ = 满足光滑适定性和连续适定性条件。利用文献[19]
中定理 4.2 类似的证明方法可得，在流场的下游自由边界保持平性。当上管道是平直的，障碍物 0N 的函

数单调递增时，通过[16]中的类似论证，我们利用流函数关于 x 和 y 的单调性，可以得到障碍物 0N 单调

递增时在 \G B中水平速度 0u > ，在G∪Γ中垂直速度 0v > 。 
变分问题 Pλ ：在容许集 K 中找到一个极小元 λψ ，使得 ( ) ( )min

K
J Jλ λ λψ

ψ ψ
∈

= ，其中容许集 

( ){ }1
0 0| 0,locK H G N T N Qψ ψ ψ= ∈ ∪ = =′ 在 上 在 上 。 

对于截断变分问题 ( ), )LPλ 的极小元 ,Lλψ ，当 L →∞时，ψ 是变分问题 ( )Pλ 的极小元。由于 ( ),Ly f xλ=

单调递增，我们可以得到变分问题 ( )Pλ 中的自由边界也单调递增(证明方法可参考文献[19]和[20]，此处我

们省略具体的证明过程)。 

4. 自由边界的几何性质 

在本节中，为了研究自由边界的凸性，我们先给出自由流线上的流速 q 和曲率κ 之间的关系，压强

p 在流场中是满足椭圆方程的。(有兴趣的读者可以参考[22]了解详细的证明，为了简短起见，我们在这

里省略)。然后再利用极大值原理和 Hopf 引理等研究自由边界的形状。 
引理 4.1 对任意 [ ]00,Q Q∈ ，如果流线 ( ){ }: :W Q y w xψ = = 是 2,C α 光滑的，则流线曲率κ 与压强法

向导数满足关系： 2p qκ∂
= −

∂n
，其向上的法向量

( )( )
( )( )2

,1

1

w x

w x

−
=

+

′

′
n ，流线W 的曲率

( )

( )( )( )
3

2 21

g x

g x
κ =

+

′′

′

。 

引理 4.2 (1) 压强 p 的最小值在自由边界 Γ上取得。 
(2) 如果障碍物 0N 满足条件(2)，且障碍物对流场是凹的，那么自由边界对流场是严格凸的，即 

( ) ( )0, , .f x x a′ < ∈ +∞′  

证明：(1) 已知压强 p 在流场中满足椭圆方程，由极值原理可知其最小值不能在流场内部取到。即可

能在 { }0, \ , , ,N N A B T Γ或上游取到最小值。下面开始分情况讨论，并逐步证明在 0, ,N N T 和上游处压强 p
都不能取得最小值。因此，只要障碍物是凹的，那么压强 p 在自由边界上取得最小值。 

情况一：压强 p 的最小值在 { }0, , ,N N A B T 上取到，则可以分成三种情况来讨论。 
① p 在 ( ) { }0 0 0 0, \ ,X x y N A B= ∈ 处取到最小值。因为障碍物 0N 是 2,C α -光滑的，由椭圆正则性可得
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ψ 和 p 在 0X 点分别是 2,C α -光滑和 1,C α -光滑的。由 Hopf-引理可知在 0X 点 

 0,p
n
∂

>
∂


  (20) 

此时向上的法向量
( )( )
( )( )2

,1

1

g x

g x

− ′

+ ′
= −n ，曲率

( )

( )( )( )
3

2 21

g x

g x
κ =

+

′′

′

。由于 0N 是一条流线，由引理 4.1 可

知：在 { }0 \ ,N A B 上
( )

( )( )( )
2 2

3
2 21

g xp q q
g x

κ∂
= − =

∂
+

′′

′
n

，与此同时由(20)可知 0p∂
>

∂n
，且 ( ) ( )2 2

0 0 0q X u X≥ > ，

所以 ( )0 0g x′′ > ，这与假设障碍物 0N 对流场是凹的相矛盾。 

② p 在 ( )0 0 0,X x y T= ∈ 处取到最小值。由于 0N 是一条流线，由 Hopf 引理可知在 0X 点 0p∂
>

∂n
。已

知在T 上 2 0p qκ∂
= − >

∂n
，这与T 上的曲率 0κ = 相矛盾。 

③ p 在 ( )0 0 0,X x y N= ∈ 处取到最小值。由于 N 是一条 2,C α -光滑的流线，利用与②相同的证明方法

可以得到矛盾。 

情况二：压强 p 的最小值在上游取到。当 x →−∞时，( ) ( )0 0, , 2 ,0,
2 in

Qu v p H y p
H

ω → + − 
 

。由 Bernoulli

定律可知

2
20 01 1

2 2 2in e
Qp H p
H

ω λ + + = + 
 

，即
2

2 0 01 0
2 2in e

Qp p H
H

ωλ
  − = − + >     

，此时 

( )0 0

2
Q H h

H h
ωλ = + −

−
。这与 ( )infin eX G

p p X p
∈

= < 矛盾。 

情况三：压强 p 的最小值在拐点 ( )0,0B = 处取到。 

压强 p 在G 中满足椭圆方程 2 2 0yx
p

x y

pp
q q

  
= + =  
   

 ，偏转角θ 在G 中满足 ( ) ( )2 2 0x x y yq qθ θ∂ + ∂ = ，

由椭圆方程的极值原理知 ( )inf inf , sup sup
G G G G

x yθ θ θ θ θ
∂ ∂

= ≤ ≤ = ， ( )inf inf , sup sup
G G G G

p p p x y p p
∂ ∂

= ≤ ≤ = 。 

由于 ( ) [ ]( )2, 0,g x C aα∈ ，这表明T 和 0N 不可能在 B 相切。由于我们无法直接定义在 B 处的法向量，

现在假设T 与 0N 的切线 l 形成的角度 ( ) ( )0 arctan 0 0,gθ ′= π − ∈ π 。建立一个 B 为极点，从 B 点出发沿 x 轴
负方向为极轴的极坐标系。定义 B 点的邻域 ( ){ }, , :BG r G rη θ η= ∈ < ， ( ){ }, 0, : ,B r rη θ η δ θ θ δΩ = < − < < + ，

0δ > 充分小。 

定义辅助函数 ( ) ( ) ( )1

0

, sin , 0,1
2

r r β θ δ
θ β

θ δ
+ + π

= ∈
+

 ， 

( )
( )

( )2
2 1

2 2
00

1 1 1 sin
22

rr r r
r r

β
θθ

θ δ
β

θ δθ δ
−

  + ππ
∆ = + + = + − 

++  
    ，取

( )
( )

0

0

2
0

2 2
θ δ

β
θ δ

π− +
= >

+
，则在 ,BG η 中： 

 0.∆ ≤   (21) 

设 ( ){ }, :r G rγ θ η= ∈ = 。对小 0η > ，定义
( )

( )
,

0

,
inf 0
r

r
Qθ γ

θ
ε

∈
= >


，使得 

 .γ εψ≥在 上    (22) 

在 0T N∪ 上 0, 0ψ = ≥ ，所以 
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 0 0.T N εψ∪ ≥ =在 上    (23) 

结合(21)、(22)和(23)，我们得到 

,

,

0,

.
B

B

G T

G T
η

η εψ

∆ ≤
 ∂ ≥

在 中

在 上
 

对T εψ− 应用 Phragmen-Lindelof 定理(线性椭圆方程在角点邻域的有界性估计)：由 0ψ ω∆ = − 得

( ) 0εψ ε ψ εω∆ − = ∆ − ∆ = ∆ +   ，结合在 ,BG η∂ 上 0εψ− ≥ ，可以得到在 ,BG η 中 0εψ− ≥ ，即 

( ) ( ) 1X
X Cr βψ

ε
+≤ ≤


 ( 1C

ε
= 为常数)。 

利用椭圆方程的正则性：由 1Cr βψ +≤ 可得 ( )1,
,BC Gβ
ηψ ∈ ，故 ( ) ( ) 1

0
lim lim 0
X B r

X CrB
X B r

βψ
ψ

+

→ →
∇ = ≤ =

−
。

利用 Bernoulli 定律可知在拐点 B 处： ( ) ( ) 2 21 1
2 2ep B B pψ λ+ ∇ = + ，因为 ( ) 0Bψ∇ = ，所以 

( ) 21
2e ep B p pλ= + > ，这与假设矛盾。 

综上， min ep p= 仅在自由边界 Γ上取得。 
因为压强 p 的最小值仅在自由边界 Γ上取得，即 min ep p= 。由强极值原理，在G 内 ep p> 。 

对 Γ的法向量 n，由 Hopf 引理可得 0p∂
>

∂n
，此时 Γ的曲率为

( )

( )( )( )
3

2 21

f x

f x
κΓ

′′

′

=

+

。压强的法向导数关

系
( )

( )( )( )
2 2

3
2 2

0
1

f xp

f x
κ λ λΓ

′′

′

∂
= − = − >

∂
+

n
，因为 2 0λ > ，所以

( )

( )( )( )
3

2 2

0
1

f x

f x

′

′

<

+

′
，因为分母 ( )( )( )

3
2 21 0f x′+ >

恒成立，所以 ( ) 0f x′′ < ，即自由边界 Γ对于流场是严格凸的。 

5. 总结与展望 

对于无限长直管道中通过固定障碍物的空腔流问题，我们用二维不可压缩方程 Euler 来表示，通过引

入流函数，将空腔流问题转化为 Dirichlet 边值问题；利用截断将无界区域转化为有界区域，定义有界区

域上的变分泛函，并对截断变分问题进行求解。我们证明了截断变分问题的极小元的存在性、唯一性和

极小元关于 x 和 y 的单调性。其次，由于压强在流场中满足椭圆方程。由椭圆方程的极值原理、在角点邻

域的有界性估计证明压强的最小值在自由边界上取得，且当障碍物对于流场是凹的时，自由边界对于流

场是严格凸的。 
当前对于二维不可压缩空腔流自由边界性质的研究仍存在诸多可拓展方向，结合流体力学偏微分方

程的研究热点与工程实际需求，后续可从扩大研究对象的范围和注重理论研究的应用两个方面开展深入

研究：一方面，后续可研究二维非对称及三维模型。针对二维非对称情形，研究管道非对称和障碍物形

状非对称时自由边界的几何性质；对于三维模型，重点研究轴对称有旋空腔流的自由边界特性，完善空

腔流的空间理论体系。此外，可研究通过复杂障碍物(如粗糙表面、分段凹凸结构)的有旋空腔流，分析障

碍物几何特征与自由边界形状的关系。同时由于实际生活中的空腔流多为可压缩流，后续可将更多的研

究重点放在可压缩有旋空腔流上，结合对应的 Euler 方程组，研究自由边界凸性，并建立不可压缩与可压

缩有旋空腔流的理论关联。另一方面，注重理论研究的应用。基于现有理论结果，结合机械制造、航空

航天、水利工程等实际场景，开展有旋空腔流的工程应用研究。例如，探究空腔流在金属切削冷却、飞
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行器表面减阻、管道输送等领域的应用。通过工程实验来验证理论模型的准确性，同时根据实验结果修

正理论知识，实现理论研究与工程应用的双向反馈，为实际工程中的流场优化、设备设计提供坚实的数

学理论支撑。 
综上所述，有旋空腔流问题的研究不仅有助于流体力学相关理论知识的丰富，也有助于生活中的工

程学问题的解决。因此我们要结合理论知识、数值模拟和现实数据，实现从理想空腔流的研究逐步到解

决现实空腔流问题的跨越。 
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