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摘  要 

本文利用组合计算技巧推导出两类三对角矩阵 nA 和 nB 的谱，左、右特征向量，建立它们的正交性，进

一步通过初等行列变换给出相应特征向量构成的矩阵行列式的封闭表达式。 
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Abstract 
This paper employs combinatorial computation techniques to derive the spectra, left and right ei-
genvectors of two classes of tridiagonal matrices, and establishes their orthogonality. Furthermore, 
closed-form expressions for the determinants of matrices formed by the corresponding eigenvec-
tors are provided through elementary row and column transformations. 
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1. 引言 

三对角矩阵是一类具有特殊结构的稀疏矩阵，其非零元素仅分布在主对角线及相邻的两条次对角线

上。它们出现在数值分析、图像识别、人脸识别、彩色图像处理等众多领域；同时，它们与正交多项式、

组合数学、图论等纯数学分支有着深刻联系。正是这种“既基础又实用”的双重属性，使得三对角矩阵

成为线性代数中经久不衰的研究对象。 
1854 年，Sylvester [1]研究了一类特殊的三对角矩阵，后人称之为 Sylvester 矩阵或 Sylvester-Kac 矩

阵，其元素定义为 

,

, ;

, 1;

, 1;

0, 1,

i j

x i j

j j i

n j i j

i j

τ

=


− == 
− − =

 − >

 

Sylvester 给出了这类矩阵的行列式计算公式 

( ),0 , 0
det 2

n

i ji j n k
x n kτ

≤ ≤ =

  = + −  ∏ ， 

但未给出证明。后续对其进行论证和推广的工作可参见文献[2]-[4]等。Muir [2]指出 Mazaa 在 1866 年给

出了第一个完整证明。20 世纪中叶，Kac [5]给出了系统的证明，同时推导出特征多项式的一般表达式，

从而深化了对该矩阵谱性质的理解。进入 21 世纪，三对角矩阵的研究进入快速深化与拓展阶段，Askey 
[6]和 Holtz [7]进一步将 Sylvester 矩阵推广到 Krawtchouk 多项式、Hahn 多项式等正交多项式体系。2008
年，Chu 和 Wang [8]明确了三对角矩阵的特征向量结构。2010 年，Chu [9]结合斐波那契多项式研究了

Sylvester 三对角矩阵行列式。在 2024 年，Du [10]不仅对具有二次谱的 Sylvester-Kac 矩阵展开系统性研

究，还深入探讨了次对角线存在双周期扰动的 Sylvester-Kac 型矩阵的特征值问题。文献中有大量论文研

究了各类 Sylvester 矩阵，重点关注行列式、逆矩阵、特征多项式和谱等性质[11]-[18]。这些成果反映了

学界对拓展 Sylvester 矩阵的应用范围与理论意义所保持的持续兴趣。 
一般而言，三对角矩阵的特征值很少能表示为封闭形式，大多数已知的例子都是 Sylvester 矩阵中对

角线、两条次对角线上的元素替换成行(或列)指标 i 和阶数 n的线性函数[19] [20]。2019年，Finbarr Holland，
Thomas Laffey and Roger Smyth 在文献[21]中提出了如下问题：设 n是一个正整数，确定 n n× 阶三对角矩

阵 nA ，其元素为 

( )
( ),

2 1 , ;

1 , 1;

0, 1,
i j

j n j i j

a j n j i j

i j

− + − =


= + − = ±
 − >

 

的特征值。本文不仅给出其特征值，还通过一些组合技巧计算出它的特征向量。同时，借助 Mathematica
命令，检测到另一类三对角矩阵 nB ，其元素为 
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( )
( ),

2 , ;
, 1;

0, 1,
i j

j n j i j
b j n j i j

i j

λ + − =
= − − =
 − >

 

的谱和特征向量。因此，本文将利用错项相消法、范德蒙卷积公式等组合计算技巧，研究两类 n n× 阶三

对角矩阵 nA 和 nB 的谱，左、右特征向量及它们的正交性，并通过矩阵初等行列变换计算出由左和右特

征向量构成的矩阵行列式的封闭表达式。 

2. 三对角矩阵 nA 的谱和特征向量 

定义一个 n n× 阶三对角矩阵 nA ，其元素为 

( )
( ),

2 1 , ;
1 , 1;

0, 1,
i j

j n j i j
a j n j i j

i j

− + − =
= + − = ±
 − >

 

则有以下命题成立。 
定理 1 对于一个正整数 n ，三对角矩阵 nA 满足如下结论： 
(a) nA 的特征值为 ( ){ } 1

: 1
n

k k
k kλ

=
= − + 。 

(b) 左特征向量： ( ) ( ) ( )( )1 , 2 , ,k k k ku u u n=u  ，其中 

( ) ( )
1

1
1

n i j
k

i k

i n k i k
u j

k k i j n
−

=

+ − −   
= −    + − −   
∑ 。 

(c) 右特征向量： ( ) ( ) ( )( )1 , 2 , ,k k k kv v v n=v  ，其中 

( ) ( )
1

1 1
1

1

k j k
k

j

i n i k
v i

j k j j
−

=

− − +   
= −    − −   
∑ 。 

(d) 正交关系： ( ) ( )
2 1

, 1
1 2

n i
i j

i n i
i j

i i
χ+ + +  

= − =   +  
u v 。 

(e) 行列式： 

( ) 2

1

21
det

1

n
n

n
k

k
U

kn

 
 
 

=

−  
=  +  

∏ 和
1

2
det

n

n
k

k
V

k=

 
=  

 
∏ ， 

其中矩阵 nU 和 nV 定义为 

( ) 1 ,n k k j n
U u j

≤ ≤
=    ， ( ) 1 ,n k i k n

V v i
≤ ≤

=    。 

证明 首先证明(a)和(b)。令 ku 是对应于特征值 kλ 的左特征向量，即满足 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 1, , 1,
1

1 1
n

k k i j k j j k j j k j j k
i

u j a u i a u j a u j a u jλ − +
=

= = − + + +∑ ， 

等价于 

 ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )1 1 2 1 1k k k kj n j u j u j u j k k u j+ − − − + + = − + 。  (1) 

利用二项式关系式 

1 1 1 1
2

2 1
k k k k

i j n i j n i j n i j n
− − − +       

+ + =       + − − + − − + − + −       
， 
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(1)式可以进一步化为二项式恒等式 

 ( ) ( ) ( )( )
1

0 1 1 1
n i j

i k

i n k i k
j n j i j n k i j n

k k i j n
−

=

+ − +   
= − × + − − + − − − + +      + −   
∑ 。  (2) 

接下来，定义序列 iT 为 

( )2 1
1

1 1 1i

i n k i k
T k

k k i j n
+ − +   

= +    + + + − −   
， 

利用错项相消法，不难计算出 

( ) ( )( ){ }1

1
1 1i i

i n k i k
T T j n j i j n k i j n

k k i j n+

+ − +   
+ = × + − − + − − − + +   + −   

， 

于是(2)式可以表示为 

( ) ( ) ( )( )

( ) { } ( ) ( )1 1

1
1 1 1

1 1 1 0 0 0

n i j

i k

n i j k j n j
i i k n

i k

i n k i k
j n j i j n k i j n

k k i j n

T T T T

−

=

− − −
+ +

=

+ − +   
− × + − − + − − − + +      + −   

= − + = − + − = + =

∑

∑ ，

 

则(a)和(b)得证。 
类似地，(a)和(c)即是确定 kv 是 kλ 的右特征向量。由于 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , 1 , , 1
1

1 1
n

k k i j k i i k i i k i i k
j

v i a v j a v i a v i a v iλ − +
=

= = − + + +∑ ， 

即 

 ( ) ( ) { } ( ), 1 , 1 ,1 1i i k i i k k i i ka v i a v i a v iλ− +− + + = − 。  (3) 

根据线性关系 

( ) ( ) ( )
1

2 2 1
1

n i n i n i
n i n i k j k j

k j k j k j
− + − −     

− + = − + − + + − +     − − − −     
， 

(3)式中的第一项化为 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( )( )

, 1
1

1

1

1 1 1
1 1 2

1

1 1
1 2

1

1 1
1 1

1 1

k j k
i i k

j

k j k

j

k j k

j

i n i k
a v i i j n i

j k j j

i n i k
i j n i k j

j k j j

i n i k
i j k j

j k j j

−
−

=

−

=

−

=

− − + +   
− = − − − +   − −   

− − +   
= − − − + − +   − −   

− − +   
+ − − − +   − − −   

∑

∑

∑ ，

 

上式中最后求和指标 1j j→ − ，得到表达式 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ){ }, 1
1

1 1
1 1 2 1

1

k j k
i i k

j

i n i k
a v i i j n i k j j j

j k j j
−

−
=

− − +   
− = − × − − + − + − −   − −   

∑ 。  (4) 

再通过关系式 

( ) ( )
1 1

1
1 1 2

i i i
i i j j

j j j
− −     

+ = + +     − − −     
， 
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(3)式中的第二项化为 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( )

, 1
1

1

1

1
1 1 1

1

1 1
1

1

1 1
1

2

k j k
i i k

j

k j k

j

k j k

j

i n i k
a v i i n i k j

j k j j

i n i k
i j n i k j

j k j j

i n i k
j n i k j

j k j j

−
+

=

−

=

−

=

− +   
+ = − + − − +   − −   

− − +   
= − + − − +   − −   

− − +   
+ − − − +   − −   

∑

∑

∑ ，

 

上式最后求和指标 1j j→ + ，得到表达式 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )( ){ }, 1
1

1 1
1 1 1

1

k j k
i i k

j

i n i k
a v i i j n i k j k j k j

j k j j
−

+
=

− − +   
+ = − × + − − + − − − +   − −   

∑ 。  (5) 

将(4)和(5)代入(3)式左端，并计算出 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ,

2 1 1

2 1 1 k i i

i j n i k j j j i j n i k j k j k j

i n i k k aλ

− − + − + − − + + − − + − − − +

= + − − + = − ，
 

则(a)和(c)得证。 
为了证明(d)中的正交关系，将标量积写成三重求和形式 

 ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

1 1 1
, 1 1

1 1

jn n n l k s j
i j i j

k k l i s

l n i l i k n k j
u k v k

i i k l n s j s s
− −

= = = =

+ − − − − +       
= = − × −       + − − − −       
∑ ∑∑ ∑u v 。  (6) 

由于 

, , , ,i n j i n j i i j i n j j i jA A Aλ λ= = = =u v u v u v u v u v ， 

可得 

, 0i j =u v ， i j≠ ， i jλ λ≠ 。 

当 i j= 时，交换求和顺序，于是(6)式可以表示为 

( )
1 1

1 1 1
, 1

1 1

n i n l s k i
i i

l i s k

l n i l i k i n k
i i s s k l n i s

+ + +

= = =

+ − + − − −       
= × −       − + − − −       
∑∑ ∑u v 。 

对于一个自然数 n， n 阶差分定义为 

( ) ( ){ }1n nf x f x−∆ = ∆ ∆ ， 

可以将其表示为 Newton-Gregory 公式[22] 

( ) ( ) ( )
0

1
n n kn

k

n
f x f x k

k
+

=

 
∆ = − + 

 
∑ ， 

特别地，当 ( )mp x 是一个首项系数为 mc 且次数为m n≤ 的多项式，有如下常用的性质： 

( ) ( )!n
m np x n c m nχ∆ = = 和

( ) ( ) ( )
( ) 1

!
1 nm mn

n

p x n p
x x

λ
λ λ

+

∆ = −
− −

， 

其中 χ 表示通常的逻辑函数，满足 ( )true 1χ = ， ( )false 0χ = 。 
于是，将上述最后一个求和指标 1k k l n→ − + + ，利用有限差分公式得到 
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( ) ( )

( )

( )

1 1

1 0

1

1

1 1 1
, 1 1

1

1
1

1

1
1

n i in s i k
i j

l i s k

n in i i

l i s

n i

l n i l i i k l n l k
i i s k s i s

l n i l i n l i s l
i i s s i s

i

−
+ + +

= = =

+ −

= =

+

+ − + − − + − −       
= − × −       − −       

+ − +  − − −        = − ×∆        − −        
+

= −

∑∑ ∑

∑∑

u v

1

1i n

s l i

i l n i l
s i s i i= =

− + −     
     −     

∑ ∑ 。

 

注意到结果中的两个求和项均可以通过范德蒙卷积公式 

0

n

kn k n k
α γ α γ

=

+    
=    −    
∑ 和

0

1n

k

k k
n k n k

α γ α γ

=

+ + − −    
=    −    
∑  

计算，即有 

1

1 1 2i

s

i i i
s i s i=

+ −    
=    −    

∑ 和
1
1 2

n

l i

l n i l n i
i i i=

+ − + +    
=    +    

∑ ， 

那么 

( )
2 1

, 1
1 2

n i
i j

i n i
i i

+ + +  
= −   +  

u v ， 

则(d)得证。 
为了证明(e)中的行列式 det nU ，将三项关系式(1)改写为 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )1

1 2 1
1k k k k

k k
u j u j u j u j

j n j
− +

− − + + =
+ −

， 

将上述行列式中的第 1j − 行和第 j 行的−2 倍加到第 1j + 行，得到 

( ) ( )

( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1
1

11

1
1 1
1 21det 1 det

1
1 2
1 1

k

k

n
n k

n k nj

k

k

u
k k u
k k u

U
j n j

k k u n
k k u n

−
−

≤ ≤=

 
 + 
 +

= − ×  
− +  

 + −
 
 + −  

∏


， 

利用同样的初等行变换，进一步得到 

( )( ) ( )

( )

( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

22
2

1 2

11 1
22

22

1
1 1

1 11det 1 det
1

1 3

1 2

k

k

n k kn n
n k nk j

k

k

u
k k u

k k u
U

j n j
k k u n

k k u n

−
− + −

≤ ≤= =

 
 + 
 + = − ×  − +
 

+ − 
 

+ −  

∏∏


， 

反复这样迭代 1n − 次，推得公式 

( ) ( ) ( ) ( )
1

2
0 11 1 11

1det 1 det 1 1
1

n n n k n
jj

n kj nk j kk n

U k k u
j n j

− − 
 
 

≤ ≤ −= = =≤ ≤

 = − × + + −∏∏ ∏ 。 

https://doi.org/10.12677/pm.2026.165146


康佳慧，王晓元 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2026.165146 233 理论数学 
 

由于 

( ) ( )
1 1 1

1 1 1 1

1 ! 1
1 ! ! !

n n k n n

k j k k

k
j n j n k n n

− − − −

= = = =

= =
+ − −∏∏ ∏ ∏ ， 

( ) ( ) ( ){ } ( )( ) ( ) ( )
( )0 1 1 1 11

2 ! 1 !
det 1 1 1 1

1 !

n
jj

j n j k n j k n kk n

k k
k k k k j j k j k j

k≤ ≤ − ≤ < ≤ ≤ < ≤ =≤ ≤

− + = + − + = − + + =  +∏ ∏ ∏ ， 

( ) ( ) ( )
1

1

1 1 1 1

! !1 1
! ! ! !

n n n n
n

k
k k k k

n n nu
k k n k k k

−
−

= = = =

 
= − = =  − 

∏ ∏ ∏ ∏ ， 

将它们相乘后计算出 

( ) 2

1

21
det

1

n
n

n
k

k
U

kn

 
 
 

=

−  
=  +  

∏ 。 

最后，证明(e)中的行列式 det nV ，需要将三项关系式(3)改写为 

( )( )
( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )1 2 2 1 1

1 1
1 1 1k k k k

i n i i n i k k
v i v i v i v i

i n i i n i i n i
− − + − + − +

− − + + =
+ − + − + −

， 

利用行列式的性质，将第 1i − 行和第 i 行分别乘以
( )( )
( )( )

1 2
1

i n i
i n i
− − +
+ −

和
( )

( )( )
2 1

1
i n i

i n i
− +

−
+ −

加到第 1i + 行，得到 

( ) ( )( )

( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1
1

11

1
1 1
1 21det 1 det

1
1 2
1 1

k

k

n
n k

n k ni

k

k

v
k k v
k k v

V
i n i

k k v n
k k v n

−
−

≤ ≤=

 
 + 
 +

= − ×  
+ −  

 + −
 
 + −  

∏


， 

继续上述操作，得到 

( )( ) ( )

( )( )

( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

22
2

1 2

11 1
22

22

1
1 1

1 11det 1 det
1

1 3

1 2

k

k

n k kn n
n k nk i

k

k

v
k k v

k k v
V

i n i
k k v n

k k v n

−
− + −

≤ ≤= =

 
 + 
 + = − ×  + −
 

+ − 
 

+ −  

∏∏


， 

反复迭代 1n − 次，获得公式 

( ) ( )( ) ( ) ( )
1

2
0 11 1 11

1det 1 det 1 1
1

n n n k n
ii

n ki nk i kk n

V k k v
i n i

− − 
 
 

≤ ≤ −= = =≤ ≤

 = − × + + −∏∏ ∏ 。 

由于 

( )( )
( )

( ) ( ) ( )
1 1

1 1 1 1

1 !1 1 1
1 1 ! 1 ! ! 1 !

n n k n n

k i k k

k
i n i n k n n n

− − −

= = = =

−
= =

+ − − + − −∏∏ ∏ ∏ ， 
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( ) ( )( ) ( ) ( )
( )0 1 1 11

2 ! 1 !
det 1 1

1 !

n
ii

i n i k n kk n

k k
k k k i k i

k≤ ≤ − ≤ < ≤ =≤ ≤

− + = − + + =  +∏ ∏ ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

1 1 1

1 1
1 1 1 1 1 !

1 1

n nn n n

k
k k k

n n
v k n

k k

   
   
   

= = =

− −   
= − + = − +   − −   

∏ ∏ ∏ ， 

将它们相乘后计算出 

( ) ( )
( ) ( )1 1

21 ! 2 !
det

! 1 ! !

n n

n
k k

kn k
V

kn k n k= =

+  
= =  + −  

∏ ∏ 。 

3. 三对角矩阵 nB 的谱和特征向量 

定义一个 n n× 阶的三对角矩阵 nB ，其元素为 

( )
( ),

2 , ;
, 1;

0, 1,
i j

j n j i j
b j n j i j

i j

λ + − =
= − − =
 − >

 

则有以下命题成立。 
定理 2 对于一个正整数 n，三对角矩阵 nB 满足如下结论： 
(a) nB 的特征值为 ( ){ } 0

: 1
n

k k
k kλ λ

=
= + − 。 

(b) 左特征向量： ( ) ( ) ( )( )0 , 1 , ,k k k ku u u n=u  ，其中 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 0 1 1

1 1 2
2 1

1 1 1

j j
k

n n i

i k

u j k n j k

i n i k k
k

k k i j n

χ χ

χ −

=

= − = + − − =

− − + − −   
+ ≥ −    − − + − −   

∑ 。
 

(c) 右特征向量： ( ) ( ) ( )( )0 , 1 , ,k k k kv v v n=v  ，其中 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1

1 1
0 1

1 1

, 0,1 1 , 0,1
0 1 1

1 ,  1 , 1
1 1

k n k i j
k

j

n k

i n i k
v i i n

j k j j

k k k k
i i nn n

k k
k k

χ

χ χ

−
− + +

=

−

− − −   
= < < −    − − −   

= − = 
 + = × + = ×− −    − > >    − −    

∑

。

 

(d) 矩阵乘积： 

( )

1

1 1 0
0

0

n

n n

n

n
U V

W −

  −
     
 =  
 
 
  



  



且 n n n n n nU B V U V D= ， 

其中矩阵 nU 和 nV 定义为 

( ) 0 ,n k k j n
U u j

≤ ≤
=    ， ( ) 0 ,n k i k n

V v i
≤ ≤

=    ， 

并且 nD 和 1nW − 都是对角矩阵 
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( )1 : 0nD Diag k k k nλ= + − ≤ ≤  ， ( )( )1
2 ,

2 2 1
1

1 2 1
n i

n
i j n

i n i
W i j

i i
χ −

−

≤ ≤

 − + −   
= = −   − −   

。 

(e) 行列式： 
1

1

2
det

n

n
k

k
U

k

−

=

 
=  

 
∏ 和 ( )

2 1
2

1

2
det 1

n n

n
k

k
V

k

+ − 
 
 

=

 
= −  

 
∏ 。 

证明 首先证明(a)和(b)。令 ku 是对应于特征值 kλ 的左特征向量，即满足 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1, , 1,
0

1 1
n

k k ij k j j k j j k j j k
i

u j b u i b u j b u j b u jλ − +
=

= = − + + +∑ ， 

等价于 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 1k k k kj n j u j u j u j k k u j− − + + + = −   。  (7) 

当 0k = 和 1k = 时，不难验证(7)式成立。 
当 2k ≥ 时，由于 

( ) ( )
1 1 2

1
1 1 1

n n i
k

i k

i n i k k
u j

k k i j n
−

=

− − + − −   
= −    − − + − −   
∑ ， 

利用二项式关系式 

2 2 2
2

1 2
k k k k

i j n i j n i j n i j n
− − −       

+ + =       + − + − − + − − + −       
， 

(7)式可以进一步化为二项式恒等式 

 ( ) ( ) ( )( ){ }1 1
0 1

1 1

n n i

i k

i n i k k
j n j i j n k i j n

k k i j n
−

=

− − + −   
= − × − − + − − − +   − − + −   
∑ 。  (8) 

接下来，定义序列 iT 为 

2 1 1
1i

i n k i k
T k

k k i j n
− + − −   

=    + − −   
， 

利用错项相消法，不难计算出 

( ) ( )( ){ }1

1 1
1 1i i

i n i k k
T T j n j i j n k i j n

k k i j n+

− − + −   
+ = × − − + − − − +   − − + −   

， 

于是，(8)式可以表示为 

( ) ( ) ( )( ){ }

( ) { } ( )1 1

1 1
1

1 1

1 1 0 0 0

n n i

i k

n n i n k
i i k n

i k

i n i k k
j n j i j n k i j n

k k i j n

T T T T

−

=

− −
+ +

=

− − + −   
− × − − + − − − +   − − + −   

= − + = − + = + =

∑

∑ ，

 

故(a)和(b)得证。 
类似地，(a)和(c)即是确定 kv 是 kλ 的右特征向量。由于 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , 1 , , 1
0

1 1
n

k k i j k i i k i i k i i k
j

v i b v j b v i b v i b v iλ − +
=

= = − + + +∑ ， 
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即 
 ( ) ( ) { } ( ), 1 , 1 ,1 1i i k i i k k i i kb v i b v i b v iλ− +− + + = − 。  (9) 

当 0 i n< < 时，由于 

( ) ( )
1

1

1 1
1

1 1

k n k i j
k

j

i n i k
v i

j k j j

−
− + +

=

− − −   
= −    − − −   
∑ ， 

根据关系 

( ) ( ) ( )
1 1

1
1 1 2

n i n i n i
n i n i k j k j

k j k j k j
− − − − −     

− + = − + − + −     − − − − − −     
， 

(9)式中的第一项可写为 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( )( )

1

, 1
1

1

1

1

1

1
1 1 1

1 1

1 1
1

1 1

1 1
1

1 2

k n k i j
i i k

j

k n k i j

j

k n k i j

j

i n i k
b v i j i n i

j k j j

i n i k
j i n i k j

j k j j

i n i k
j i k j

j k j j

−
− + +

−
=

−
− + +

=

−
− + +

=

− −   
− = − − − +   − − −   

− − −   
= − − − + −   − − −   

− − −   
+ − − −   − − −   

∑

∑

∑ ，

 

将上式中最后求和指标 1j j→ − ，得到表达式 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ){ }
1

, 1
1

1 1
1 1 1

1 1

k n k i j
i i k

j

i n i k
b v i j i n i k j j j

j k j j

−
− + +

−
=

− − −   
− = − × − − + − + −   − − −   

∑ 。  (10) 

再通过关系式 

( ) ( )
1 1

1
1 1 2

i i i
i i j j

j j j
− −     

+ = + +     − − −     
， 

可将(9)中的第二项化为 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( )

1

, 1
1

1

1

1

1

1
1 1 1

1 1

1 1
1

1 1

1 1
1

2 1

k n k i j
i i k

j

k n k i j

j

k n k i j

j

i n i k
b v i i j k n i

j k j j

i n i k
i j i k n j

j k j j

i n i k
j i j k n

j k j j

−
− + +

+
=

−
− + +

=

−
− + +

=

− −   
+ = − − + − +   − − −   

− − −   
= − + + − −   − − −   

− − −   
+ − − + −   − − −   

∑

∑

∑ ，

 

上式最后求和指标 1j j→ + ，得到另一个表达式 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )( ){ }
1

, 1
1

1 1
1 1 1

1 1

k n k i j
i i k

j

i n i k
b v i i j i k n j k j k j

j k j j

−
− + +

+
=

− − −   
+ = − × + + − − + − − −   − − −   

∑ 。  (11) 

将(10)和(11)代入(9)式左端，并计算出 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ,

1 1

1 2 k i i

j i n i k j j j i j i k n j k j k j

k k i n i bλ

− − + − + − + + + − − + − − −

= − − − = − 。
 

当 0i = 和 i n= 时，代入 ( )kv i 和 kλ 的表达式，容易验证(9)式成立，故(a)和(c)得证。 
接下来证明(d)中的矩阵乘积，将 0u ， 0v ， 1u ， 1v 代入正交关系式中，可以计算出左上角 2 2× 块矩阵
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为 ( )1 1
0

n

n

 −
  
 

。 

由于 
, , , ,i n j i n j i i j i n j j i jB B Bλ λ= = = =u v u v u v u v u v ， 

可得 

( )n n n n n n n n nU B V D U V U V D= = 。 

注意到 , 0i j =u v ，i j≠ ， i jλ λ≠ ，则当 0,1i = ； 2j ≥ 和 0,1j = ； 2i ≥ 时， i jλ λ≠ ，即 , 0i j =u v 。 
当 , 2i j ≥ 时， , 0i j =u v ， i j≠ 。 
当 2i j= ≥ 时，由于 

 
( ) ( )

( ) ( )

0

1

0 1

,

1 1 2 1 1
1 1

1 1 1 1 1

n

i i i i
k

n n in l n i k s

k l i s

u k v k

l n l i i k n k i
i i l k n s i s s

=

−
− − + +

= = =

=

− − + − − − − −       
= − × −       − − + − − − − −       

∑

∑∑ ∑ 。

u v
  (12) 

交换求和顺序，于是(12)式可以表示为 

( )
1

1 0

1 1 2 1 1
, 1

1 1 1 1 1

n i n k s l i
i i

l i s k

l n l i i i k n k
i i s l k n s i s

−
+ − −

= = =

− − + − − − − −       
= × −       − − + − − − − −       
∑∑ ∑u v ， 

将最后一个求和指标 1k k l n→ − + + ，然后再利用有限差分公式和范德蒙卷积公式，得到 

( ) ( )

( )

1 2 1

1 0

2

1 1 2 2
, 1 1

1 1 1 1

1 1
1

1 1 1 1

n i in s k i
i i

l i s k

n i i

s

l n l i i i k l n l k
i i s k s i s

l n l i i n l i l s
i i s s i s

− −
+ − +

= = =

− −

− − + − − − + − −       
= − × −       − − − − −       

− − + −  − − −        = − ×∆        − − − − −        

∑∑ ∑u v

( ) ( )

1

1

1

1

2 1 1 2 2 1
1 1

1 1 1 1 2 1

n i

l i

i nn i n i

s l i

i i l n i l i n i
s s i i i i

−

= =

−
− −

= =

− − + − − − + −        
= − = −        − − − − −        

∑∑

∑ ∑ ，

 

即 

( )( )1
2 ,

2 2 1
1

1 2 1
n i

n
i j n

i n i
W i j

i i
χ −

−

≤ ≤

 − + −   
= = −   − −   

， 

则(d)得证。 
为了证明(e)中的行列式 det nU ，将三项关系式(7)改写为 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )1

1 2 1k k k k
k k

u j u j u j u j
j n j

−
− + + + =

−
， 

将上述行列式中的 1j − 行和 j 行的 2 倍加到 1j + 行，得到 

( )

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

1

1

0
1

1det 1 1

1 1

k

kn

n k
j

k

u
u

U k k u
j n j

k k u n

−

=

= × −
−

− −

∏


， 
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利用同样的初等行变换，进一步得到 

( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

2 22

1 1 22

22

0
1

1 1
1 1 1det

1 2

1 2

k

k

k
n k

kn
k j

k

k

u
u

k k u

k k uU
j n j

k k u

k k u n

−

= =

−

−= ×
−

−

− −

∏∏



， 

反复迭代 1n − 次，推得公式 

( )

( ) ( )

( ) ( )

0 1 1

1

0 1 1
1 1

1

0 0

1det 1 1

0 0

n

n n k

n n
k j

n

u u S

U u u T
j n j

P

−

− −

−
= =

−

= ×
−∏∏

 

    

 

    

 

， 

其中 

( ) ( )( )1 2 0 , , 0n nS u u− = 
， ( ) ( )( )1 2 1 , , 1n nT u u− = 

，

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

22

1

11

1 1

1 1
, 2,3, ,

1 1

k

k
n

nn
k

k k u

k k u
P k n

k k u

−

−−

 − 
 

− 
= = 
 
 − 





， 

进一步化简得到 

( )
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1
0 1

1 11 1 20 1 2

0 01det det 1 1
1 1

n n k n
jj

n kj nk j kk n

u u
U k k u

u uj n j

− −

≤ ≤ −= = =≤ ≤

 = × × − × −∏∏ ∏ 。 

由于 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

1 1 1 1 1

1 !1 1 1 1
! 1 ! 1 ! 1 ! 1 !

n n k n n n

k j k k k

k
j n j n k n n n n

− − − −

= = = = =

−
= = =

− − − − − −∏∏ ∏ ∏ ∏ ， 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

0 1

0 1

10 0
1

1 11 1
nu u

nu u
= =
− − −

， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )
1

1 1 0 22 2 12 2

det 1 1 det 1 ! 1 ! 1 1 2 !
n n

j jj j

j n j nk j k n kk n k n

k k k k k k n n k k j j k
−

≤ ≤ − ≤ ≤ −= ≤ < ≤ =≤ ≤ ≤ ≤

   − = − × − = − − − − =   ∏ ∏ ∏ ， 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

2
2 2 1 1 1 1

1 1 1 ! 1 ! 11 1 !
1 ! ! !

n n n n n n

k
k k k k k k

n n n n
u n

k k k k k

− − −

= = = = = =

− − − −   
= = = = −   −   

∏ ∏ ∏ ∏ ∏ ∏ ， 

将它们相乘后计算出 
1

1

2
det

n

n
k

k
U

k

−

=

 
=  

 
∏ 。 

最后，证明(e)中的行列式 det nV ，需要将三项关系式(9)改写为 
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( )( )
( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )1 1 2 1

1 1
1 1 1 1 1 1k k k k

i n i i n i k k
v i v i v i v i

i n i i n i i n i
− − + − −

− + + + =
+ − − + − − + − −

， 

利用行列式的性质，将上述行列式中的第 1i − 行和第 i 行分别乘以
( )( )
( )( )

1 1
1 1

i n i
i n i
− − +
+ − −

和
( )

( )( )
2
1 1
i n i

i n i
−

+ − −
加到

第 1i + 行，得到 

( )( )

( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

2

0

0
1 0
1 11det

1 1
1 2

k

k

n
k

n
i

k

k

v
k k v
k k v

V
i n i

k k v n
v n

−

=

−
−

= ×
+ − −

− −

∏


， 

反复迭代 1n − 次，得到公式 

( )( )

( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

22

2 0

11

0
1 0

1 01det
1 1

1 0

k

k

n n k
k

n
k i

nn
k

k

v
k k v

k k v
V

i n i

k k v
v n

−

= =

−−

−

−
= ×

+ − −

−

∏∏


， 

由于行列式的第一列元素为 ( )T0,0, ,0,1
，将行列式按第一列展开，推得公式 

( ) ( )( ) ( ) ( )2

0 12 0 11

1det 1 det 1 0
1 1

n n k n
n ii

n ki nk i kk n

V k k v
i n i

−
+

≤ ≤ −= = =≤ ≤

 = − × − × + − −∏∏ ∏ 。 

由于 

( )( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
1

2 0 2 1 1

2 ! 1 !1 1
1 1 1 ! 1 ! ! 1 ! 1 !

n n k n n n

k i k k k

k k
i n i n k n n k n n

− −

= = = = =

− −
= = =

+ − − − + − − − −∏∏ ∏ ∏ ∏ ， 

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

1

0 1 1 2 11

2 2 !
det 1 1 1 ! 2 !

1 !

n n
ii

i n i k n k kk n

k
k k k i k i k k

k

−

≤ ≤ − ≤ < ≤ = =≤ ≤

− − = − + − = − =  −∏ ∏ ∏ ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

21 2
1 2 1 1

1 10 0 1 1 1 !
1 !

nn n n n
n k

k
k k k k

n
v v n

k k

− − 
−  

 

= = = =

− 
= × − = − − − 

∏ ∏ ∏ ∏ ， 

将它们相乘后计算出 

( )
2 1

2

1

2
det 1

n n

n
k

k
V

k

+ − 
 
 

=

 
= −  

 
∏ 。 

4. 结论 

在传统的线性代数和计算数学中，绝大多数的三对角矩阵(如著名的 Sylvester-Kac 矩阵、Toeplitz 矩

阵等)，其非零元素都是常数或者是行列标号的简单线性函数，这类三对角矩阵的特征多项式可以通过递

推关系求出，其特征值对应着某些正交多项式的零点。当对角线或次对角线元素不是线性函数，而是复

杂的非线性函数，那么关于这类问题的谱性质研究是非常困难的，但随着物理建模精度的提升，近年来
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关于非线性三对角矩阵的理论与数值算法研究正在迅速增长，而寻找非线性三对角矩阵的高效谱分析方

法，当前是极具价值和挑战的。 
本文研究的两类三对角矩阵，其元素均是行列标号的二次函数，即非线性三对角矩阵，不仅运用错

项相消法，还借助范德蒙卷积公式等组合计算技巧，推导出它们的谱，左、右特征向量的具体形式，建

立了特征向量的正交性，并通过初等行列变换得到了特征向量构成矩阵的行列式的封闭表达式。研究证

实，该两类三对角矩阵的特征体系具有显著的组合数学规律，进一步推动了 Sylvester 型三对角矩阵的理

论成果。结合 Sylvester–Kac 矩阵的最新研究进展，本文的研究与以序列定义矩阵元素的拓展方向形成了

有效呼应。 
总之，非线性三对角矩阵的谱与特征向量研究，不仅将经典三对角矩阵的理论(正交多项式、Sturm 序

列、反问题)推广到更丰富的物理系统，还为设计结构保持的数值算法和探索离散可积系统的谱结构提供

了关键切入点。 
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