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摘  要 

设 , , ,n n nK


是一个完全等m 部图，若其边集全部能分解为 k 长的圈，且这些圈构成的集合既能划分成若干

个平行类(即一组顶点互不相交的 k 长圈，且这组圈的顶点集的并恰好是整个点集的一个划分)，又能划

分成若干个带洞平行类(即一组顶点互不相交的 k 长圈，且这组圈的顶点集的并恰好是除某一指定部(称
为洞)外其余点集的一个划分)，则称该分解为一个长为 k 的完美圈准支架(perfect cycle semiframe, 
PCSF)，记为 ( ) ( ),1 mk PCSF n− 。本文用循环群差分法寻找数值解，得到部分完美圈准支架的存在性。 
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Abstract 
Let , , ,n n nK



 be a complete equipartite graph. If its edge set can be fully decomposed into cycles of 

length k , and the collection of these cycles can be partitioned into several parallel classes (a set of 
vertex-disjoint cycles of length k  whose vertex union is exactly a partition of the entire vertex set), 
and can also be partitioned into several holey parallel classes (a set of vertex-disjoint cycles of 
length k  whose vertex union is exactly a partition of all vertices except for one specified part, 
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called the hole), then such a decomposition is called a perfect cycle semiframe (PCSF) of length k , 
denoted by ( ) ( ),1 mk PCSF n− . In this paper, we use the cyclic group difference method to seek nu-

merical solutions, the existence of perfect cycle semiframes is obtained. 
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1. 引言 

设 , , ,n n nK


表示一个有mn 个顶点的完全等m部图，其顶点集可划分为m个部，每个部有 n 个顶点，同

一个部的顶点间无边，不同部间的任意两顶点恰有一条边相连。 
例如 3,3K 如下图， 
 

 
 
设图 , , ,n n nK



的边集能被划分为若干个长度为 k 的圈(称为区组)， 

若这些圈能被划分为
( )1

2
m n−

个平行类，其中每个平行类是对图 , , ,n n nK


所有点集 X mn= 的一个划分

(即每个平行类里有
mn
k

个 k 长圈)，则称其是可分解的圈可分组设计(resolvable cycle group divisible design)，

记为 ( )mk RCGDD n− 。 

若这些圈能被划分为
2

mn
个带洞平行类，其中每个带洞平行类是对图 , , ,n n nK



所有点集 X mn= 去掉一

个部(该部称为洞)的一个划分(即每个带洞平行类里有
( )1m n

k
−

个 k 长圈)，每个部有
2
n
个带洞平行类，则

称其是一个圈框架(cycle frame)，记为 ( )mk CF n− 。 

若这些圈可分成两个部分，设圈集 B P Q= ∪ ，且 P Q∩ =Φ，其中 P 可划分为点集 X 上的 p 个平行

类，Q 可划分为 dm 个带洞平行类，恰好每个部有 d 个带洞平行类，则称其是一个圈准支架(cycle semi-
frame)，记作 ( ), , mk CSF p d n− 。 

设图 , , ,n n nK


的边集能被划分为若干个长度为 k 的圈(称为区组)，是一个圈准支架，且这些圈能够被分

成
2
n
个 1-平衡的圈族 1 2

2

, , , nB B B ，其中 1-平衡是指每个圈族 iB 同时满足： 

(1) iB 可划分为 1m − 个平行类，每个平行类由若干顶点不相交的 k 长圈构成，这些圈的顶点集恰好
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构成 m nK × 的顶点集的一个划分； 
(2) iB 还可划分为 m 个带洞平行类，每个带洞平行类由若干顶点不相交的 k 长圈构成，这些圈的顶

点集恰好是 , , ,n n nK


去掉某个洞(即从去掉的某个部后，其他部各取一个顶点所构成的独立集)之后的顶点

集的一个划分。则称该 kC -分解为一个 k 长的完美圈准支架，记为 ( ) ( ),1 mk PCSF n− 。 
用圈分解构造坦纳图时，1-平衡的圈族保证所有变量节点与校验节点之间的连接遵循统一规则，天

然避免 4-环。通过选择圈长全部为 k 的完美圈准支架，可获得围长至少为 k 且度分布高度规整的准循环

LDPC 码，这样的码具备便于硬件实现和优秀的误码平层特性。 

2. ( ) ( )mk PCSF n,1 − 存在的必要条件 

定理 1.1 若存在 ( ) ( ),1 mk PCSF n− ，则有 ( )0 modn k≡ ， ( )0 mod 2n ≡ ，k 为偶数时 3m ≥ ，k 为奇数

时 4m ≥ 。 
证明：由上述定义知，圈族

2
1 2 nB = B B B∪ ∪ ∪ ，每个 iB 都是 1-平衡的，即每个 iB 的所有区组既能

被划分为 1m − 个平行类，又能被划分为m个带洞平行类。 

因为一个平行类
mn
k

个 k 长圈，一个带洞平行类
( )1n m

k
−

个 k 长圈，圈的个数均为整数，故

( )0 modn k≡ 。 

总区组数为
2 2
mC n
k

，
2
n
个 iB 一共可以划分为 ( )

2 2

1
2

mC n nmn m
k k

= − 个平行类，或
( )2 2 1

2
m n mC n n m
k k

−
=

个带洞平行类，圈的个数均为整数，所以 ( )0 mod 2n ≡ 。 

另外，形成偶数长圈至少需要跨两个部，形成奇数长圈至少需要三个部，又要形成带洞平行类，故

k 为偶数时 3m ≥ ， k 为奇数时 4m ≥ 。 

3. ( ) ( )k PCSF n3,1 − 的直接构造 

将完全等m 部图的每个顶点进行数字标号，再利用有限域、数论、群论等相关理论，结合混差法、

循环方法、平移等进行直接构造，相关设计理论请参考文献[1] [2]，相关区组设计的构造技巧请参考文献

[3]-[8]。 
引理 2.1 存在 ( ) ( )38,1 8PCSF− 。 
证明：完全等 3 部图 8,8,8K ，3 个部，每个部有 8 个顶点，设点集 24X Z= ，则 24 个顶点数字标号如

下表(模 3 余 0，1，2 的数分别是第 1，2，3 个部)。 
 

0 3 6 9 12 15 18 21 

1 4 7 10 13 16 19 22 

2 5 8 11 14 17 20 23 

 
所有 8 长圈(区组)可以通过表 1 中的 8 长圈(基圈) ( )6 mod 24+ 得到。表 1 中每个基圈模 12 不同，这

样每个 , 0,1,2; 1,2i jQ P i j∩ = = 的基圈和该基圈 ( )12 mod 24+ 正好构成一个带洞平行类 , 0,1,2iQ i = 的 2 个

区组。 iQ 表示 24X Z= 去掉模 3 余 i 的那组数(洞)，每个数恰好全部都出现一次，是对 24X Z= 去掉相应的

部的点集一个划分。 , 1,2iP i = 那行的 3个基圈正好对全部 24个顶点集的一个划分。 1 2 3 4B = B B B B∪ ∪ ∪ ，

每个 iB 都能被分成 3 个带洞平行类和 2 个平行类。 
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Table 1. Base cycles of a ( ) ( )38,1 8PCSF−  

表 1. ( ) ( )38,1 8PCSF− 基圈 

 0Q  1Q  2Q  

1P  { }1,2,4,5,7,11,22,8  { }0,14,3,17,18,23,21,20  { }6,10,12,19,9,13,15,16  

2P  { }1,11,4,20,7,2,22,17  { }5,9,14,6,8,15,23,12  { }0,13,18,19,3,10,21,16  

 
即 

( ){ }
{ } { } { }{
{ } { } { }}

1 1 1, 12 mod 24

1,2,4,5,7,11,22,8 , 0,14,3,17,18,23,21,20 , 6,10,12,19,9,13,15,16 ,

13,14,16,17,19,23,10,20 , 12,2,15,5,6,11,9,8 , 18,22,0,7,21,1,3,4

B P P= +

=  

1B 是由 1P 那行的 3 个基圈和这 3 个圈 ( )12 mod 24+ 组成的，上下 2 个 8 长圈正好是去掉某一个部(分别是

模 3 余 0，1，2 三个部)的带洞平行类，一共是 3 个带洞平行类；在一行的 3 个 8 长圈是一个平行类，一

共 2 个平行类。故 1B 可被划分为 3 个带洞平行类(分别是每个部一个带洞平行类)，2 个平行类。 

( ) ( ){ }
{ } { } { }{
{ } { } { }}

2 1 16 mod 24, 18 mod 24

7,8,10,11,13,17,4,14 , 6,20,9,23,0,5,3,2 , 12,16,18,1,15,19,21,22 ,

19,20,22,23,1,5,16,2 , 18,8,21,11,12,17,15,14 , 0,4,6,13,3,7,9,10

B P P= + +

=  

2B 是由 1P 那行的 3 个基圈 ( )6 mod 24+ 和这 3 个基圈 ( )18 mod 24+ 组成的，上下 2 个 8 长圈正好是去掉某一

个部(分别是模 3 余 0，1，2 三个部)的带洞平行类，一共是 3 个带洞平行类；在一行的 3 个 8 长圈是一个平

行类，一共 2 个平行类。故 2B 可被划分为 3 个带洞平行类(分别是每个部一个带洞平行类)，2 个平行类。 

( ){ }
{ } { } { }{
{ } { } { }}

3 2 2, 12 mod 24

1,11,4,20,7,2,22,17 , 5,9,14,6,8,15,23,12 , 0,13,18,19,3,10,21,16 ,

13,23,16,8,19,14,10,5 , 17,21,2,18,20,3,11,0 , 12,1,6,7,15,22,9,4

B P P= +

=  

3B 是由 2P 那行的 3 个基圈和这 3 个基圈 ( )12 mod 24+ 组成的，上下 2 个 8 长圈正好是去掉某一个部(分
别是模 3 余 0，1，2 三个部)的带洞平行类，一共是 3 个带洞平行类；在一行的 3 个 8 长圈是一个平行类，

一共 2 个平行类。故 3B 可被划分为 3 个带洞平行类(分别是每个部一个带洞平行类)，2 个平行类。 

( ) ( ){ }
{ } { } { }{
{ } { } { }}

4 2 26 mod 24, 18 mod 24

7,17,10,2,13,8,4,23 , 11,15,20,12,14,21,5,18 , 6,19,0,1,9,16,3,22 ,

19,5,22,14,1,20,16,11 , 23,3,8,0,2,9,17,6 , 18,7,12,13,21,4,15,10

B P P= + +

=  

4B 是由 2P 那行的 3 个基圈 ( )6 mod 24+ 和这 3 个基圈 ( )18 mod 24+ 组成的，上下 2 个 8 长圈正好是去掉某

一个部(分别是模 3 余 0，1，2 三个部)的带洞平行类，一共是 3 个带洞平行类；在一行的 3 个 8 长圈是一个

平行类，一共 2 个平行类。故 4B 可被划分为 3 个带洞平行类(分别是每个部一个带洞平行类)，2 个平行类。 
类似方法可构造以下两个完美圈准支架。 
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引理 2.2 存在 ( ) ( )312,1 12PCSF− 。 
证明：完全等 3 部图 12,12,12K ，3 个部，每个部有 12 个顶点，设点集 36X Z= ，则 36 个顶点数字标号

如下表(模 3 余 0，1，2 的数分别是第 1，2，3 个部) 
 

0 3 6 9 12 15 18 21 24 27 30 33 

1 4 7 10 13 16 19 22 25 28 31 34 

2 5 8 11 14 17 20 23 26 29 32 35 

 
所有 12 长圈(区组)可以通过表 1 中的 12 长圈(基圈) ( )9 mod36+ 得到。表 2 中每个基圈模 18 不同，

这样 , 0,1,2; 1,2i jQ P i j∩ = = 每个基圈和该基圈 ( )18 mod36+ 正好构成一个带洞平行类 , 0,1,2iQ i = 的 2 个

区组。 iQ 表示 X 去掉模 3 余 i 的那组数(洞)，每个数恰好全部都出现一次，是对 36X Z= 去掉相应的部的

点集一个划分。 , 1,2iP i = 那行的 3 个基圈正好对全部 36 个顶点集的一个划分。 1 2 3 4B = B B B B∪ ∪ ∪ ，其

中 ( ){ }1 1 1, 18 mod36B P P= + ， ( ) ( ){ }2 1 19 mod36, 27 mod36B P P= + + ， ( ){ }3 2 2, 18 mod36B P P= + ， 

( ) ( ){ }4 2 29 mod36, 27 mod36B P P= + + 。类似引理 2.1 可以验证每个 iB 都能被分成 3 个带洞平行类和 2 个

平行类。 
 

Table 2. Base cycles of a ( ) ( )312,1 12PCSF−  

表 2. ( ) ( )312,1 12PCSF− 基圈 

 0Q  1Q  2Q  

1P  { }1,2,4,5,7,8,10,14,31,11,34,17  { }0,20,3,23,6,26,9,32,30,29,33,35  { }12,13,15,16,18,22,27,19,24,28,21,25  

2P  { }1,8,4,11,7,2,10,35,13,5,16,32  { }0,14,3,17,6,29,15,20,27,23,30,26  { }9,22,33,19,21,31,24,34,12,28,18,25  

 
引理 2.3 存在 ( ) ( )320,1 20PCSF− 。 
证明：完全等 3 部图 20,20,20K ，3 个部，每个部有 20 个顶点，设点集 60X Z= ，则 60 个顶点数字标号

如下表(模 3 余 0，1，2 的数分别是第 1，2，3 个部)。 
 
0 3 6 9 12 15 18 21 ... 57 

1 4 7 10 13 16 19 22 ... 58 

2 5 8 11 14 17 20 23 ... 59 

 
所有 20 长圈(区组)可以通过表 1 中的 20 长圈(基圈) ( )15 mod 60+ 得到。表 3 中每基圈模 30 不同，这

样每个 , 0,1,2; 1,2i jQ P i j∩ = = 的基圈和该基圈 ( )30 mod 60+ 正好构成一个带洞平行类 , 0,1,2iQ i = 的 2 个

区组。 iQ 表示 X 去掉模 3 余 i 的那组数(洞)，每个数恰好全部都出现一次，是对 60X Z= 去掉相应的部的

点集一个划分。 , 1,2iP i = 那列的 3 个基圈正好对全部 60 个顶点集的一个划分。 1 2 3 4B = B B B B∪ ∪ ∪ ，其

中 ( ){ }1 1 1, 30 mod 60B P P= + ， ( ) ( ){ }2 1 115 mod 60, 45 mod 60B P P= + + ， ( ){ }3 2 2, 30 mod 60B P P= + ， 

( ) ( ){ }4 2 215 mod 60, 45 mod 60B P P= + + 。类似引理 2.1 可以验证每个 iB 都能被分成 3 个带洞平行类和 2 个

平行类。 
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Table 3. Base cycles of a ( ) ( )320,1 20PCSF−   

表 3. ( ) ( )320,1 20PCSF− 基区组 

 1P  2P  

0Q  
{

}
1,2,4,5,7,8,10,11,13,14,16,20,25,17,22,26,

19,23,58,29
 

{
}

1,8,13,2,16,5,19,11,22,14,4,17,7,20,28,56,

10,29,25,53
 

1Q  
{

}
0,32,3,35,6,38,9,41,12,44,15,50,24,47,21,

56,18,53,57,59
 

{
}

0,23,3,26,6,44,9,47,12,32,15,35,18,59,51,

38,24,41,27,50
 

2Q  
{

}
27,28,30,31,33,34,36,37,39,40,42,46,51,

43,54,49,45,52,48,55
 

{
}

21,31,39,43,30,40,45,34,54,37,48,58,33,

46,57,49,36,52,42,55
 

4. ( ) ( )k PCSF n3,1 − 的递推构造及主要结果 

为了介绍递推构造，先需要介绍必备的概念，递推构造方法详细请查阅参考文献[4]-[7] [8] [9]中的证

明，以下只给出构造方法。 
设 kC 和 nK ，其中 kC 是 k 长圈， nK 是完全图 nK 的补图，若 ( )1 2 ku u E C∈ 或 1 2u u= 且 ( )1 2 nv v E K∈ ，

则 ( )( ) ( )1 1 2 1, , k nu v u v E C Kι∈ ，则称 k nC Kι 是 kC 和 nK 圈积。圈积是把两个图的所有边进行笛卡尔乘积配对，

生成一个能继承原图分解性质的新图。 
例如 2 2C Kι 是 2C 和 2K 圈积，蓝色的边是 2C 里相连的边， 2K 是孤立的两个点， 2 2C Kι 是指原来相连

的边做笛卡尔乘积，依然相连，如下图。 
 

 
 
若边集 ( )k nE C Kι 可划分为平行类 n 个，且每个平行类中包含均为 m 长的圈 kn m 个，则称 k nC Kι 是

mC -可分解的。 
定理 3.1 [7] [10]当 3k ≥ ， 1n ≥ 时， k nC Kι 是 kC -可分解的， ( ) ( ){ }, ,2 : 3k n l l l∉ ≥ 且 为奇数 且

( ) ( ), 3,6k n ≠ 。 
定理 3.2 [10]当 1k ≥ ， 1n ≥ 时， k nC Kι 是 kmC -可分解的，其中 n ml= ， l 为正整数。 
构造 1 [7]若存在 ( ) ( ),1 uk PCSF g− ，且 k nC Kι 是 tC -可分解的，则存在 ( ) ( )( ),1 ut PCSF gn− 。 
构造 1 其实是利用圈积对小的设计进行加权构造，把两个图各自的一条边乘在一起，变成一个小图

块，再把所有这样的图块拼起来，得到的新图自然继承了原图的正则性和分解模式，从而得到大的设计。 
定理 4.1 (1) 存在 ( ) ( )( )38,1 8PCSF n− ， ( ) ( )( )312,1 12PCSF n− ， ( ) ( )( )320,1 20PCSF n− ， 1n ≥ 。 
(2) 存在 ( ) ( )( )38 ,1 8n PCSF n− ， ( ) ( )( )312 ,1 12n PCSF n− ， ( ) ( )( )320 ,1 20n PCSF n− ， 1n ≥ 。 
证明：(1) 由引理 2.1~2.3 知，存在 ( ) ( )3,1k PSF k− ， { }8,12,20k∈ 。由定理 3.1 得 { }, 8,12,20k nC K kι ∈

是 kC -可分解的，运用构造 1 可得存在 ( ) ( )( )38,1 8PCSF n− ，( ) ( )( )312,1 12PCSF n− ，( ) ( )( )320,1 20PCSF n− ，

1n ≥ 。 
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(2) 由定理 3.2 得 { }, 8,12,20k nC K kι ∈ 是 knC -可分解的，运用构造 1 可得存在 ( ) ( )( )38 ,1 8n PCSF n− ，

( ) ( )( )312 ,1 12n PCSF n− ， ( ) ( )( )320 ,1 20n PCSF n− ， 1n ≥ 。 
本文主要构造了 ( ) ( )3,1k PCSF n− 的三种情形，参考文献[7]和[9]里分别构造了 ( ) ( )2,1 2mPCSF− ，

5m ≥ 和 ( ) ( )3,1 6mPCSF− ， 4m ≥ 且 7m ≠ 的存在性，但 ( ) ( )2,1 2mPCSF− ， { }3,4m∈ 和 ( ) ( )4,1 4mPCSF− ，

{ }3,4m∈ 都是不存在的，故应用构造 1 是得不出 ( ) ( )( )4 ,1 4 mk PCSF k− ， { }3,4m∈ ， 2k ≥ 。本文解决了

( ) ( )( )38 ,1 8k PSF k− 这一类的存在性，但对于 ( ) ( )( )38 4,1 8 4k PSF k+ − + 的情形只解决了部分类

( ) ( )( )312 ,1 12k PSF k− ， ( ) ( )( )320 ,1 20k PSF k− ， 1k ≥ 。基于目前的研究，猜想用 24 12kX Z += 上的群

( ) ( )6 3 mod 24 12k k+ + + 或者其同构的二维群 3 24 12kX Z Z += × ， ( ) ( )( ), 2 1 mod 8 4k k− + + + 可能会解决这整

个类。但 ( ) ( )( )44 ,1 4 , 2k PCSF k k− ≥ 这类情形尚未解决。 
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