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摘  要 

设 f 是全模群 ( )SL 2,Γ =  上的全纯尖点形式，这类形式是所有Hecke算子 nT 的公共本征函数。设 kH * 表

示 ( )SL 2,Γ =  上具有偶整数权 k 的标准化本原全纯Hecke尖点形式构成的集合。本文主要关注与一般

乘积L-函数相关的系数 ( ) ( )
l l

t t
f f f g g g

n X
n n1 2

1 2
λ λ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗

≤
∑

 

的均值，这里 ( )
l

t
f f f n1

1
λ ⊗ ⊗ ⊗ 代表 l1 次卷积的 t1 次

幂。 
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Abstract 
Let f  be a holomorphic cusp form for the full modular group ( )SL 2,Γ =  , which is a simultane-

ous eigenfunction of all Hecke operators nT . Let kH *  denote the set of normalized primitive holo-
morphic Hecke cusp forms of even integral weight k  for ( )SL 2,Γ =  . We focus on the average 

https://www.hanspub.org/journal/pm
https://doi.org/10.12677/pm.2026.165140
https://doi.org/10.12677/pm.2026.165140
https://www.hanspub.org/


张东鑫 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2026.165140 164 理论数学 
 

behavior of coefficients associated with general product L-functions  
( ) ( )

l l

t t
f f f g g g

n X
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λ λ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗

≤
∑

 

, the notation ( )
l

t
f f f n1

1
λ ⊗ ⊗ ⊗  here represents the t1 -th power of the 

coefficients of the l1 -fold convolution of f . 
 

Keywords 
Fourier Coefficients, Automorphic Forms, L-Functions 

 
 

Copyright © 2026 by author(s) and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY 4.0). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 引言 

本文研究全模群 ( )2,SLΓ =  的全纯尖点形式，这类形式是所有 Hecke 算子 nT 的共同本征函数。记
*
kH 为 ( )2,SLΓ =  上偶整数权为 k 的标准化本原全纯 Hecke 尖点形式的集合。本原形式(或称新形式，

newform)是指并非由更低水平(lower level)模形式提升得到的尖点形式；在 Petersson 内积下，本原形式的

集合是旧形式(oldform)集合的正交补。该理论最初由 Atkin 和 Lehne [1]建立。对任意 *
kf H∈ ，在尖点∞

的傅里叶展开形式为 

( ) ( ) ( ) ( )
1

2

1
, 0,

k

f
n

f z n n e nz zλ
−∞

=

= ℑ >∑  

其中 ( ) 2e inze nz π= ， ( )f nλ 表示 f 的第 n 个归一化傅里叶系数(Hecke 特征值)，即满足 ( )1 1fλ = 。根据 Hecke
算子理论， ( )f nλ 是实的并且满足乘法性质： 

( ) ( )
( )

2
| ,

,f f f
d m n

mnm n
d

λ λ λ  =  
 

∑  

其中 , 1m n ≥ 是整数。 
1974 年，P. Deligne [2]证明了拉马努金–彼得孙猜想： 

 ( ) ( ) ,f n d n nελ ≤    (1.1) 

这里 ( )d n 是经典除数函数。根据(1.1)，Deligne 的界等价于存在 ( ) ( ),f fp pα β ∈满足 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 1.f f f f f f fp p p p p p pα β λ α β α β+ = = = =   (1.2) 

更一般地，对于所有正整数 1l ≥ ，有 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 .l l l ll
f f f f f f fp p p p p p pλ α α β α β β− −= + + + +  (1.3) 

对 ( ) 1sℜ > ， *
kf H∈ 相关的 Hecke L-函数 ( ),L f s 定义为： 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 1

1
, 1 1 ,f f f

s s s
n p

n p p
L f s

n p p
λ α β

− −
∞

=

   
= = − −      

   
∑ ∏  

其中 p代表素数，求和范围为所有素数组成的集合。 
设 *

kf H∈ 和 *
kg H∈ 是两个不同的 Hecke 特征形式。吕广世[3]得到了该结果 
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 ( ) ( ) ( )
3 2
5 3log ,f g

n X
n n X X

θ

λ λ
−

≤
∑   (1.4) 

以及一些其他类似的结果，其中
81 0.1512

3
θ = − =

π
。后来，通过使用 Sato-Tate [4]猜想，得出了更好的

结果，即 

 ( ) ( ) ( ) 2
643 1

5 9log .f g
n X

n n X Xλ λ
−

π

≤
∑   (1.5) 

华国栋[5]在某些自然条件下建立了渐进公式 

 ( ) ( )
( )( )

( )( )
2

2 22 2 ,
ij i j ij i j

ij i j ij i ji j
f g

n X
n n cX O X

ε
λ λ

+ + + + +
+

+ + + + + +

≤

 
 = +
 
 

∑  (1.6) 

其中1 i j≤ ≤ 是任意固定整数， 0c > 是某个适当的常数。 
受上述结果的启发，本文研究了不同 L-函数卷积的傅里叶系数性质。 

2. 主要结果 

定理 1.1 令 *, kf g H∈ 是两个不同的 Hecke 特征形， 1 2, 3l l ≥ 为任意固定整数定义 

 ( ) ( ) ( )1 2
1 2 1 2 1 2, , , , , :

l l

t t
l l t t f f f g g g

n X
T f g X n nλ λ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗

≤

= ∑
 

b

 (2.1) 

, , , , 1: , : .l r l r l r l r

l
K K K

r
η −

 
= = − 
 

 

其中 1 2,t t 是任意大于 0 的正整数。对于任意 0ε > ，我们有 
(i) 当 1 1,l t 和 2 2,l t 每一组中至少有一个偶数时， 

( ) ( ) ,11 2 2
1 2 1 2 1 1 2 2

11

, , , ,, , : log t l t l
l l t t t l t lT f g X xP X O X

ε
α

− + 
 = +
 
 

 

其中 ( )
1 1 2 2, logt l t lxP X 是一个关于 t 的阶为

1 1 2 2, 1tl r tl rη η − 的多项式，首项系数为正，并有 

( )

( )( )

1 1 2 2 1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2

1 2

1 1 1 2 2 2
1 2

, , , , 1 , 1 , 1 , 1

2 2

1 1 1 2 2 2 , ,
0 0

8 9 6
7 2 5

1 32 1 2 1 .
2 5

t l t l t l m t l m t l m t l m t l m t l m

m m

t l r t l r
r r

t l r t l r

α η η η η η η

η η

− − − −

− −

= =

= + + +

+ − + − + +∑ ∑
 

(ii) 当 1 1, ,l t 和 2 2,l t 中其中一组有两个奇数时， 

( ) ,11 2 2
1 1 2 2

11

, , , ,t l t l
t l t lT f g X O X

ε
β

− + 
 =
 
 

 

其中 

( )( )
1 2

1 1 2 2 1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2
1 2

2 2

, , , 1 1 1 2 2 2 , ,
0 0

2 1 2 1 2 1 .
3 2

m m

t l t l t l m t l m t l r t l r
r r

t l r t l rβ η η η η
− −

= =

= + − + − +∑ ∑  

(iii) 当 1 1, ,l t 和 2 2,l t 全为奇数， 
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 ( ) ,11 2 2
1 1 2 2

11

, , , ,t l t l
t l t lT f g X O X

ε
η
− + 

 =
 
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其中 

 1 1 2 2
1 1 2 2

1
, 2 1.t l t l

t l t lγ + −= +  

3. 引理 

令 *
kf H∈ 是 Hecke 特征形，与 f 相关的 j 次对称幂 L-函数定义为 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )
1

0
sym , 1 , 1,

j
j m mj

f f
p m

L f s p p sα β
−−

=

= − ℜ >∏∏  (3.1) 

这里 ( )f pα 和 ( )f pβ 是两个复数，满足 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 1.f f f f f f fp p p p p p pα β λ α β α β+ = = = =   (3.2) 

我们将它展开为 Dirichlet 级数：对于 ( ) 1s >R ， 

 ( )
( ) ( ) ( )sym sym sym

1
sym , 1

j j j
m

f f fj
s s ms

n p

n p p
L f s

n p p

λ λ λ∞

=

 
 = = + + + +
 
 

∑ ∏    (3.3) 

显然， ( )sym j f
nλ 是实的可乘函数。特别地，对于 1j = ，有 ( ) ( )1sym , ,L f s L f s= 。此外，通常有 

 ( ) ( ) ( ) ( )sym
0

,j

j
j m mj

f f ff
m

p p p pλ λ α β−

=

= = ∑  (3.4) 

令 *, kf g H∈ 是两个不同的 Hecke 特征形，与 symi f 和 sym j g 相关的 Rankin-Selberg L-函数定义为 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )
12 2

0 0
sym sym , 1 , 1.

ji
i m j mi j s

f g
p m m

L f g s p p p sα α
−′− − −

′= =

× = − ℜ >∏∏∏  (3.5) 

对于 ( ) 1sℜ > ，我们可以将其展开为 Dirichlet 级数 

 

( )
( )

( )

sym sym

1

sym sym

1

sym sym ,

1 ,

i j

i j

f gi j
s

n

r
f g

rs
p r

n
L f g s

n

p

p

λ

λ

∞
×

=

×

≥

× =

 
 = +
 
 

∑

∏ ∑
 (3.6) 

其中 ( )sym symi jf g
nλ

×
是实的且满足可乘性。 

类似地，可以定义扭乘 Rankin-Selberg L-函数 

 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )
( )

1

0 0

sym sym

1

sym sym ,

1

, 1.
i j

i j

ji
i m m j m m s

f f g g
p m m

f g
s

n

L f g s

p p p p p p

n n
s

n

χ

α β α β χ

λ χ

−′ ′− − −

′= =

∞
×

=

× ⊗

= −

= ℜ >

∏∏∏

∑

 (3.7) 

容易看出 

https://doi.org/10.12677/pm.2026.165140


张东鑫 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2026.165140 167 理论数学 
 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2

sym sym
0 0

sym sym
.

i j

i j

ji
i m j m

f gf g
m m

f g

p p p

p p

λ α α

λ λ

′− −

×
′= =

=

=

∑ ∑
 (3.8) 

从(3.1)，(3.2)，(3.3)，(3.6)，(3.8)可以发现 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 1sym sym sym
, .j i jj i jf f g

n d n n d nλ λ+ + +×
≤ ≤  

设 1 2, 3l l ≥ 为任意固定的正整数，考虑与 ( ) ( )
1 2l l

t t
f f f g g gn nλ λ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ 

相关的生成函数，对 ( ) 1sℜ > ，定

义 

 ( )
( ) ( )

1 2*

1
: l l

t t
f f f g g g

s
n

n n
s

n

λ λ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗

≥

=∑
 

F  (3.9) 

为方便起见，我们定义 

 , , , , 1: , : .l r l r l r l r

l
K K K

r
η −

 
= = − 
 

 (3.10) 

易得 

2 1 , 0,
1

1
1, 0.

ll r rl l
rl r

r r
r

  − +
>      − = − +     −     =

若

若

 

引理 2.1. 设 1 2, 3l l ≥ 为任意固定的正整数，对于 ( ) 1sℜ > ，我们有 

( ) ( ) ( )
1 2 1 2

*
, , ,l l l ls G s V s=F  

 ( ) ( )( )
1 1 2 2

, ,11 1 2 2 21 1 1 2 2 2
1 2

1 2

2 2
2 2

,
0 0

sym sym , ,t l r t l r

t l t l

t l r t l r
l l

r r
G s L f g s

η η− −

= =

= ×∏∏  (3.11) 

证明 由 

 

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 2 2

1 1 2 2

1 2

1 2 1 2

*

2 2 2

, 2

, ,

1

1

: .*

t l t l
f g

s
p

t l t l
f g

l l s
p

l l l l

p p
s

p

p p b p
F s

p

F s U s

λ λ

λ λ

 
= +  

 
 −
 = × + +
 
 

=

∏

∏ 

F

 

( ) ( )1 2

1 2l l

t t
f f f g g gn nλ λ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ 

满足可乘性并且满足平凡的界 

 ( ) ( )
1 2l l

t t
f f f g g gn n nελ λ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ 

  (3.12) 

对 ( ) 1sℜ > ，我们有 

 ( ) ( ) ( )1 1 2 2
* 1 .

t l t l
f g

s
p

p p
s

p
λ λ 

= +  
 

∏F  (3.13) 

从华国栋[5] (21)，有 
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 ( ) ( )
[ ]

( )2

2

, sym
0

l rl f

l
l

f f f f l r
r

n p pλ λ η λ −⊗ ⊗ ⊗
=

 
= =   

 
∑



 (3.14) 

以及 

 ( ) ( )
[ ]

( )2

2

  , sym
0

tl rf f fl f

lt
t lt

f tl r
r

n p pλ λ η λ −⊗ ⊗ ⊗
=

 
= =   

 
∑



 (3.15) 

从上式可以得到 

 

( ) ( )

( ) ( )

( )

1 2

1 2

1 2

2 211 1 2 2 ?1 1 1 2 2 2 2
1 2

1 2

22 2 2 ?11 11 1 2 2 2
1 2

, ,sym sym0 0

, , sym sym0 0

l l

t l r t l r
f g

t l rt l r
gf

t t
f f f g g g

m m

t l r t l r
r r

m m

tl r tl r
r r

n n

p p

p

λ λ

η λ η λ

η η λ

− −

−−

⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗

= =

×= =

  
=     
  

=

∑ ∑

∑∑

 

 

定义 

 ( ) ( )1 2 , ,11 1 2 2 22 2 ?1 1 1 2
1 2

1 2

22
,

0 0
sym sym , ,

t l r t l r
m m

t l rt l r
l l

r r
F s L f g s

η η−−

= =

 = × 
 

∏∏  (3.16) 

那么它可以被表示为 

 ( )
( )

1 2,
1

1 ,
j

l l js
p j

b p
F s

p≥

 
 = +
 
 

∏ ∑  (3.17) 

这里 

 ( ) ( ) ( )1 1 2 2 .t l t l
f gb p p pλ λ=  

由(3.13)，(3.16)和(3.17)，对于 ( ) 1sℜ > ，得到 

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 2 2

1 1 2 2

1 2

1 2 1 2

*

2 2 2

, 2

, ,

1

1

: .

t l t l
f g

s
p

t l t l
f g

l l s
p

l l l l

p p
s

p

p p b p
F s

p

F s U s

λ λ

λ λ

 
= +  

 
 −
 = × + +
 
 

=

∏

∏ 

F

 

令 ( ) ( ) ( ), 0 0 ,0 ,0
: , , , , , , , , , 0i j I J i j i ji I j J

d m m n n d m n
≤ ≤ ≤ ≤

= = = ≥ d m n , 设 

( ) ( )( ),
0 0

1, , 1 1 .
2

I J

i j i j
i j

A d m n
= =

= + +∑∑d m n  

定义 

 ( ) ( ) ,

,
0 0

, , : sym sym , ,
i jji

I J dnm

i j
f g s L f g s

= =

= ×∏∏d
m n  (3.18) 

引理 2.2. 设 *
kf H∈ 和 *

'kg H∈ 是两个不同的 Hecke 特征型，并设 ,i jd ， ,i jm n ∈。令 ( ), , ,f g sd
m n 如

公式(3.18)所定义，则对于任意 0ε > ，我们有 

 ( ) ( )( )22 2 , , 1
, , , , , ,, , d

T A
f gT

f g it t T σ ε
εσ − ++∫  d m nd

m n d m n  (3.19) 
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对
1 1
2

σ ε≤ ≤ + ， 1T ≥ ， 

 ( ) ( ) ( )( ), , 1
, , , , , ,, , 1

A
f gf g it t

σ ε
εσ

− +
+ +

d m nd
m n d m n  (3.20) 

对
1 1
2

σ ε≤ ≤ + ， 1t ≥ 。 

证明 参考蒋玉蛟[6]引理 2.6。 
引理 2.3. 对于任意的 0ε > , 1T ≥ 一致成立 

 
12

1
1

5 d ,
7

T
it t T εζ + + 

 ∫ 
 (3.21) 

对所有
1 2
2

δ≤ ≤ ， 1t ≥ 一致成立 

 ( ) ( ) ( )12max 1 ,0
431 .it t

δ ε
ζ δ

 − + 
 + +  (3.22) 

证明 第一个结果是由 Ivi ́c [7]建立的，第二个结果是 Bourgain [8]的突破。 

引理 2.4. 对于任意的
1 2
2

δ≤ ≤ ， 1T ≥ 一致成立 

 
6

2
1

1, d ,
2

T
f it t T εζ + + 

 ∫ 
 (3.23) 

对
1 2
2

δ≤ ≤ ， 1t ≥ 一致成立 

 ( ) ( ) ( )2max 1 ,0
3, 1 ,L f it t

δ ε
δ

 − + 
 + +  (3.24) 

证明 第一个结果在 Jutli [9]中给出，第二个结果由 Good [10]证明。 

引理 2.5. 对任意的 0ε > ，
1 2
2

δ≤ ≤ ， 1t ≥ 一致成立 

 ( ) ( ) ( )8max 1 ,02 7sym , 1 .L f it t
δ ε

δ
 − + 
 + +  (3.25) 

证明 该结果来自 Dasgupta, Leung 和 Young [11]。 

4. 定理 1.1 的证明 

对 Dirichlet 级数 ( ) ( )
1

s
n

a n
A s

n

∞

=

= ∑ ，佩龙公式给出离散和与复积分的等价关系： 

( ) ( )0

0
0

1 d , 1
2

si

i
n X

Xa n A s s
i s

σ

σ
σ

+ ∞

− ∞
≤

= >
π∑ ∫  

为消除端点的跳跃性，引入平滑函数。设1
2
XY≤ < ，引入梅林函数 ( )w x ，满足 

( ) [ ]1, if 2 , ,
0, if , ,

x Y X
w x

x Y x X Y
 ∈

= 
< > +

 

梅林函数 ( )w x 无端点奇性；导数有界，保证了梅林变换衰减。 
对所有的 0r ≥ ，有 ( ) ( )r r

rw x Y −
 ， [ ]0,1t∈ 。根据华国栋[5]， ( )ŵ s ， ( )w t 的梅林变换满足 
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( ) ( )
( ) ( ) 1

10

1 dˆ
1 1

m
m s m Y Xw w x x x

s s s m s YX σ
+∞ −

−

 
=   + + −  

∫ 



, 

对任意的 1m ≥ ， ( )sσ =ℜ 。接下来开始证明： 
由佩龙公式和平滑化，得 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2
1 2 1 2 1 2

1 2

, , ,

* 1
1 ,

, , :

Res ,

l l

t t
l l t t f f f g g g

n X

s
A

s l l

T f g X n n

Xs E O X O Y
s

ε

λ λ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗
≤

− +
=

=

 
= + + + 

 

∑
 

b

F

 (4.1) 

其中 

( ) ( )0

1 2 0

*
,

1 ˆ: d
2

iT
l l iT

E w s s s
i

σ

σ

+

−
=

π ∫ F  

对于任意的
1 ,1
2

σ  ∈ 
 

，其中 ( )* sF 定义于(2-9)， 0A > 为任意大的实数， 1T X Yε+= ，Y 在稍后确定。 

我们先观察主项， ( )* sF 在 1s = 处有高阶极点，阶数为
1 1 1 2 2 2, , 1t l r t l rm η η= − ，它的洛朗展开式为 

( )
( ) ( )

( )* 1 1
1 1 , 1,

11 1
m m

m m
C C Cs O s

ss s
ζ −

−= + + + + →
−− −

  

对 ( )*
sX s

s
F ，在 1s = 处的留数为 

( ) ( )
( )

( )
( )

1 2
*

1 1 1
log log

Res ,
1 ! 2 !

m ms

s m m
X X X XX s C C C X

s m m

− −

= −

 
= ⋅ + ⋅ + +  − − 

F  

可合并为多项式 

( ) ( )
1 1 2 2

*
1 ,Res log ,

s

s t l t l
X s X P X
s=

 
= ⋅ 

 
F  

其中 ( )
1 2,d dP x 为次数为 1m − 的实系数多项式，首项系数由最高阶洛朗系数 mC 决定，低次项系数由

1 1, ,mC C−  依次确定。 
通过引理 2.1 中对 ( )* sF 的分解，我们得到 

( )

{ } ( )

1 20
1 2

1 20

, 0
,

0

1 , 0

0 1
0

d

d

T l l
l l T

T l l

G it
E X t

it

G it
X t

it

σ

σ

σ

σ

σ

σ

−

+

+

+
+

+

∫

∫ ∫





 

首先计算当 [ ]0,1t∈ 时，分母 0 1itσ +  ， L -函数在有界竖直线段上有界，故 

( )
1 21 , 0

0
0

d 1.l lG it
t

it
σ

σ

+

+∫ 
 

接下来对区间 [ ]1,T 应用二进分解法，将区间 [ ]1,T 划分为 [ ] 1

0
1, 2 ,2

K
k k

k
T +

=

 =  ∑ ， 12 2K KT +≤ < ，其中区间个

数满足 logK T 。对任意二进区间 [ ]1 1,2T T ，利用分母下界 0 1it t Tσ + ≥ ≥ ，有二进区间估计 
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( )
( )1 11 2

1 21 1

2 2, 0
, 0

0 1

1d d ,
T Tl l

l lT T

G it
t G it t

it T
σ

σ
σ

+
≤ +

+∫ ∫  

定义核心积分 ( )
1 2, 1l lJ T  

( ) ( )1

1 2 1 21

21
, 1 1 , 0: d ,

T
l l l lT

J T T G it tσ−= +∫  

代入得 

( )
( )1 1 2

1 21

2 , 0
, 1

0

d ,
T l l

l lT

G it
t J T

it
σ

σ

+
≤

+∫  

对所有二进区间求和并利用最大值放缩，得到 

( )
( )1 2

1 1 2

, 0
2 2 , 11

0

d log max ,
T l l

T T l l

G it
t T J T

it
σ

σ ≤ ≤

+

+∫ 
 

合并两部分估计得到 

 ( )0 0
1 2 1 1 2, 2 2 , 1log max .l l T T l lE X X T J Tσ σ

≤ ≤+  (4.2) 

我们根据 1 2 1 2, , ,l l t t 的奇偶来划分情况。 

(i) 当 1 1, ,l t 和 2 2,l t 每一组中至少有一个偶数时，设 0
1
2

δ ε= + 。根据引理 2.1 和(3-11)中对 ( )* sF 的分

解，以及柯西-施瓦兹不等式，我们得到 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 1 2 2 1 1 2 2

, 111 1, ,11 1 2 2 2

, 1 , 1 , 12 2 2 11 1 2 2 2

2
, , 0

12
0 0

2

12 2 2
0 0

22 2 2
0 0

1 d

1 sup sym ,

sym , sym sym ,

sym , sym , d

t l mt l m t l m

t l m t l m t l m

T
t l t l t l t lT

T t T

T

T

J T g it t
T

it L f it
T

L g it L f g it

L f it L g it t

ηη η

η η η

σ

ζ σ σ

σ σ

σ σ

−

− − −

−

≤ ≤

−

+

+ +

×







+ × +

 × + + 
 

∫

∫





( )
1 2 , ,11 1 2 2 21 1 1 2 2 2

1 2

1
2

1
2 22 22 2 2

0
0 0

sym sym , d .t l r t l r
m mT t l r t l r

T
r r

L f g it t
η η

σ
− −

− −

= =

 
 × × +
 
 

∏ ∏∫

 

通过(3.22)，(3.25)和引理 2.2，也即应用亚凸性界，再应用均值定理我们得到指数计算 

 

( ) ( )

( )( )

, , , 1 , 111 1 2 2 2 11 1 2 2 2

1 1 2 2

, 1 , 111 1 2 2 2

2 21 2
1 1 1 2 2 2 , ,11 1 2 2 2

0 01 2

, , ,11 1 2 2 2 11

8 1 6 11 1 1
7 2 5 2

,

1 9 1 1 16
2 2 2 2 2

1 12 1 2 1
2 2

4 9
7 4

t l m t l m t l m t l m

t l m t l m

m m
t l r t l r

r r

t l m t l m t l m

t l t l

t l r t l r

J T T

T

T

T

η η η η

η η

η η

η η η

− −

− −

− −

= =

− + × × + × − + −

× × × + × ×

− + − + × ×

+

∑ ∑

×

×





( )

( )( )

1 , 1 , 1 , 11 2 2 2 11 1 2 2 2

2 21 2
1 1 1 2 2 2 , ,11 1 2 2 2

0 01 2

3
5

1 72 1 2 1
4 10 .

t l m t l m t l m

m m
t l r t l r

r r
t l r t l r

T

η η η

η η

− − − −

− −

= =

+ +

− + − + −∑ ∑
×

 (4.3) 

将(4.3)代入(4.2)，得到 
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( )

( )( )

, , , 1 , 1 , 1 , 111 1 2 2 2 11 1 2 2 2 11 1 2 2 2

1 2

2 21 2
1 1 1 2 2 2 , ,11 1 2 2 2

0 01 2

4 9 31 1
7 4 52 2

,

1 72 1 2 1
4 10 .

t l m t l m t l m t l m t l m t l m

m m
t l r t l r

r r

l l

t l r t l r

E X X T

T

η η η η η ηε ε

η η ε

− − − −

− −

= =

+ + ++ +

− + − + − +∑ ∑

+

×



 (4.4) 

已知函数 ( )* sF 在 1s = 处有阶为
1 1 2 2, 1tl r tl rη η − 的极点。将(4.4)代入(4.1)，我们得到 

 ( ) ( ) ( ) ( ),11 2 2
1 2 1 1 2 2

ˆ
1 1

1 12 2
, ,, , log ,t l t l A

l l t l t lT f g X XP X O X O X T O Y O X
ε ε α ε+ + − + −   

= + + + +   
   

 (4.5) 

这里 

( )

( )( )

1 1 2 2 1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2

1 2

1 1 1 2 2 2
1 2

, , , , 1 , 1 , 1 , 1

2 2

1 1 1 2 2 2 , ,
0 0

8 9 3
14 4 5

1 32 1 2 1 .
4 10

ˆt l t l t l m t l m t l m t l m t l m t l m

m m

t l r t l r
r r

t l r t l r

α η η η η η η

η η

− − − −

− −

= =

= + + +

+ − + − + +∑ ∑
 

通过代入 1T X Yε+= 并选择 ,11 2 2

11
2 ˆt l t lY X

ε
α

− +

= 对于(4.5)，我们得到最终指数 

 

( ) ( )

( )

,11 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2

,11 2 2
1 1 2 2

11
2

, ,

1
ˆ

1

,

ˆ, , log

log ,

t l t l

t l t l

t l t l t l t l

t l t l

S f g X XP X O X

XP X O X

ε
α

ε
α

− +

− +

 
 = +
 
 
 
 = +
 
 

 (4.6) 

这里 

( )

( )( )

1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2

1 2

1 1 1 2 2 2
1 2

, ,

, , , 1 , 1 , 1 , 1

2 2

1 1 1 2 2 2 , ,
0 0

2

8 9 6
7 2 5

1 32 1 2 1 .
2 5

ˆt l t l t l t l

t l m t l m t l m t l m t l m t l m

m m

t l r t l r
r r

t l r t l r

α α

η η η η η η

η η

− − − −

− −

= =

=

= + + +

+ − + − + +∑ ∑

 

这就完成了每一组至少一个为偶数情况的证明。 

(ii) 当 1 1,l t 和 2 2,l t 中其中一组有两个奇数时。我们取 0
1
2

σ ε= + ，根据引理 3.1 中 ( )* sF 的分解，利用

柯西–施瓦兹不等式，得到 

( ) ( )

( )( ) ( )( )

( )

1 1 2 2 1 1 2 2

, ,11 1 2 2 2

1 2 , ,11 1 2 2 21 1 1 2 2 2

1 2

2
, , 0

1
23 6 2

0 0
2

1
2 21 12 2 2

0
0 0

1 d

1 sup , , d

sym sym , d .

t l m t l m

t l r t l r

T
t l t l t l t lT

T

TT t T

m mT t l r t l r
T

r r

J T F it t
T

L g it L g it t
T

L f g it t

η η

η η

σ

σ σ

σ

−

≤ ≤

− −
− −

= =

+

+ +

 
 × × +
 
 

∫

∫

∏∏∫



  

通过引理 2.4，(4.24)，(4.19)，得到 

 ( ) ( ) ( )( )

( )( )

1 11 2
1 1 1 2 2 2 , ,11 1 2 2 2, ,11 1 2 2 2 0 01 2

1 1 2 2

1 11 2
, , 1 1 1 2 2 2 , ,11 1 2 2 2 11 1 2 2 2

0 01 2

1 12 1 1 2 1 2 11 3 2 2 23 2 2
,

1 1 2 1 2 1 1
3 4 .

m m
t l r t l rt l m t l m r r

m m
t l m t l m t l r t l r

r r

t l r t l r

t l t l

t l r t l r

J T T T

T

η ηη η

η η η η

− −

= =

− −

= =

− + − + × ×− + × × − + ×

+ − + − + −

∑ ∑

∑ ∑

×



 (4.7) 
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将估计值代入(4.7)到(4.2)得到 

 
( )( )

1 11 2
, , 1 1 1 2 2 2 , ,11 1 2 2 2 11 1 2 2 2

0 01 2
1 1 2 2

1 11 12 1 2 1 1
3 42 2

, .

m m
t l m t l m t l r t l r

r r
t l r t l r

t l t lE X T X
η η η ηε ε

− −

= =
+ − + − + −+ +∑ ∑

+  (4.8) 

根据引理 2.1，我们知道 ( )* sF 在半平面 ( ) 1
2

sℜ > 上是全纯的。将(4.8)代入(4.1)得到 

 ( ) ( ) ( ),11 2 2
1 2

1 1
1 12 2

, , , ,t l t l A
l lT f g X O X O X T O Y O X

ε ε β ε+ + − + −   
= + + +   

   
 (4.9) 

这里 

( )( )
1 2

1 1 2 2 1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2
1 2

1 1

, , , 1 1 1 2 2 2 , ,
0 0

1 1 2 1 2 1
3 4

ˆ
m m

t l t l t l m t l m t l r t l r
r r

t l r t l rβ η η η η
− −

= =

= + − + − +∑ ∑  

通过代入 1T X Yε+= 并选择 ,11 2 2

11
2 t̂ l t lY X

ε
β

− +

= 对于(4.9)，我们得到 

 ( ) ,11 2 2
1 1 2 2

11

, , , ,t l t l
t l t lT f g X O X

ε
β

− + 
 =
 
 

 (4.10) 

这里 

 
( )( )

1 1 2 2 1 1 2 2

1 2

1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2
1 2

, ,

1 1

, , 1 1 1 2 2 2 , ,
0 0

2

2 1 2 1 2 1 .
3 2

ˆ
t l t l t l t l

m m

t l m t l m t l r t l r
r r

t l r t l r

β β

η η η η
− −

= =

=

= + − + − +∑ ∑
 (4.11) 

(iii) 当 1 1,l t 和 2 2,l t 全为奇数时。从(3.9)中我们得知 ( )* sF 是一个阶为 1 1 2 22t l t l+ 的 L 级数，通过(3.19)和施

瓦兹不等式以及高阶函数的次凸性，得到 

( ) ( )

( )( )
1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 2 2

11 2 2

11 2 2

2
, , 0

1 122 2 2
, 0

1 1 11 2
2 2 2

12 2
2

1 d

1 d

.

t l t l

t l t l

T
t l t l t l t lT

T
t l t lT

J T F it t
T

F it t T
T

T

T

σ

σ

+

+

− + × × +

− −

+

+

∫

∫









 

类似于(ii)地证明，得到 

( ) ,11 2 2
1 1 2 2

11

, , , ,t l t l
t l t lT f g X O X

ε
η
− + 

 =
 
 

 

其中 
1 1 2 2

1 1 2 2

1
, 2 1.t l t l

t l t lγ + −= +  

定理 1.1 证毕。 

5. 结语 

本文构造的生成函数与 L-函数分解框架，可兼容奇偶重数、奇偶幂次的不同情形，为同类高次乘积
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L-函数系数均值问题提供了统一处理路径。一般 L-函数卷积的均值估计与变号问题密切相关。立足于现

有成果，该方向仍存在诸多值得深入挖掘的研究空间：将特殊集合上的均值结果应用于数论中表示数估

计、自守形式傅里叶系数符号变化等经典问题，挖掘该类均值估计的实际应用价值，推动自守 L-函数理

论与其他数论分支的交叉融合。 
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