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摘  要 

本文主要研究使用核梯度下降求解最小二乘回归问题，并基于再生核希尔伯特空间的谱分解，给出了核

梯度下降的泛化误差在各特征子空间上的模态误差关于优化时间的函数，这种分解方法有助于我们理解

核梯度下降对回归函数在各特征空间上的分量的带偏置的学习，即谱偏置，以及噪声对各模态学习不同

程度的影响。在使用核方法时，核函数的选择以及核函数超参数的选择尤为重要，我们的结果验证了任

务与模型的对齐理论，这将帮助我们选择适合任务的核函数。由于宽神经网络的训练过程等价于使用神

经正切核进行核梯度下降，本文的模态误差函数同样适用于此类网络。在推导本文主要结果时，我们用

到了协方差算子的谱分解、矩阵指数函数的拉普拉斯逆变换以及样本协方差矩阵的各向异性局部律等方

法，并用高斯核以及神经正切核在人工合成数据以及MNIST数据集上验证了本文的结果。 
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Abstract 
This paper primarily investigates the use of kernel gradient descent for solving least squares re-
gression problems. Based on the spectral decomposition of reproducing kernel Hilbert spaces, we 
present the generalization error of kernel gradient descent as a function of optimization time, spe-
cifically the mode error on each eigenspace. This decomposition helps us understand the biased 
learning of the kernel gradient descent on the components of the regression function in different 
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eigenspaces—referred to as spectral bias—as well as the varying effects of noise on the learning of 
different modes. The choice of kernel function and its hyperparameters is crucial when applying 
kernel methods, and our results validate the task-model alignment theory, which aids in selecting 
appropriate kernel functions for specific tasks. Since the training process of wide neural networks 
is equivalent to kernel gradient descent using the neural tangent kernel, the mode error function 
derived in this paper is also applicable to such networks. In deriving the main results, we employ 
techniques such as the spectral decomposition of the covariance operator, the inverse Laplace 
transform of matrix exponential functions, and the anisotropic local law of the sample covariance 
matrix. The theoretical findings are validated on both synthetic data and the MNIST dataset using 
the Gaussian kernel and the neural tangent kernel. 
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1. 引言 

在现代机器学习中，理解过参数化模型的泛化能力已成为核心理论问题之一。尤其是以深度神经网

络为代表的非线性模型，尽管其参数规模通常远超训练样本数量，却依然能够在实际任务中取得良好的

泛化性能。这一现象与经典统计学习理论中关于模型复杂度与过拟合之间的权衡关系形成了鲜明对比，

因此引发了广泛关注与研究。 
近年来，一条重要的研究路径是从函数空间而非参数空间的角度来分析学习算法的行为。特别地，

在宽度趋于无穷的极限下，神经网络的训练动态可以用核方法进行刻画，其中最具代表性的结果是神经

切线核(Neural Tangent Kernel, NTK)理论[1] [2]。该理论表明，在梯度下降训练过程中，神经网络的输出

函数在函数空间中沿着某个核诱导的梯度方向演化，从而将非凸的参数优化问题转化为一个在函数空间

中的线性动力系统。这一等价性建立了深度学习与核方法之间的桥梁，并带来了一系列关于神经正切核

的研究[3]-[5]。 
在核方法框架下，学习问题通常被建模为再生核希尔伯特空间(Reproducing Kernel Hilbert Space, 

RKHS) [6]中的函数估计问题。经典方法如核岭回归通过显式引入正则化项来控制模型复杂度，从而获得

良好的泛化性能。然而，在实际应用中，许多基于梯度下降的算法并未显式加入正则化项，却依然能够

避免过拟合并收敛到具有良好泛化能力的解。这一现象被称为隐式正则化(implicit regularization) [7] [8]，
即优化算法本身在无显式约束的情况下偏向于某类“简单”或“低复杂度”的解。 

已有研究表明，这种隐式偏置与模型的谱结构密切相关。例如，用梯度下降优化神经网络时的谱偏

置(spectral bias)现象[9]，即学习算法倾向于优先拟合低频成分，而高频成分的学习则相对缓慢。这种现象

在核岭回归的学习曲线分析中得到了严格刻画，泛化误差可以分解到协方差算子的不同特征子空间上，

不同子空间的收敛速率由对应特征值决定[10] [11]。 
尽管已有工作从上述多个角度揭示了隐式偏置的部分机制，但仍存在若干关键问题有待深入研究：

首先，梯度下降在 RKHS 中的动态如何精确刻画；其次，这种动态如何在谱层面上体现为对不同特征模

态的选择性学习；最后，这种选择性如何决定最终解的泛化能力。 
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基于上述背景，本文旨在系统研究再生核梯度下降(kernel gradient descent)优化过程中的谱偏置。在

研究时我们采用了核梯度下降的连续时间形式——核梯度流。连续时间视角的一个优势在于，它让我们

能够清楚地了解整个优化路径，而不仅仅像当前许多关于谱偏置的研究那样仅限于收敛点。我们从再生

核希尔伯特空间的谱分解出发，分析核梯度流在不同特征子空间中的演化行为，并揭示训练过程如何通

过时间演化实现对函数复杂度的有效控制。通过建立学习动态与核函数谱结构之间的定量关系，本文为

理解过参数化模型的泛化能力提供了新的理论视角。 
本文的主要贡献有：我们近似了核梯度下降在解决平方损失的回归问题时，其泛化误差整个优化过

程中的变化，并且我们的结果将泛化误差分解为其在核的特征函数方向上的分量。实验表明，我们的结

果在谱指数下降的高斯核以及谱幂律下降的神经正切核的核梯度下降中表现良好。 

2. 核梯度流的泛化误差 

2.1. 问题设定和记号 

考虑核回归问题，其目标是在再生核希尔伯特空间中学习一个函数 :f → 来描述输入和输出间

的关系。其中输入空间 d⊆  是紧的，输出空间 = 。设 ρ 是 ×  上的概率测度， ( ){ } 1
,

n
i i i

x y
=
⊂ × 

是从 ρ 中简单抽样得到的 n 组数据， Xρ 是 ρ 在 上的边缘概率测度。记 ( )2 2 ,d XL L ρ=  为 上的平方

可积函数类， ( ) [ ]* |f x y xρ=  为回归函数，并且 ( ) ( )( )2* 2
, ~ | 0x y y f x xρ σ − = >  

 ，  a.e.Xρ − x∈ 。

是以 ,⋅ ⋅

为内积的再生核希尔伯特空间，对应的核函数为 :k × →  。我们希望在中找到预测函

数 f 使得下面的风险泛函尽可能小： 

 ( ) ( ) ( )( )2
, ~ .x yf f x yρ

 = −  
   (1) 

一般方法如核岭回归会最小化带二次正则项的经验风险： 

 ( )( )2 2

1

1min .
2 2

n

i if i
f x y f

n
λ

∈ =

− +∑ 
 (2) 

上式存在唯一解[12]： 

 ( ) ( ) ( )1ˆ ,f nλ −= +x y K I k x  (3) 

其中 K 是 n n× 的 Gram 矩阵， ( ),ij i jk x x=K ， ( ) ( ), ii k=k x x x 。在本文中我们并未关注这种方法，因为

其较大的计算复杂度 ( )3O n 以及难以精准确定的正则化参数 λ ，而是主要研究计算成本较低并且具有隐

式正则化能力的核梯度下降[12]。 
我们用过量风险来评估预测函数的表现，过量风险可以表示为预测函数和回归函数在 2L 中距离的平

方：  

 ( ) ( ) 2

22 * *, .
L

f L f f f f∀ ∈ − = −   (4) 

2.2. 核梯度流 

令式(2)中显示正则化强度 0λ = ，并使用核梯度下降对其进行优化。在我们的理论研究中使用了核梯

度下降的连续时间近似：核梯度流。核梯度下降和核梯度流将经验风险看作上的泛函： 

 ( ) ( )( )2

1

1 .
2

n

i i
i

L f f x y
n =

= −∑  (5) 
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L 的梯度作为映射 :L∇ → 由下式定义： 

( ) ( )( ), , .L f g DL f g g∇ = ∀ ∈


  

其中 ( ) :DL f → 是 L 在 f 处的 Fréchet 导数。 
核梯度流作为连续时间形式的核梯度下降，可以表示为以下的微分方程： 

 ( ).t
t

f
L f

t
∂

= −∇
∂

 (6) 

在本文的平方损失设定下，结合初值条件我们可以得到式(6)的具体形式： 

 ( )( ) 0
1

1 , 0.
i

n
t

i t i x
i

f
y f x k f

t n =

∂
= − =

∂ ∑  (7) 

上面的微分方程有唯一解： 

 ( ) ( )1e ,
t
n

tf x x
− − 

= −  
 

K
y I K k  (8) 

其中 K 是 n n× 的 Gram 矩阵， ( ),ij i jk x x=K ，且 ( ) ( ), iix k x x=k 与核岭回归时相同。这里我们假设 Gram

矩阵 K 是可逆的。 

2.3. 泛化误差的谱分解表示 

本文利用再生核希尔伯特空间的谱分解得到过量风险(4)的谱分解形式。再生核希尔伯特空间对应

的核函数 k 满足 ( )sup ,x k x x∈ < ∞ ，从而有连续的嵌入 2id : L→ ，令 2:kS L →是其共轭算子，则称
* 2 2:k kT S S L L= → 为协方差算子： 

 ( )( ) ( ) ( ) ( ), d .XTf x k x x f x xρ′ ′ ′= ∫  (9) 

T 是一个正定的自伴紧算子[6]，由 Hilbert-Schmidt 定理，T 的所有特征向量构成 2L 的一组正交基，

进一步有 ( )2 kerL T S
⊥

= ⊕ ，其中 S 有至多可数的标准正交基{ }i i I
φ

∈
对应T 的所有非零特征值{ }i i I

λ
∈
，根据

Mercer 定理[6]： 

 ( ) ( ) ( ), ,i i i
i I

k x x x xλφ φ
∈

′ ′= ∑  (10) 

这里的收敛是绝对且一致的，并且{ } { }i i ii I i I
ψ λ φ

∈ ∈
= 是的一组标准正交基。 

令测度
1

0

1
i

m
m im λπ δ−

=
= ∑ ，其中 0 1 0mλ λ λ≥ ≥ ≥ > 是协方差算子 T 的前 m 个特征值，我们要求：

[labelwidth = 3em, leftmargin = 3em, labelsep = 0.5em] 
(A1) 对任意 1m ≥ ，存在足够小的 0mτ > ，使得 1

0 mλ τ −≤ ，并且 [ ]( )0, 1m mπ τ τ≤ − 。 

上述条件来自[13]，它控制了 RKHS 谱的衰减速率不能过快使得几乎所有谱都在 0 附近。例如，所有

以幂律衰减的谱均满足(A1)，但如果以指数速率 ~ j
jλ β − 衰减，则 2 mm

m
τβ τ −< 。 

不同于经典的偏差–方差分解，我们利用紧算子的性质将泛化误差 ( ) 2

2* ˆ |g t L
E t f f = −  

X 分解为

协方差算子所有特征空间的模态误差之和。我们假设：[labelwidth = 3em, leftmargin = 3em, labelsep = 0.5em] 
(A2) 回归函数 *f ∈，并且在上有展开 ( ) ( )* *

i ii If x w xψ
∈

= ∑ 。 

同样预测函数 f̂ 也能在{ }i i I
ψ

∈
上展开： 
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 ( ) ( ) ( )ˆ .ˆt i i
i I

f x w t xψ
∈

= ∑  (11) 

I 是至多可数集 I M= ≤ ∞，令 M n×∈Ψ 为样本的特征矩阵， ( ),i j i jxψ=Ψ ，并且：[labelwidth = 3em, 
leftmargin = 3em, labelsep = 0.5em] 

(A3) 对任意 p∈，存在 pC 使得 ,X

p
i j pCρ ≤ Ψ 。 

利用(8)以及再生核希尔伯特空间的再生性，可以得到 ( ){ }ˆ i i I
w t

∈
： 

 ( ) ( ) 1
.ˆ e

t
nt

−−  
= −  

 
w I y


 ΨΨ

Ψ Ψ Ψ  (12) 

利用式(11)的表示方式我们可以将泛化误差 gE 分解为不同特征值 iλ 对应特征子空间的模态误差

( )iE t ： 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )2*ˆ, | .g i i i i i
i

E t E t E t w t wλ  = = −  ∑ X  (13) 

令Λ为协方差算子特征值构成的对角矩阵： , ,i j i j iδ λ=Λ ，结合之前的计算，我们可以给出关于核梯

度流泛化误差的第一个结果： 
命题 2.1 在条件(A1) (A2) (A3)下， ( )ˆ tw 是核梯度流的解在不同特征模态的系数(12)，则其泛化误差

( )gE t 可以表示为： 

 ( ) ( ) ( )( )Tr .gE t t t= +   (14) 

其中是噪音无关项方阵，  是噪音相关项方阵，每个对角元分别为预测函数在不同特征模态上的泛

化误差，具体有： 

 ( ) * *e e ,
t t
n nt

− −
= w w

 


ΨΨ ΨΨ
Λ  (15) 

 ( )
†2 1e e .

t t
n nt

n n
σ − −   

= − −      
 

 


 



I I

 


ΨΨ ΨΨ
Λ ΨΨ  (16) 

其中

†1
n

 
 
 

ΨΨ 表示矩阵
1
n

ΨΨ 的 Moore-Penrose 广义逆。 

利用矩阵指数函数的 Laplace 变换以及[10]和[14]中估计高斯过程回归的泛化误差的方法，我们可以

计算式(15)和式(16)并得到： 
命题 2.2 在条件(A1) (A2) (A3)下，令 

 ( ) ( )
( )

i

i

1 e d ,
2 i

t s
n

i
i

s T s
L t s

s s T s n
γ

γ λ
+ ∞

− ∞

+
=

π + +∫  (17) 

其中 0γ > ， ( ) ( ),0iiT s g n= ∑ 是下面隐式方程的解： 

 ( ) ( )

1
1 .

i i

nT s
s T sλ

−
 

= +  + 
∑  (18) 

则 n →∞时，核梯度流泛化误差的特征模态分解(13)式 ( ) ( )g iiE t E t= ∑ 中 ( )iE t 可表示为： 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
2

22 *21 1 1 .i i i i iE t o L t w L t
n
σλ

 
= + + − 

 
  (19) 
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(a)                               (b)                               (c) 

Figure 1. Using kernel gradient descent with Gaussian kernels ( )
2

, e x xk x x γ ′− −′ =  under different bandwidth parameters γ  
to learn the classification of digits 0 and 1 from the MNIST dataset: (a) Spectra of Gaussian kernels with two bandwidths; (b) 
( )C k  of Gaussian kernels with two bandwidths; (c) Generalization errors of kernel gradient descent for Gaussian kernels 

with two bandwidths 
图 1. 使用不同带宽参数 γ 的高斯核 ( )

2

, e x xk x x γ ′− −′ = 核梯度下降学习 MNIST 数据集的 0、1 手写数字分类问题。(a) 

两种带宽的高斯核的谱。(b) 两种带宽的高斯核的 ( )C k 。(c) 两种带宽的高斯核核梯度下降的泛化误差 
 

 
(a)                                               (b) 

 
(c)                                               (d) 

Figure 2. (a) Modal generalization error of kernel gradient descent with Gaussian kernel as a function of iteration step. The 
solid line represents the estimate given by our results, and the error bars are from simulation experiments repeated 10 times. 
(b) Modal residual iL  from the same experiment. (c) Modal generalization error of kernel gradient descent with neural tangent 

kernel as a function of iteration step. (d) Modal residual iL  from the same experiment 
图 2. (a) 使用高斯核进行核梯度下降的模态泛化误差随迭代步的变化。实线为我们的结果给出的估计，误差线为重

复 10 次的模拟实验。(b) 相同实验的模态剩余学习程度 iL 。(c) 使用神经正切核进行核梯度下降的模态泛化误差随

迭代步的变化。(d) 相同实验的模态剩余学习程度 iL  
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注意到，每个模态的 ( )iE t 都可分解为σ 无关项和与σ 相关项两部分，后者完全刻画了噪声对泛化误

差的影响。 
式(19)中的 ( )iL t 可以理解为核梯度流对回归函数分模态的剩余学习程度。对任意模态 i ，在 0t = 时，

( ) 1iL t = ，并在核梯度流过程中单调减少，且有 ( ) ( ) ( )( )lim 0 0t i iL t T T nλ→∞ = + 。同时，根据我们的实验，

较大特征值对应的模态往往学习速度较快，表现为对应的 ( )iL t 下降得较快。上述推论直接导致了： 

 .i i i iL Lλ λ ′ ′> ⇒ <  (20) 

这种现象被称为谱偏置[9]，即核梯度下降对目标函数的谱分量有不同的学习倾向。谱偏置最初在神

经网络的研究中被提出，这一概念颇具吸引力，因为它直观地解释了为何过参数化的神经网络能在不发

生过拟合的情况下取得良好的泛化性能：在训练过程中，网络先拟合目标函数在频率较低的模态上的分

量，所以泛化效果更好。随后产生了一系列对神经正切核的谱偏置的研究[3] [4]。 
同时从我们的结果也能看出，核梯度下降对样本的学习不仅会学到真实的模态系数 *

iw ，也会学习到

噪音，后者直接导致了过拟合。在式(19)中体现为：随着核梯度下降的进行， ( )iL t 减小，第一项表示对

真实回归函数的学习，所以使得泛化误差减小，而第二项表示对噪声的学习，这会导致泛化误差的增加。

在实验中画出 ( ) ( )0i iE t E 的学习曲线，我们通常可以观察到两种不同的变化趋势，分别是单调下降和先 

下降后上升。对式(19)关于时间 t 求导可以得到： ( ) ( ) ( ) ( )( )
2

*22 1i i i i i iE t L t w L t L t
n
σλ

 
′ ′= − − 

 
，第一个乘项

( ) 0iL t′ < ，所以我们关注第二个乘项，它决定了学习曲线是否单调下降，其零点在满足

( )
2 2

*2
i i iL t w

n n
σ σλ

 
= + 

 
的 t 处，我们称 *2 2

i i iSNR n wλ σ= 为模态信噪比。当模态信噪比较大使得

( )
( )

01
1 0i i

T
SNR T nλ

<
+ +

时， ( ) ( )0i iE t E 单调下降，否则 ( ) ( )0i iE t E 会先下降后上升。 

核函数的选择以及核函数中超参数的选择是核方法的关键，而式(19)中的第一项可以帮助我们理解

什么样的核函数适合当前的问题。令分布 

 ( )
*2

*2 ,
i ii

i ii

w
C

w
ρ
λ

ρ
λ

≤=
∑
∑

 (21) 

由式(20)我们注意到，对同一个学习问题，选择的核函数使 ( )C ρ 越大，则式(19)中的第一项越小，称

为任务与模型的对齐[11]，曲线 ( )C ρ 的下方面积可以用来作为任务模型对齐程度的度量。 
图 1 中我们使用不同带宽的高斯核进行 MNIST 数据集[15]中 0 和 1 的分类。我们将该任务建模为一

个核回归问题，具体方法是考虑一个向量值的目标函数，该函数以手写数字图片为输入，输出独热编码

标签。我们的核梯度下降理论可以分别应用于输出的每个分量，并且可以通过将每个分量产生的误差相

加来计算总的泛化误差。在下一小节我们介绍了具体的做法。由图 1 可知，不同的带宽参数使得高斯核

的谱衰减速率不同，进而与任务的对齐程度不同，较高的 ( )C ρ 与任务对齐得更好，所以泛化误差更低。 

2.4. 在真实数据集上应用 

计算 gE 需要两个输入：核特征值 iλ 和教师权重 *
iw ，两者都需要使用样本真实分布计算。对于有限样

本的数据集，我们用数据的经验分布 ( ) ( )1

1
i

n
ip x x x

n
δ

=
= −∑ 近似真实分布，于是相应的特征值问题为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1, d , .
n

k k k i k i
i

x p x k x x x x k x x x
n

λ φ φ φ
=

′ ′ ′= = ∑∫  
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设 K 是核 Gram 矩阵 ( ),i jk x x=K ，此时求核函数的特征值与特征函数相当于求解一个核主成分问

题，即求 n=K ΦΛΦ 的特征值 kl k klλ δ=Λ 和特征函数 ( )ki k ixφ=Φ 。 

对于具有多类别的目标函数 ( )* : D Cf x →  ，输出样本为独热编码 [ ]1, , n C
C

×= ∈y y y  ，通过

* 1 21
c cn

−=w yΛ Φ 得到目标函数在每个模态的权重。对于核梯度下降及其泛化误差，每个输出分量都可看

成是一个标量函数，我们对每个分量进行核梯度下降并且对每个分量的泛化误差求和得到总的泛化误差。 

3. 模拟实验 

在本节中，我们分别通过核梯度下降和宽神经网络模拟实验来验证我们的理论结果。在样本输入服

从高斯分布时，高斯核的谱指数衰减[16]，在样本服从超球面上的均匀分布时，神经正切核的谱幂律衰减

[5]。我们分别使用这两种不同谱衰减速率的核进行核梯度下降。 

3.1. 高斯核核梯度下降 

我们首先使用高斯核验证我们的理论，即 ( )
2

2
1

2, e
x x

k x x
′− −

′ =  ，当输入分布为 d 上每个分量独立等方

差的多元正态分布时，其积分算子的特征值{ }kλ 和特征函数可以显式计算[16]。在 1d = 时： 

 2 ,k
k

a B
A

λ =  (22) 

 ( ) ( )( ) ( )2exp 2 ,k k k
cx R c a x H cx
a

φ = − −  (23) 

其中 ( ) ( ) ( ) ( )2 2d1 exp exp
d

k
k

k kH x x x
x

= − − 是 k 阶 Hermite 多项式，
1

2 !k kR
k

= 是归 t →∞ 一化常数，

1 24a σ− = ， 1 22b− =  ，且 

 2 2 , , .c a ab A a b c B b A= + = + + =  (24) 

在多维情形下，核函数和高斯密度是单变量的乘积形式，特征值和特征函数的结果可以很容易地推

广到多维情形，此时特征函数和特征值也仅仅是乘积形式。对于所有 d 个维度上 a 和 b 都相等的情况，特

征值

22 d
ka B

A
 
 
 

的重数 ( ),N d k 为 ( )11
~

1
dk d

k
d

−+ − 
 − 

 ，特征值大小呈指数衰减。 

我们用高斯核的核梯度下降验证命题 2.2 中的估计。在实验中，我们随机抽取一系列点{ }ix ，并将

{ }ixk 的线性组合作为回归函数： 

 ( ) ( )*

1
, .

n

i i
i

f x k x xα
′

=

= ∑  (25) 

这里 ( )~ 1 2iα  是在{ }1± 中取值的伯努利分布， ix 和样本分布相同，且与训练样本独立。实验中用

离散形式的核梯度下降[8]来实现式(7)中的核梯度流[17]： 

 
( )

( )( )

1 1
1

1 1
1

1 ,

1 ,

i i

i

n

t t i t x x
i
n

t i t i x
i

f f y f k k
n

f y f x k
n

γ

γ

− −
=

− −
=

= + −

= + −

∑

∑


 (26) 

其中 γ 是常数步长。从上面的迭代中可以看出 tf 可表示为基核函数{ }ixk 的线性组合， ( ) ( )tf t xα= k
，

则α 的迭代为： 
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 ( )1 1 0
1 , 0.t t tn

α α γ α α− −= + − =y K  (27) 

在此设定下，模态误差 kE 可再次被分解为 ( ),N d k
k kmmE E= ∑ ，我们将这些实验中的模态误差与理论预

测值进行对比。 
在图 2(a)中，我们将 100n = 个 20d = 维标准正态随机向量作为输入样本，噪声方差 2 0.25σ = 。我们

使用带宽参数 5= 的高斯核进行核梯度下降，并取前三个模态的泛化误差与我们的理论估计进行了比

较，我们的理论良好地预测了实验结果。在图 2(b)中，实线是优化过程中对应模态的 ( )iL t ，虚线是时的

( )iL t 的极限。 

3.2. 神经正切核核梯度下降 

全连接神经网络的训练演化过程可由核函数描述[1]：在对网络参数θ 进行梯度下降时，网络的输出

函数 fθ 遵循损失泛函关于神经正切核的核梯度下降。神经正切核对于描述神经网络的泛化特性至关重

要。尽管其在初始化时具有随机性且在训练过程中是变化的，但在参数正态初始化以及 Lipschitz 连续的

ReLU 激活设定下，当 L 层网络的层宽 0 , , Ln n 趋于无穷时，神经正切核将依概率收敛于一个非随机的极

限核且在训练中保持恒定[1]。在后文中为了方便，我们提到的神经正切核均指其极限核。在神经正切核

上应用我们的结果可以得到无限宽全连接神经网络的泛化误差优化曲线。 
下面我们先用神经正切核的核梯度下降验证命题 2.2。回归函数的形式与式(25)相同， ( )~ 1 2iα  是

在{ }1± 中取值的伯努利分布， ix 服从单位超球面 1d − 上的均匀分布，且与训练样本独立。 
通过单位超球面上点积核的分解可以得到神经正切核的 Mercer 分解。我们考虑输入空间 1d −=  为

d 维单位超球面， Xρ 为 1d − 上的均匀分布。此时，形式为 ( ) ( ),k x x x xκ′ ′=  的点积核具有旋转不变性，

其取值仅依赖于 x 和 x′之间的夹角，并且其协方差算子T 在球谐函数基下对角化[18]，即 , ,k j k k jTY Yλ= ，

其中 ,k jY 是 k 阶的第 j 个球谐多项式，而同一特征值 kλ 的重数为 ( )
32 2,

2
k dk dN d k

dk
+ − + −

=  − 
，这意味

着 k 阶正交的球谐多项式有 ( ),N d k 个，当 k 很大时，它以 2dk − 的速度增长。特征值 kλ 仅依赖于阶数 k ，

并由下式给出[19]： 

 
( ) ( ) ( )( )

3
1 21 2
1

1 1 d ,
,

d
d

k k
d

k t Q t t t
N d k

αω αλ κ
ω α

−
−

−

+
= −∫  (28) 

其中 1
2
dα = − ，而 kQα 是 d 维空间中的 k 次 Gegenbauer 多项式[19]， dω 表示球面 1dS − 的表面积。由 Mercer

定理： 

 ( )
( )

( ) ( )
,

0 1
, .

N d k

k kj kj
k j

k x x Y x Y xλ
∞

= =

′ ′= ∑ ∑  (29) 

在数值模拟中，我们通过 Gauss-Gegenbauer 求积法[20]数值计算式(28)得到极限神经正切核的特

征值。 
我们将对比实验中的经验模态误差 ( ),N d k

k kjjE E= ∑ 和我们的理论结果。在这些实验中， NTKk 均为无偏

置的三层全连接 ReLU 网络对应的极限神经正切核。 
在图 2(c)中，我们将 1000n = 个 10d = 维 1d − 上均匀分布输入样本的神经正切核核梯度下降模态泛

化误差与我们的理论估计进行了比较，噪音方差为 2 0.1σ = ，我们的理论较好的预测了实验结果。在图

2(d)中，实线是优化过程中对应模态的 ( )iL t ，虚线是 t →∞时的 ( )iL t 的极限。对比两种不同衰减速度的

核函数我们发现，谱指数衰减的高斯核，模型几乎只在极低频的子空间内工作，天然地过滤掉了高频成
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分。而谱幂律衰减的神经正切核，它的特征值分布厚尾。这意味着即使是高频模态，仍然分配到了不可

忽视的权重。这虽然增强了它的表达能力，但也让它对噪声更加敏感。可以看到即使在 NTK 核的实验中

噪音方差更小，学习曲线还是因为噪音产生了拐点，主要原因是，衰减缓慢的谱的 ( )0T 较大。注意到在 

式(25)的设定下， *2
i iw λ= ，于是要使

( )
( )

01
1 0i i

T
SNR T nλ

>
+ +

，只需 ( ) 20 iT λ σ> 。 

 

 
(a)                                               (b) 

Figure 3. Generalization error of a fully connected ReLU neural network as a function of iteration step. The solid line repre-
sents the estimate given by our results, the triangles represent the results of kernel gradient descent, the circles represent the 
results of the neural network, and the error bars are from simulation experiments repeated 10 times. (a) Generalization error of 
the corresponding mode under the single-mode setting. (b) Total generalization error under the full-mode setting 
图 3. 使用全连接 ReLU 神经网络泛化误差随迭代步的变化。实线为我们的结果给出的估计，三角形为核梯度下降的

结果，圆形为神经网络的结果，误差线为重复 10 次的模拟实验。(a) 单一模态设定下，对应模态的泛化误差。 (b)全
模态设定下，总泛化误差 

3.3. 有限宽神经网络 

在证实了我们的理论能够准确预测神经正切核核梯度下降的泛化误差之后，我们现在将有限宽神经

网络在平方损失函数下训练得到的泛化误差，与神经正切核的理论学习曲线进行比较。 
首先，我们采用单一模态的回归函数，即回归函数仅由相同阶数的球谐函数构成。对于阶数为 k 的

模态，回归函数如下构建： 

 ( ) ( )* 2 1

1
,

n
d

i k i
i

f x Q x xα
′

−

=

= ∑   (30) 

其中 ( )~ 1 2iα  ， ( )~i Xx xρ 均为随机采样。图 3(a)展示了宽度 5000M = 、输入维度 10d = 且 10000n′ =
的全连接两层 ReLU 网络的学习曲线。与前文相同的，我们观察到阶数 k 较低的模态学习得更快。 

接着，我们证明我们的理论同样适用于包含多种不同阶球谐函数的复合函数。在此实验中，我们随

机初始化一个两层神经网络作为回归函数，并训练一个神经网络学习它： 

 ( ) ( ) ( ) ( )* , .f x r x f x r xσ σ= = Θ Θ  (31) 

其中 , M d×∈Θ Θ 分别为学习函数和回归函数的前馈权重，σ 为激活函数， , Mr r ∈ 为学习函数和回归函

数的读出权重。采用ReLU激活函数如此构建时，回归函数由多种不同阶数的球谐函数组成。对于 10d = 、

5000M = 的超参数设置，图 3(b)展示了该情形下的总泛化误差以及我们理论的预测值。 
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4. 结论 

本文给出了用核梯度下降优化最小二乘回归问题时，泛化误差在优化过程中的变化的一个近似表达

式，通过该表达式我们可以理解核函数的选择是怎样影响泛化效果的，具体表现为其谱的衰减速度以及

任务模型的对齐。我们分别在正态数据的高斯核以及单位超球面上均匀分布数据的神经正切核上验证了

我们的估计，它们的谱分别呈指数衰减和幂律衰减，结果表现良好。我们进一步用高斯核在真实数据集

MNIST 上进行实验并验证了任务模型的对其理论。最后，我们用宽神经网络验证我们的理论，但由于宽

神经网络的初始输出函数非零，而与我们的结果产生偏差，这也是我们理论需要完善的方向。 

5. 补充证明 

式(8)的证明。由式(7)可知，在任意时间 t ， tf 可以表示为中函数集{ }
1i

n

x i
k

=
的线性组合。于是可令

( ) ( ) ( )tf x t xα= k
，我们只需关注 t 时刻在样本上的预测 ( ) ( )tf tα=x K ，于是有式(7)对应的参数形式常

微分方程组： 

 
( ) ( )( ) ( )

d 1 , 0 0.
d

t
t

t n
α

α α= − =y K  (32) 

令 ( ) ( )t tη α= −K y ，我们得到： 

( ) ( )d d
,

d d
t t

t t
η α

= K  

且方程(32)可写为： 

( ) ( ) 0

d 1 ,
d

t
t

t n
η

η η= − = −K y  

解得： 

( ) exp .tt K
n

η  = − − 
 

y  

代回原式我们得到： 

 ( ) 1 exp ,tt
n

α −   = − −  
  

K I K y  (33) 

代回到 ( ) ( ) ( )tf x t xα= k
即得到式(8)。 

命题 2.1 的证明。由式(13)， 

( ) ( )( ) ( )( )* * | ,ˆ ˆgE t t t = − −  
w w w w X


 Λ  

其中： 

( ) ( )

( ) ( )

1

1 *

*

e

e

e e

ˆ
t
n

t
n

t t
n n

t
−−

−−

− −

 
= −  

 
 

= − +  
 

   
= − + −      
   

w I y

I w

I w I





 



 



ΨΨ

ΨΨ

ΨΨ ΨΨ

Ψ Ψ Ψ

Ψ Ψ Ψ Ψ

Ψ

ε

ε†
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于是利用迹与期望的可交换性得到： 

( )
†2 1Tr e e e e

t t t t
n n n n

gE t
n n
σ− − − −∗ ∗

     = + − −              
w w I I

   
 ΨΨ ΨΨ ΨΨ ΨΨ

Λ Λ ΨΨ  

命题 2.2 的证明。首先，我们用矩阵指数函数的 Laplace 逆变换表示： 

 ( )i 1

i

1e e d ,
2 i

At st s A s
γ

γ

+ ∞ −− −

− ∞
= +

π ∫ I  (34) 

其中 γ 大于 A− 的所有特征值实部的最大值。将 A = ΨΨ 带入到式(34)中，时间尺度定为 t n ，接着对两

边关于样本取期望有： 

 ( ) 1i

i

1e e d .
2 i

t t s
n n s s

γ

γ

− −+ ∞

− ∞

   = +    π 
∫ I


 

ΨΨ
ΨΨ  (35) 

上式中 ( ) 1
s

− +  
I  ΨΨ 又可进一步表示为

11 1
12 21 1

s s

−
− −− 


 

+






Λ Λ ΦΦ Λ ，其中
1
2

−
=Φ Λ Ψ。 

我们引入一个辅助变量 v并令： 

 ( )
1

11, .n v v
s

−
− = + + 

 
G IΦΦ Λ  (36) 

考虑添加一个从总体分布中随机抽取的新输入样本 ~ Xx ρ′ 对G 的影响，令 Mφ ∈ 为该新输入样本

的特征，即 ( )i i xφ φ ′= ， X 则代表已有输入样本。由 Woodbury 逆矩阵公式： 

 
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

1
1
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,

11, ,

, ,
, .

,

x x

x

n v n v
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φφ

φφ
φ φ

−
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 
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+

X X
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G G

G G
G

G







 

 
 (37) 

对上式右边最后一项取期望是困难的，因此我们采用一种近似方法，即对分子和分母分别取期望： 

 ( ) ( ) ( )
( )

2

,

,
1, , .

Tr ,x

n v
n v p v

s n v′ + ≈ −
+

X
X X

X

G
G G
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

 


 (38) 

接着将 n 视为连续的变量，并利用 ( ) ( )2 , ,n v n v
v
∂

= −
∂

G G  最终得到一个偏微分方程： 

 ( )
( ) ( )

, 1 , .
Tr ,

n v
p v

n s n v v
∂ ∂

=
∂ + ∂

G
G

G





 (39) 

注意到初值条件 ( ) ( ) 11,n v v
−−= +G I Λ ，结合式(38)可以看出对任意 n 和 v， G 都是对角阵。求解

该微分方程，我们可以得到矩阵 ( ),n vG 的对角线元 ( ) ( ), ,i iig n v n v= G 的表示： 

 ( )
( )

1

1

1, .
,

i M
i

ng n v v
s g n vγγ

λ

−

=

 
 = + +
 + ∑

 (40) 

接着我们用[13]中关于样本协方差矩阵各向异性局部律的推论3.9来证明(19)，在条件(A1)(A2)(A3)下有： 

( )
( )( ) ( )( )1 2 1 21 .

1MR z O z
z m z
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其中 ( )
11

M MR z z
n

−
 
 


=


− IΨΨ 是
1
n

ΨΨ 的预解式， ( ) ( )Im 1
Im Im
m z

z
n z n z

η = + ， ( )m z 满足隐式方程

( ) ( )
1 1

1
i

i
i

z
m z n m z

λ
λ

= − +
+∑ ，代入 Laplce 逆变换中可得(19)。 
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