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摘  要 

拉格朗日函数是约束优化问题求解的核心工具，通过引入拉格朗日乘子将约束优化问题转化为无约束优

化问题，构建了统一的理论与算法框架。本文阐述拉格朗日函数的数学定义与几何意义，结合简单案例

说明乘子的影子价格解释，并系统分析其在最优化方法中的关键作用。其作为约束问题与无约束问题之

间的桥梁，支撑KKT条件、对偶理论及增广拉格朗日方法、ADMM等主流优化算法的推导与设计，同时

连接理论与工程、经济、机器学习等实际应用。研究表明，拉格朗日函数在最优化教学中具有主线地位，

并持续推动大规模约束优化问题的算法创新。 
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Abstract 
The Lagrangian function is a core tool for solving constrained optimization problems. By introducing 
the Lagrange multiplier, it transforms constrained optimization problems into unconstrained ones, 
thereby establishing a unified theoretical and algorithmic framework. This paper elucidates the math-
ematical definition and geometric significance of the Lagrangian function, illustrates the interpretation 
of the multiplier’s shadow price using a simple example, and systematically analyzes its pivotal role in 
the optimization problem. Serving as a bridge between constrained and unconstrained problems, the 
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Lagrangian function underpins the derivation and design of mainstream optimization algorithms such 
as the KKT conditions, duality theory, augmented Lagrangian methods, and ADMM, while also connect-
ing theory with practical applications in engineering, economics, and machine learning. Research indi-
cates that the Lagrangian function occupies a central position in optimization education and continues 
to drive algorithmic innovation for large-scale constrained optimization problems. 
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1. 引言 

最优化方法[1] [2]的核心目标是在给定约束条件下，找到目标函数的极值(最大值或最小值)，其应用

覆盖工科、理科、经济学等多个学科领域。在最优化问题中，约束条件的存在使得无约束优化的直接求

解方法(如梯度下降法)无法直接应用，而拉格朗日函数[3] [4]通过引入拉格朗日乘子，将约束优化问题转

化为无约束优化问题，构建了约束优化求解的统一框架。王宜举等指出[5]约束优化问题的 Lagrange 对偶

理论是《最优化方法》课程的重要内容，也是难点内容。当前流行的交替方向乘子法[6] [7] (ADMM)也与

拉格朗日函数密切相关。 
在教学实践中，学生普遍存在对拉格朗日函数的推导逻辑理解不透彻、乘子意义模糊、无法灵活应

用于复杂约束问题等情况。基于此，本文通过一个简单直观的案例，明确其几何意义和核心思想，并通

过多维度分析拉格朗日函数在最优化方法中的重要性，助力学生掌握拉格朗日函数的思想精髓，提升最

优化方法的学习积极性与应用能力。 

2. 拉格朗日函数的定义和核心思想 

2.1. 数学定义 

拉格朗日函数针对约束优化问题构建，将目标函数与约束条件整合为统一的函数表达式，实现约束

条件的内化处理。 
针对一般的约束优化问题： 
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其中， ( )f x 为目标函数， ( ) 0ih x = 为等式约束条件，共 m 个， ( ) 0jg x ≥ 为不等式约束条件，共 l 个， x
为 n 维决策变量。 

优化问题(1)对应的拉格朗日函数定义为： 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 1
, , ,m l

i i j ji j
L x f x h x g xλ µ λ µ

= =
= − −∑ ∑  (2) 

其中 ( )T
1 2, , , mλ λ λ λ=  为等式约束对应的拉格朗日乘子向量， ( )T

1 2, , , lµ µ µ µ=  为不等式约束对应的拉
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格朗日乘子向量，且满足非负约束 0µ ≥ 。 

2.2. 几何意义及影子价格 

本小节用一个简单的案例来说明拉格朗日函数的几何意义，以及拉格朗日乘子的经济意义，即影子

价格[8]。 
案例：假设你经营一家养殖厂，需要为牲畜配制饲料。有两种原料可选：原料 A 的价格为 2 元/公斤，

原料 B 的价格为 4 元/公斤，目标是最小化总成本。同时，饲料必须满足最低的营养标准，原料 A 每公斤

提供 1 单位营养，原料 B 每公斤也提供 1 单位营养。规定每份饲料必须至少含有 10 单位营养。 
假设分别用 1x 公斤原料 A 和 2x 公斤原料 B 配置饲料，为满足以上要求，构建如下优化问题： 
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其中等式约束可理解为营养不足不行，多余无用。事实上，线性规划问题(3)很容易利用图解法(见图 1)得

其最优解为： ( ) ( )T T* * *
1 2, 10,0 ,x x x= = 对应的最优函数值为： ( )* * 20f x = ，即最优配方全部使用原料 A。 

 

 
Figure 1. The geometric interpretation of Example 1 
图 1. 案例 1 的几何意义 

 
由于等式约束 1 2 10x x+ = 是一条直线，结合两个非负约束，从图 1 可看出可行域是直线从点 ( )T0,10

到点 ( )T10,0 的线段。目标函数 1 22 4x x c+ = 是一族平行直线，c 越小越靠近原点。最优解 ( )T* 10,0x = 是可

行域的右端点，此时，等式约束起作用，非负约束 2 0x ≥ 起作用(取等号)，非负约束 1 0x ≥ 不起作用(取严

格大于号)。从几何上看，目标函数的梯度方向 
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共面，代数表达式为： 

 1 1 2 2 ,f h g gλ µ µ∇ = ∇ + ∇ + ∇  (4) 

其中 2λ = ， 1 0µ = ， 2 2µ = 。 
事实上，(4)式可通过如下拉格朗日函数关于优化问题(3)的决策变量 1 2,x x 的梯度等于零而得到，即 

 ( )1 2 1 2, , , , 0,x L x x λ µ µ∇ =  (5) 

其中 ( ) ( )1 2 1 2 2 2 2 2 1 1 2 2, , , , 2 4 10L x x x x x x x xλ µ µ λ µ µ= + − + − − − ，λ 为等式约束的拉格朗日乘子， 1 0µ ≥ 和

2 0µ ≥ 分别为不等约束的非负拉格朗日乘子， ( )T
1 2,x x x= 。 

从经济角度分析，令案例中的营养总量要求用 b 表示，那么当前的营养总量要求 b = 10。由于优

化问题(3)中的等式约束对应的拉格朗日乘子 λ = 2，意味着当营养总量 b 每增加一个单位，总成本 *f
将增加 2 元，即 * 2 1 2f bλ∆ = ∆ = × = ，本质是营养的边际成本为 2 元/单位。对于非负约束的拉格朗日

乘子，由于非负约束 1 0x ≥ 不起作用，放松该约束不会降低成本，影子价格为 0，而非负约束 2 0x ≥ 起

作用，该约束被限制在 0，若每减少 1 个单位 2x ，成本可降低 2 元，对应原料 B 的边际成本为 2 元/公
斤。 

从上述简单直观的案例可看出，拉格朗日函数的几何意义为，最优解处，目标函数梯度与所有起作

用约束的梯度线性相关，而拉格朗日乘子对应于资源的边际价值。 

3. 拉格朗日函数在最优化方法中的核心地位 

3.1. 从约束问题到无约束问题的桥梁 

拉格朗日函数的根本重要性在于其转换问题本质的能力。对于含有等式或不等式约束的优化问题，

直接求解往往非常困难。拉格朗日乘子法通过引入拉格朗日乘子，将原约束问题与一个无约束的拉格朗

日函数关联起来，这使得研究者能够利用成熟的无约束优化技术来解决约束问题，极大地扩展了可解问

题的范围。 

3.2. 各类优化理论的推导根基 

最优化方法中的诸多重要理论，均以拉格朗日函数为基础推导而来。其中最具代表性的就是 Karush-
Kuhn-Tucker (KKT)条件[9]，即 *x 若问题(1)的局部最优解，则存在拉格朗日乘子 * *, , 1, , , 1, , ,i j i m j lλ µ = =   
使得如下条件成立： 

稳定性条件为： ( ) ( ) ( ) ( )* * * *
1 1

, , 0,m l
x i i j ji j
L x f x h x g xλ µ λ µ

= =
∇ = ∇ − ∇ − ∇ =∑ ∑  

原始可行性条件： ( )* 0, 1, , ,ih x i m= =   

原始可行性条件： ( )* 0, 1, , ,jg x j l≥ =   

对偶可行性条件： *  0, 1, , ,j j lµ ≥ =   

互补松弛条件： ( )* * 0, 1, , .j jg x j lµ = =   

事实上，以上条件是判断约束优化问题最优解的核心必要条件，也是绝大多数约束优化算法的理论

依据。 
除此之外，对偶理论、增广拉格朗日方法[10]、交替方向乘子法[8] (ADMM)、惩罚函数法、障碍函数

法等重要优化理论与算法，都是在拉格朗日函数的基础上拓展改进而来。可以说，拉格朗日函数是现代

最优化理论的基石，支撑起了整个约束优化的知识体系，在运筹学[11]、计算数学[12]、控制理论、机器

学习等交叉学科中，都有着不可替代的核心地位。 
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3.3. 理论与实际应用的连接纽带 

纯理论的最优化研究偏向数学推导，而实际工程问题、经济问题、机器学习问题，都带有明确的约

束条件。拉格朗日函数既能完成严谨的理论推导，证明最优解的存在性与判定准则，又能转化为可落地

的求解算法，适配各类实际场景。 
从经济领域的成本最小化、收益最大化，到工程领域的路径优化、参数整定，再到计算机领域的支

持向量机(SVM)、逻辑回归、模型正则化，拉格朗日函数都实现了从理论到实践的落地，成为连接数学理

论与实际应用的关键纽带。 

3.4 支撑各类优化算法的设计与改进 

拉格朗日函数不仅是理论推导工具，更是优化算法设计的核心依据。经典的拉格朗日乘数法，直接

依托拉格朗日函数求解等式约束优化问题；针对不等式约束问题，衍生出序列二次规划算法；为了克服

传统拉格朗日函数的收敛缺陷，学者们提出了增广拉格朗日方法；在分布式优化、多智能体优化领域，

交替方向乘子法(ADMM)也以拉格朗日函数为基础。 
这些算法广泛应用于工程优化、数据处理、人工智能等领域，成为解决实际优化问题的利器。可以

说，主流的约束优化算法，都离不开拉格朗日函数的理论支撑，其算法稳定性、求解效率都依托于拉格

朗日函数的严谨性。 

5. 结论 

拉格朗日函数是最优化方法中的核心工具起着至关重要的作用，占据着基础性、枢纽性的学科地位。

它统一了约束优化问题的求解框架，推导了最优解判定准则，构建了对偶理论体系，揭示了约束的实际

价值，支撑了各类优化算法的设计，不仅推动了最优化理论的完善，更在工程、经济、计算机、自动化等

领域实现了广泛落地。 
在最优化教学中，拉格朗日函数是贯穿课程的主线，深刻理解其内涵与应用，是掌握约束优化的关

键。随着人工智能、大数据技术的发展，高维、大规模、分布式约束优化问题越来越多，拉格朗日函数也

将持续发挥作用，依托增广拉格朗日、ADMM 等改进方法，适配更复杂的应用场景。 
未来，在教学研究中，应进一步简化理论推导的抽象感，结合工程实例强化实践教学，让学习者真

正掌握拉格朗日函数的精髓；在理论研究中，可依托拉格朗日函数进一步优化算法，提升大规模优化问

题的求解效率，拓展其在前沿科技领域的应用范围。 
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