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摘  要 

本文主要研究具有从众行为的扩散捕食者–食饵模型。为了刻画捕食者的入侵共存现象，我们特别关注

了该模型的行波解(即入侵行波解)。通过构造一对适当的上下解并应用Schauder不动点定理，证明了超

临界波速下连接边界平衡点的行波解的存在性。 
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Abstract 
This paper focuses on the study of a diffusive predator-prey model with herd behavior. In order to 
characterize the invading coexistence phenomenon of predator, special attention is paid to travel-
ing wave solutions (i.e., invasion traveling waves) of the model. By constructing a pair of suitable 
upper-lower solutions and applying Schauder’s fixed point theorem, we obtain the existence of trav-
eling wave solutions with super-critical speeds and connecting the boundary equilibrium at nega-
tive infinity. 
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1. 引言 

捕食者–食饵关系是自然界中不同物种间的基本关系之一。为了阐释这一现象，人们利用微分方程

来模拟捕食者与食饵之间的相互作用。经典的捕食者–食饵模型具有如下形式(参见，例如[1] [2]) 

 
( ) ( )

( )

d , ,
d
d , ,
d

u f u h u v v
t
v ch u v v sv
t

 = −

 = −


 (1.1) 

其中 u 和 v分别表示食饵和捕食者的种群密度，函数 ( )f x 是食饵的自然增长函数， ( ),h u v v 是捕获项，s
是捕食者在没有食饵情况下的死亡率， c 是捕食者的生物转化或消耗率。 ( ),h u v 被称为功能反应，即单

位时间内单位捕食者密度捕获的食饵密度。在经典的 Lotka-Volterra 模型中，功能反应假设为 Holling I
型，仅依赖于食饵密度且呈线性，即 ( ),h u v au= ，其中 a 是一个正的常数，称为捕获率。此外，通常假

设食饵呈逻辑斯蒂增长，即 ( ) ( )1f u ru u K= − 。因此，模型(1.1)简化为 

 

d 1 ,
d
d ,
d

u uru auv
t K
v sv cauv
t

  = − −   

 = − +

 (1.2) 

其中 r 为食饵种群的增长率，K 为其环境容纳量。当然，还有其他一些功能性反应，例如 Holling I~IV 类

型、Beddington-DeAngelis 类型、比率依赖型等等。 
在现实世界中，许多食饵种群通过群体行为来抵御捕食者，从而提高自身的生存能力。然而，模型

(1.2)无法准确描述这一现象。因此，Ajraldi 等人[3]提出了一个具有平方根功能反应的捕食者–食饵模型 

 

d 1 ,
d
d .
d

u uru a uv
t K
v sv ca uv
t

  = − −   

 = − +

 (1.3) 

自此以后，具有平方根功能响应的捕食者–食饵模型得到了广泛研究[4]-[7]。特别是，Braza [4]研究

了具有 1r K a= = = 的(1.3)模型的稳态、稳定性及分岔，并发现其在原点附近的解行为比标准模型更为微

妙且有趣，并且具有生态学意义。Xu、Yuan 和 Zhang [7]研究了具有更一般功能响应的模型(1.3)的全局动

力学，包括周期轨道不存在性以及极限环的存在性和唯一性。 
从系统(1.3)的第二个方程可以看出，捕食者的死亡率是线性的，即 sv− 。众所周知，二次死亡率 2sv−

也被广泛研究。例如，Ghorai 和 Poria [8]研究了具有二次死亡率和 Holling II 型的扩散捕食者–食饵系统

的影响。为了描述复杂时空种群动态的机制，2013 年，Yuan、Xu 和 Zhang [9]提出了如下反应扩散模型 
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( )

( )
1

2

1 ,

.

u d u u u uv
t
v d v v v u
t

γ β

∂ = ∆ + − − ∂
∂ = ∆ + − +
 ∂

 (1.4) 

其中 1 2, ,d d γ 和 β 为正的常数。在该模型中， 1d 和 2d 分别表示物种 u 和 v的扩散系数；γ 为转换率，而 γβ
表示捕食者的死亡率。在文献[9]中，作者研究了(1.4)式的空间动力学。更确切地说，通过线性稳定性分

析，他们得到了稳定模式的条件。此外，应用标准的多尺度分析，他们建立了激发模式的振幅方程，这

些方程决定了振幅对均匀和非均匀扰动的稳定性。后来，Xu 和 Song [10]探讨了模型(1.4)的 Hopf 分岔和

Turing 不稳定性。关于模型(1.4)及其变体的更多研究，我们建议读者参考文献[11]-[15]。 
系统(1.4)的空间齐次系统为 

 
( )

( )

d 1 ,
d
d .
d

u u u uv
t
v v v u
t

γ β

 = − −

 = − +


 (1.5) 

显然，常微分方程系统(1.5)总是存在两个平衡点(0, 0)和(1, 0)。当 1β > 时，系统(1.5)存在一个正的常

数平衡点 ( ),u v∗ ∗ ，其中
1u β

β
∗ −
= 和

1 1v β
β β

∗ −
= 。此外，(1, 0)是系统(1.5)的一个不稳定平衡态，而 ( ),u v∗ ∗

是稳定的。这意味着可以观察到本地物种(食饵)和入侵物种(捕食者)之间的入侵共存现象。在数学上，行

波解是描述这种入侵共存现象的一种非常有效的方法。注意，当 0c > 时，系统(1.4)的行波解存在且连接

(1, 0)和 ( ),u v∗ ∗ ，意味着捕食者的成功入侵。因此，我们将这种类型的行波解称为系统(1.4)的入侵行波解。 

本文致力于证明系统(1.4)的入侵行波解的存在性。对于合作反应扩散系统，已有较为通用的行波理

论，参见文献[16]-[20]。然而，这些理论无法直接应用于捕食者–食饵模型。众所周知，捕食者–食饵模

型的行波解已得到广泛研究，参见，例如文献[21]-[27]。主要方法包括打靶法、Conley 指数和不动点定

理。前两种方法使用起来较为困难。受文献[22] [24] [26]的启发，我们将采用 Schauder 不动点定理以及上

下解方法来证明系统(1.4)在速度为 c c∗> 时入侵行波解的存在性，其中 c∗为某个正常数。对于合作系统，

找到上下解较为直接，但对于非单调系统，构造具有正确边界的上下解则非常困难。由于模型中存在平

方根功能响应，本文需要构造新的上下解对。 
本文其余部分的结构安排如下。在第 2 节中，我们给出系统(1.4)的入侵行波解的定义和本文的主要

结论。在第 3 节中，我们首先构造一对合适的上下解。然后，通过应用 Schauder 不动点定理，证明当波

速 c c∗> 时系统(1.4)的入侵行波解的存在性。 

2. 预备知识和主要结果 

定义 2.1 系统(1.4)的行波解(简称行波)是定义于所有 ,x t∈ℜ且具有以下形式的特殊整体解 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,u x t v x t x ctϕ ξ φ ξ ξ= = = +  

其中 ( ) ( )2 2, ,Cϕ φ ∈ ℜ ℜ 为在常数波速 0c > 下沿一维空间域ℜ传播的波形轮廓。 

令 x ctξ = + ∈ℜ。则 ( ),ϕ φ 和 0c > 必须满足 

 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1

2

1 0,

0.

d c

d c

ϕ ξ ϕ ξ ϕ ξ ϕ ξ ϕ ξ φ ξ

φ ξ φ ξ γφ ξ βφ ξ ϕ ξ

 ′′ ′− + − − =


′′ ′− + − + =

 (2.1) 

由于我们关注的是系统(1.4)的入侵行波解，因此施加以下渐近边界条件 
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 ( ) ( )( ) ( )lim , 1,0
ξ

ϕ ξ φ ξ
→−∞

= 和 ( ) ( )( ) ( )lim , , .u v
ξ

ϕ ξ φ ξ
+

∗

→ ∞

∗=  (2.2) 

本文将借助上下解结合 Schauder 不动点定理来证明行波解的存在性。为了构造一对合适的上下解，

我们对 β 做出以下更严格的假设。 

(H) 
3 5

2
β +
≥ 。 

注记。假设条件(H)是技术性的，主要是为了验证上解，见引理 3.2。 
定理 2.2 假设(H)成立。当 *

22c c d γ> = 时，对于所有的ξ ∈ℜ，系统(2.1)存在解 ( ) ( )( ),ϕ ξ φ ξ 满足 

( ) ( )( ) ( )lim , 1,0
ξ

ϕ ξ φ ξ
→−∞

=  

和 

( ) ( )1 11, 0 .ϕ ξ φ ξ
β β
< < < <  

3. 行波解的存在性 

在系统(1.4)中作变量替换 1 1 uω = − 和 2 vω = ，可得 

 
( )

( )
1 1 1 1 1 1 2

2 2 2 2 2 1

1 1 ,

1 .

t xx

t xx

d

d

ω ω ω ω ω ω

ω ω γω βω ω

 = − − + −


= + − + −
 (3.1) 

若我们将系统(3.1)的行波解记为 ( ) ( )( ),U Vξ ξ ，即 ( ) ( )( ) ( ), 1 ,U Vξ ξ ϕ φ= − ，则可得 

 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1

1

1 1 0,

1 0, .

d U cU U U U V

d V cV V V U

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ γ ξ β ξ ξ ξ

 ′′ ′− − − + − = ∈ℜ


′′ ′− + − + − = ∈ℜ

 (3.2) 

相应地，边界条件(2.2)变为 

( ) ( )( ) ( )lim , 0,0U V
ξ

ξ ξ
→−∞

= 和 ( ) ( )( ) ( )lim , 1 , .U V u v
ξ

ξ ξ ∗ ∗

→+∞
= −  

3.1. 上下解的构造 

在本小节中，我们致力于构造用于不动点方法的系统(3.2)的一对上下解。首先，我们给出系统(3.2)的
上下解的定义。 

定义 3.1 称连续函数对 ( ),U VΦ = 和 ( ),U VΦ = 分别为系统(3.2)的上解和下解，若它们在除有限多个

点 { }Τ , 1, ,iT i m= ∈ℜ = 
外均二阶可微，且满足以下不等式 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1

2

1 1 ,

1 ,

cU d U U U U V

cV d V V V U

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ γ ξ β ξ ξ

′ ′′≥ − − + −

′ ′′≥ + − + −
 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1

2

1 1 ,

1 .

cU d U U U U V

cV d V V V U

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ γ ξ β ξ ξ

′ ′′≤ − − + −

′ ′′≤ + − + −
 

接下来，我们定义 

( ) 2
2Δ , .c d cλ λ λ γ= − +  
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容易看出，当 *
22c c d γ> = 时， ( )Δ , 0cλ = 有两个正根 

2
2

21
2

4
2

c c d
d

γ
λ

− −
= 和

2
2

22
2

4
.

2
c c d

d
γ

λ
+ −

=  

对于足够大的 1q > ，我们定义以下函数 

( ) 21 21e e ,g qλ ξ ηλ ξξ = −  

其中 1η > 满足 

 { }21 21 21 22min 2 , , .ηλ λ σ λ λ< +  (3.3) 

令 0σ > 满足 { }1 21min ,c dσ λ< 。通过直接计算，可知 ( )g ξ 有一个负零点。设 ( )4 0g ξ = 。因此，我

们有
( )4

21

1 1ln 0
1 q

ξ
η λ

= <
−

。 

基于上述分析，对所有ξ ∈ℜ，我们定义以下连续函数如下 

 ( ) ( ) 21
1 1min 1 , e , min ,eU K V λ ξσξξ ξ
β β

   
= − =   

   
 (3.4) 

和 

 ( ) ( ) { }( 210, max 0,e e ,U V qλ ξ ηλ ξξ ξ= = −  (3.5) 

其中 ,K q 为稍后确定的正常数。 
我们将证明，当 c c∗> 时， ( ) ( )( ),U Vξ ξ 和 ( ) ( )( ),U Vξ ξ 是系统(3.2)的一对上下解。 

引理 3.2 假设 { }1 21min ,c dσ λ< ， ( )2
1

1max ,1K c dβ σ σ
β

 −
> − 

 
。则对任意 1ξ ξ≠ ，函数 ( )U ξ 满足 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 1 ,cU d U U U U Vξ ξ ξ ξ ξ ξ′ ′′≥ − − + −  

其中 1
1 1ln 0

K
βξ

σ β
−

= < 。 

证明：当 1ξ ξ> 时，
11U
β

= − 。注意到对所有ξ ∈ℜ，有 ( ) 1V ξ
β

≤ 。由(H)可得
3 5

2
β +
≥ ，则我们

有 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )

1 1 1

1 1 11

1 1 1 11

1 1 11

0.

d U cU U U U V

V

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ
β β β

β β β β

β β β

′′ ′− − − + −

 
= − − + 

 

 
≤ − − + 

 

 
= − − −  

 

≤

 

当 1ξ ξ< 时， eU K σξ= ，则可得 
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ){ }
( ){ }

21

21

1

1

2
1

2
1

2
1

1 1

1

e e 1 e e

e e

e 1

0.

d U cU U U U V

d U cU U V

d K cK K

K d c

K d c

λ ξσξ σξ σξ

λ σ ξσξ

σξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

σ σ

σ σ

σ σ

−

′′ ′− − − + −

′′ ′< − + −

≤ − + −

= − +

= − +

<

 

证明完毕。 
引理 3.3 对任意 1ξ ξ≠ ，函数 ( )V ξ 满足 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 1 ,cV d V V V Uξ ξ γ ξ β ξ ξ′ ′′≥ + − + −  

其中 2
21

1 1ln 0ξ
λ β

= < 。 

证明：当 2ξ ξ> 时，我们有
1V
β

= 。注意到对所有ξ ∈ℜ，有 ( ) 0U ξ = 。于是， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

2

2

1

1

1 1 1

0.

d V cV V V U

d V cV V V

ξ ξ γ ξ β ξ ξ

ξ ξ γ ξ β ξ

γ β
β β

′′ ′− + − + −

′′ ′= − + − +

 
= − + 

 
=

 

当 2ξ ξ< 时， 21eV λ ξ= 。因此， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

21 21 21

21

2

2

2
2

2 21 21
2

2 21 21

21

1

1

e e e

e

,
0.

d V cV V V U

d V cV V V

d V cV V
d c

d c

c

λ ξ λ ξ λ ξ

λ ξ

ξ ξ γ ξ β ξ ξ

ξ ξ γ ξ β ξ

ξ ξ γ ξ

λ λ γ

λ λ γ

λ

′′ ′− + − + −

′′ ′= − + − +

′′ ′≤ − +

= − +

= − +

= ∆
=

 

证明完毕。 
引理 3.4 对任意ξ ∈ℜ，函数 ( )U ξ 满足 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 1 .cU d U U U U Vξ ξ ξ ξ ξ ξ′ ′′≤ − − + −  

证明：由于对所有的ξ ∈ℜ，都有 ( ) 0U ξ = ，则很容易看出 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 0.d U cU U U U V Vξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ′′ ′− − − + − ≥ ≥  

证明完毕。 
引理 3.5 假设η满足(3.3)且 

( )
( )21

max ,1 ,
Δ ,

K
q

c
β γ
ηλ

 + > − 
  
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则对于任意的 4ξ ξ≠ ，函数 ( )V ξ 满足 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 1 0,cV d V V V Uξ ξ γ ξ β ξ ξ′ ′′≤ + − + − =  

其中
( )4

21

1 1ln 0
1 q

ξ
η λ

= <
−

。 

证明：当 4ξ ξ> 时， ( ) 0V ξ = 。因此，我们可以看到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 1 0.d V cV V V Uξ ξ γ ξ β ξ ξ′′ ′− + − + − =  

当 4ξ ξ< 时， ( ) 21 21e eV qλ ξ ηλ ξξ = − 和 ( ) eU K σξξ = 。通过计算可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

2121 21 21 21

21 21 21

2121 21

21

2

2

22
2 21 21

2 2
2 21 21

22
2 21 21

2 2
2 21 21

1

1

e e e e e

e e e

e e e

e

d V cV V V U

d V cV V V U

d c K

d q cq q

d c K

d c q

σ λ ξλ ξ λ ξ λ ξ λ ξ

ηλ ξ ηλ ξ ηλ ξ

σ λ ξλ ξ λ ξ

ηλ ξ

ξ ξ γ ξ β ξ ξ

ξ ξ γ ξ β ξ ξ

λ λ γ βγ γ

η λ ηλ γ

λ λ γ βγ γ

η λ ηλ γ

λ

+

+

′′ ′− + − + −

′′ ′> − + − + −

> − + − −

− − +

= − + − −

− − +

= ∆( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ){ }

2121 21 21

2121 21

21 21 2121

21

2
21 21

2
21

2
21

21

, e , e e e

, e e e

e , e e

e , .

c c q K

c q K

q c K

q c K

σ λ ξλ ξ ηλ ξ λ ξ

σ λ ξηλ ξ λ ξ

η λ ξ σ λ ηλ ξηλ ξ

ηλ ξ

ηλ βγ γ

ηλ βγ γ

ηλ βγ γ

ηλ β γ

+

+

− + −

− ∆ − −

= −∆ − −

= − ∆ − −

≥ − ∆ − +

 

注意 ( )21Δ , 0cηλ < 。然后通过选择
( )
( )21

1
,

K
q

c
β γ
ηλ
+

> − +
∆

，我们得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 1 0.d V cV V V Uξ ξ γ ξ β ξ ξ′′ ′− + − + − ≥  

证明完毕。 

3.2. 非临界波速的存在性 

在本小节中，我们将通过 Schauder 不动点定理结合上下解，证明当波速为 c c∗> 时，系统(3.2)存在连

接平衡态(0, 0)的正解。设 µ 为一个正的常数，其可以足够小。 
对于 ( ) ( ) ( )( )1 2,ξ ϕ ξ ϕ ξΦ = ，定义 

( ) ( ) ( ) ( ){ }2 2, , : ,B Cµ µ
ℜ ℜ = Φ ⋅ ∈ ℜ ℜ Φ ⋅ < ∞  

其中， 

( ) ( )1 2  max sup e ,sup eµ ξ µ ξ
µ

ξ ξ
ϕ ξ ϕ ξ− −

∈ℜ ∈ℜ

 Φ = ⋅ 
 

 

容易验证， ( )2,B R Rµ 是带有衰减范数 µ
⋅ 的巴拿赫空间，其中 ⋅ 是 2ℜ 中的标准上确界范数。 

现在我们定义 ( )2,Bµ ℜ ℜ 的一个子集，在该子集上我们将应用 Schauder 不动点定理 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2, , : , , ,U V C U U U V V Vξ ξ ξ ξ ξ ξ ξΓ = ∈ ℜ ℜ ≤ ≤ ≤ ≤ ∈ℜ  

其中 ( ),U V 为由(3.4)给出的上解， ( ),U V 为由(3.5)给出的下解。注意到 ( ),U V 和 ( ),U V ∈Γ，则 Γ非空。

不难验证 Γ在 ( )2,B R Rµ 中是有界、闭且凸的。 
设 1 0β > 和 2 0β > 为两个足够大的正常数。系统(3.2)可以转化为以下形式 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

1 1 1

2 2 2

, 0, ,
, 0, ,

d U cU U F U V
d V cV V F U V

ξ ξ β ξ ξ ξ
ξ ξ β ξ ξ ξ

′′ ′ − − + = ∈ℜ
 ′′ ′− − + = ∈ℜ

 

其中， 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 1, : 1 1 , ,F U V U U U U Vξ β ξ ξ ξ ξ ξ ξ= − − + − ∈ℜ  

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2, : 1 , .F U V V V V Uξ β ξ γ ξ β ξ ξ ξ= + − + − ∈ℜ  

记 ( ) , , 1, 2ij ij c i jΛ = Λ = 。常数 1 20i iΛ < < Λ 满足由特征方程给出的条件 
2 0, 1, 2,i id c iλ λ β− − = =  

其形式为 
2 2

1 2

4 4
, .

2 2
i i i i

i i
i i

c c d c c d
d d

β β− + + +
Λ = Λ =  

我们通过定义一个算子 ( ) ( )2
1 2, : ,P P P C= Γ → ℜ ℜ 来表示 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( )

11 12

21 22

1 1
1 1

2 2
2 2

1, e e , d ,

1, e e , d ,

s s

s s

P U V F U V s s
d

P U V F U V s s
d

ξ ξ ξ

ξ

ξ ξ ξ

ξ

ξ

ξ

∞Λ − Λ −

−∞

∞Λ − Λ −

−∞

 = +  Λ

 = +  Λ

∫ ∫

∫ ∫
 

其中， 1 12 11Λ = Λ −Λ ， 2 22 21Λ = Λ −Λ ， ( ),U V ∈Γ，ξ ∈ℜ。 
很容易验证 P 在Γ中的不动点就是系统(3.2)的非负解。我们将利用 Schauder 不动点定理来证明 P 在

Γ中不动点的存在性。因此，我们需要验证关于 P 应用 Schauder 不动点定理的条件。 
引理 3.6 ( )P Γ ⊂ Γ。 
本引理结论易证，此处省略。 
引理 3.7 对于 0µ > 足够小， ( ) ( )2

1 2, : ,P P P C= Γ → ℜ ℜ 关于范数 µ
⋅ 在 ( )2,B R Rµ 中是连续的。 

证明：假设 ( ),i i iU VΦ = ∈Γ。对任意的ξ ∈R，则我们有 

( )0 1iU ξ≤ ≤ 和 ( )0 1,iV ξ≤ ≤  

其中 1,2i = 。因此， 

( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
[ ]

2 1 2 2

2 2
2 1 2 2 1 2 1 2

2 1 2 2 1 2 1 2 1 2

2 2 1 2 1 2

2 1 2

1 1 2

e

1 e

1 e

2 1 e

2

: ,

F F

V V V V U V V

V V V V V V U V V

V V U V V

M

µ ξ

µ ξ

µ ξ

µ ξ

µ

µ

ξ ξ

β ξ ξ γβ ξ ξ γ ξ ξ ξ

β ξ ξ γβ ξ ξ ξ ξ γ ξ ξ ξ

β γβ ξ ξ γ ξ ξ ξ

β γβ γ

−

−

−

−

Φ − Φ

 = − − − + − −       

= − − − + + − −              

≤ + − + − −      

≤ + + Φ −Φ

= Φ −Φ
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其中， 1 2 2 0M β γβ γ= + + > 。因此 

( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )

21 22

21 21

2 1 2 2

2 1 2 2 2 1 2 2
2 2

1
1 2

2 2

e

e e d e d

e
e d e d .

s s

s s s s

P P

F F s F F s
d

M s s
d

µ ξ

µ ξ
ξ ξ ξ

ξ

µ ξ
ξ ξ µ ξ µ

µξ

ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

−

−
∞Λ − Λ −

−∞

−
∞Λ − + Λ − +

−∞

Φ − Φ

 ≤ Φ − Φ + Φ − Φ  Λ

 ≤ + Φ −Φ  Λ

∫ ∫

∫ ∫

 

设 { }11 12min ,µ < −Λ Λ 。若 0ξ < ，则得到 

( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )22 2

21 2

2

2 2221 22 22

2 1 2 2

1
1 2

2 2

0

1
1 2

2 2 21 22 22

1
1 2

2 2 2

0

1 22 22

e e d e e d e

e

e

1 1 e e

1 1

e

.

d

1

s

s

s

s

s

P P

M
d

M

s

d

s

d

s

M

µ ξ

µξ

µ

ξ µ

µ µ

µ µξ ξ ξ
ξ

µ

µ

ξ ξ

µ µ µ

µ µ µ

+∞− Λ + − Λ + −ΛΛ Λ

−

Λ

−

Λ + Λ

∞

+

Φ − Φ

 ≤ Φ −Φ  Λ

 −
= + + Φ −Φ 

Λ −Λ − Λ + Λ −  

 
≤ + + Φ −Φ Λ −Λ − Λ + Λ − 

+



+∫ ∫ ∫
 

若 0ξ ≥ ，则可得 

( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

21 21 2221 21 22

21 21

2 1 2 2

01
1 2

2 2

1
1 2

2 2 21 21 22

1
1 2

2 2

0

21 21 22

e

e
e e d e e d e e d

e 1 e 1

1 1 1 .

s s s

s s

P P

M s s s
d

M
d

M
d

µ ξ

µξ
ξµ µ µξ ξ ξ

µξ

µ µ

µ

µ

ξ ξ

µ µ µ

µ µ µ

−

−
+∞− Λ + −Λ −ΛΛ Λ Λ

−∞

Λ − Λ −

Φ − Φ

 ≤ + + Φ −Φ  Λ

 −
= + + Φ −Φ 

Λ −Λ − −Λ Λ −  

 
≤ + + Φ −Φ Λ −Λ − −Λ Λ − 

∫∫ ∫
 

因此，可得 

( ) ( )2 1 2 2 2 1 2 ,P P M
µµ

Φ − Φ ≤ Φ −Φ  

其中， 

1
2

2 1 21 22 22 21 21 22

1 1 1 1 1 1max , ,
MM

d µ µ µ µ µ µ
 

= + + + + Λ −Λ − Λ + Λ − −Λ − −Λ Λ − 
 

这进一步意味着 

( )( ) ( )( )2 1 2 2 2 1 2sup e .P P Mµ ξ
µ

ξ
ξ ξ −

∈ℜ
Φ − Φ ≤ Φ −Φ  

因此， ( )2
2 : ,P CΓ → ℜ ℜ 关于范数 µ

⋅ 在 ( )2,B R Rµ 中是连续的。同样，可以证明 ( )2
1 : ,P CΓ → ℜ ℜ 关

于范数 µ
⋅ 在 ( )2,B R Rµ 中也是连续的。证明完毕。 

引理 3.8 在范数 µ
⋅ 下，算子 ( )1 2, :P P P= Γ → Γ在 ( )2,B R Rµ 中是紧算子。 

证明：假设 ( ),U VΦ = ∈Γ。则有 

https://doi.org/10.12677/pm.2026.166162


蒲斌强，张国宝 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2026.166162 128 理论数学 
 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 3 11 1 : 3.F U U U U V Mξ β ξ ξ ξ ξ ξ βΦ = − − + − ≤ = +  

因此， 

 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

11 12

11 12

1 11 1 12 1
1 1

11 12
1 1

2

3

1 1 1 11 1

3 3 3

d 1 e d e d
d

e d e d

2 2 2
.

44

s s

s s

P F s s F s s
d

M
s s

d

M M M
d dc d

ξ ξ ξ

ξ

ξ ξ ξ

ξ

ξ
ξ

ββ

+∞Λ − Λ −

−∞

+∞Λ − Λ −

−∞

Φ = Λ Φ +Λ Φ
Λ

 ≤ Λ + Λ  Λ

= = ≤
Λ +

∫ ∫

∫ ∫  (3.6) 

同样地， 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )2 2 4 21 : 1.F V U V Mξ β γ β ξ ξ ξ β γβ Φ = + − + − ≤ = + +  
 

然后， 

 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

21 22

21 22

2 21 2 22 2
2 2

21 22
2 2

2 2 2 2

4

4 4

d 1 e d e d
d

e d e d

2 2
.

4

s s

s s

P F s s F s s
d

M s s
d

M M
d d

ξ ξ ξ

ξ

ξ ξ ξ

ξ

ξ
ξ

β

+∞Λ − Λ −

−∞

+∞Λ − Λ −

−∞

Φ = Λ Φ +Λ Φ
Λ

 ≤ Λ + Λ  Λ

= ≤
Λ

∫ ∫

∫ ∫  (3.7) 

显然，(3.6)和(3.7)意味着 

( )( ) ( )( )1
2 2

4

1

3
2

1

2 2d d, .
d d4 4

M MP P
d dµ µ

ξ ξ
ξ ξβ β

Φ ≤ Φ ≤  

因此， ( )( )d
d iP

µ

ξ
ξ

Φ 是有界的， 1,2i = 。这表明 ( )P Γ 在范数 µ
⋅ 下是一致有界且等度连续的。 

为了得到一个收敛序列，我们考虑一个连续的截断算子。对任意正整数 n ，定义 

( )( )
( )( ) [ ]
( )( ) [ ]
( )( ) [ ]

, , ,

, , ,

, , .

n

P n n

P P n n

P n n

ξ

ξ ξ ξ

ξ

 Φ − ∈ −∞ −
Φ = Φ ∈ −


Φ ∈ +∞

 

显然， ( )2,:nP BµΓ → ℜ ℜ 是连续的。此外， ( )nP Γ 关于范数 µ
⋅ 在 ( )2,Bµ ℜ ℜ 中是一致有界的且等度

连续的。根据 Arzela-Ascoli 定理， ( )( )( )nP ξΦ ⋅ 存在收敛子列。因此， ( )2,:nP BµΓ → ℜ ℜ 是一族紧算子。

此外，我们将证明当 n → +∞时， nP P→ 在范数 µ
⋅ 下收敛。由于 

( )( ) ( ) ( )21 223
2

2 2

3

2 21 2

e d e d

,

s sM
P s s

d
M

d

ξ ξ ξ

ξ
ξ

∞Λ − Λ −

−∞
 Φ = +  Λ

=
Λ Λ

∫ ∫
 

当 n → +∞，我们有 
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( ) ( )

( )( ) ( )( )

( ] [ )
( )( ) ( )( )

2 2

2 2

2 2
, ,

3

2 21 22

sup e

sup e

2
e 0.

n

n

n

n n

n

P P

P P

P P

M
d

µ

µ ξ

µξ

µ ξ

µξ

µ

ξ ξ

ξ ξ

−

∈ℜ

−

∈ −∞ − ∪ +∞

−

Φ − Φ

= Φ − Φ

= Φ − Φ

= →
Λ Λ

 

同样地，我们可以证明，当 n → +∞时， ( ) ( )1 1 0nP P
µ

Φ − Φ → 。因此，当 n → +∞时， 

( ) ( ) 0nP P
µ

Φ − Φ → 。根据文献[28]中的命题 2.12，我们得出 ( )2: Γ ,P B R Rµ→ 是紧的。证明完毕。 

定理 2.2 的证明：上述引理 3.6~3.8 表明，Schauder 不动点定理的条件得到满足。因此，算子 P 在Γ
中至少存在一个满足(3.2)的不动点。由于 ( ) ( ) ( )U U Uξ ξ ξ< < 和 ( ) ( ) ( )V V Vξ ξ ξ< < ，由(3.4)和(3.5)，很

容易看出 ( ) ( )( ) ( )lim , 0,0U V
ξ

ξ ξ
→−∞

= ，即得 ( ) ( )( ) ( )lim , 1,0
ξ

ϕ ξ φ ξ
→−∞

= 。现在我们验证 ( )1 1ϕ ξ
β
< < ，

( ) 10 φ ξ
β

< < ，只需验证 ( ) 10 1U ξ
β

< < − ， ( ) 10 V ξ
β

< < 成立。注意到 ( ) ( )( ),U Vξ ξ ∈Γ 是算子 P 的不动

点。则 ( )( ) ( )2 ,P U V Vξ ξ= 且 

( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

21 22

21 22

2 2

2 2
2 2

2 2

, ,
1 e d e d

1 e e d

0, .

s s

s s

P U V P U V

F s s F s s
d

V s s
d

ξ ξ ξ

ξ

ξ ξ ξ

ξ

ξ ξ

ξ

+∞Λ − Λ −

−∞

+∞Λ − Λ −

−∞

≥

 ≤ Φ + Φ  Λ

 ≤ +  Λ
> ∀ ∈ℜ

∫ ∫

∫ ∫
 

通过类似的方法，我们可以证明其他不等式。定理 2.2 证毕。 

4. 结论 

本文通过构造一对适当的上下解并应用 Schauder 不动点定理，证明了一类具有从众行为的扩散捕食

者–食饵模型的超临界波速下连接边界平衡点的行波解的存在性。众所周知，行波解可以描述捕食者入

侵食饵栖息地后产生的共存现象。本文只证明了行波解在负无穷远处连接边界平衡点，接下来我们将继

续研究行波解在正无穷远处连接正平衡点。与此同时，我们将进一步考虑临界和次临界波速行波解的存

在性。 
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