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摘  要 

连分数理论作为数学分析中的重要工具，在数的表示、逼近理论及数值计算中发挥着独特作用。本文以

连分数理论为基础，结合数值逼近中的有理逼近方法，系统梳理了从经典连分数理论到现代有理逼近的

发展脉络。文章首先回顾连分数的基本性质及其在实数表示中的作用，继而探讨渐近分数作为最佳有理

逼近的核心理论，最后引入Padé逼近等现代有理逼近方法，揭示连分数思想在分析逼近中的深刻影响。

研究表明，连分数不仅提供了最佳有理逼近的理论基础，其构造思想和收敛性分析也为现代数值逼近方

法的发展提供了重要启示。 
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Abstract 
As an important tool in mathematical analysis, continued fraction theory plays a unique role in 
number representation, approximation theory, and numerical computation. This thesis, based on 
continued fraction theory and combined with rational approximation methods in numerical ap-
proximation, systematically reviews the development from classical continued fraction theory to 
modern rational approximation. The article first reviews the basic properties of continued fractions 
and their role in real number representation, then discusses the core theory of convergents as best 
rational approximations, and finally introduces modern rational approximation methods such as 
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Padé approximation, revealing the profound influence of continued fraction ideas in analytic ap-
proximation. Research shows that continued fractions not only provide the theoretical foundation 
for best rational approximation, but their constructive ideas and convergence analysis also offer 
important insights for the development of modern numerical approximation methods. 
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1. 引言 

在数值分析与逼近理论中，如何用简单函数有效地逼近复杂函数一直是一个核心问题。多项式逼近

虽然因其线性和光滑性而被广泛使用，但在处理具有极点、无界区域或振荡剧烈的函数时往往表现不佳。

有理函数作为多项式的比值，能够更灵活地捕捉函数的奇异性和渐近行为，因而在逼近论中占据重要地

位。 
连分数作为一种特殊的数的表示形式，其历史可追溯至欧几里得算法和丢番图逼近的早期研究。辛

钦 A.Я [1]在其经典著作《连分数》中系统阐述了这一理论的数学基础，指出连分数“是数学分析、概率

论、力学、特别是数论中的重要工具之一”。连分数的独特价值在于：它不仅提供了用有理数逼近实数

的系统方法，而且其渐近分数序列在某种意义下给出了“最佳”有理逼近。近二十年来，连分数的度量

理论和遍历性质也得到了系统的发展[2] [3]。 
本文旨在构建从经典连分数理论到现代有理逼近方法的逻辑桥梁。我们首先回顾连分数的基本性质

及其在实数表示中的作用，然后深入探讨渐近分数作为最佳逼近的核心理论，最后介绍 Padé 逼近等现代

方法，展示连分数思想在分析逼近中的持久影响。 

2. 连分数的基本理论 

2.1. 连分数的定义与表示 

最简连分数具有如下形式： 

0

1
2

1
1

a
a

a

+
+

+

 

其中元素 0 1 2, , ,a a a 在最一般情形下为独立变量。为方便表示，通常记作 [ ]0 1 2; , ,a a a  。当元素个数有限

时称为有限连分数，此时它表示一个有理数；当元素个数无限且 0 1 2; , ,a a a 为正整数时，连分数收敛于

某个实数。我们有如下定理[1]： 
定理 1 每一个实数 a 都对应着唯一的以这个数为值的连分数。如果数 a 是有理数，则这个连分数是

有限的；如果这它是无理数，则连分数是无限的。 
该定理表明连分数表示实数的一个核心结果是：每一个实数都对应着唯一的连分数展开式。对于有

理数，展开式是有限地，通常记为 [ ]0 1 2; , , , na a a a ；对于无理数，展开式是无限的，记为 [ ]0 1 2; , ,a a a  。
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这一性质使得连分数成为表示实数的有力工具。 

例 1 将有理数
43
30

展开为连分数。 

解：反复使用带余除法 

43 13 11 1 ,
3030 30
13

= + = +  

30 4 12 2 ,
1313 13
4

= + = +  

13 13 ,
4 4
= +  

因此， 

[ ]43 11 1;2,3,4 ,
130 2 13

4

= + =
+

+

 

这是一个有限连分数表示有理数的例子。无理数的连分数展开是无限的，无规律的，但二次无理数

(有理系数二次方程的实根)的连分数展开必定是循环的，这是拉格朗日发现的深刻结果。 
定义 1 无限简单连分数 [ ]0 1 2; , ,a a aα =  ，其中 0 1 2Z, ,a a a N +∈ ∈ ，若存在整数 0, 1s t≥ ≥ ，使得对所

有 0, 1k i t≥ ≤ ≤ ，都有 s i s i kta a+ + += ，则称α 为循环连分数。记为 

0 1 2 1; , , , , , ,s s s ta a a a a aα + +
 =   

 

我们有定理： 
定理 2 任何循环连分数表示二次无理数；反之，任何二次无理数可用循环连分数来表示。 
例 2 求黄金比例的连分数。 

解：数
1 5

2
α +
= 满足方程 2 1 0α α− − = ，即

11α
α

= + 。 

反复代入自身得 

1 1 11 1 1 ,
1 11 1 11

α
α

α

= + = + = +
+ +

+


 

因此 [ ]1;1,1, 1α  = =   。 

这是最简单的无限循环连分数。这一性质不仅揭示了二次无理数的算术特性，也为超越数的构造提

供了判据——如果一个数允许有理分数以超代数阶逼近，则它必为超越数。 

2.2. 渐近分数及其计算 

在数学分析中我们知道任何无理数可以由有理数列去逼近，而有理数可以写成分数的形式，我们如

何去找一个有理数列去逼近实数呢？从用简单分数逼近复杂数的实际需求中慢慢诞生了“渐近分数”这

个概念，它完全依附于连分数的发展[4]。 
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定义 2 对于连分数 [ ]0 1 2; , ,a a a  ，其第 k 个节 [ ]0 1 2; , , ,k ks a a a s=  的标准表示式 k

k

p
q

称为 k 阶渐近分

数。渐近分数的分子和分母满足递推关系： 

( )1 2 1 2, 2k k k k k k k kp a p p q a q q k− − − −= + = + ≥  

这一简洁的递推公式是连分数理论的核心，它使得渐近分数的计算极为高效，也可说明连分数的收

敛性。 
渐近分数具有以下重要性质： 
1) 最佳逼近性：所有渐近分数都是既约的，且相邻渐近分数满足 

( )1 1 1 k
k k k kq p p q− −− = −  

这一恒等式保证了渐近分数序列的收敛性。 

2) 逼近误差界：对于无限连分数表示的数α ，有
1

1k

k k k

p
q q q

α
+

− < ，以及下界估计 

( )1

1 .k

k k k k

p
q q q q

α
+

− >
+

 

3) 分母增长性：分母序列满足 ( )1 22 k
kq −≥ ，其增长速度不慢于几何级数。 

这些性质为连分数在逼近论中的应用奠定了坚实基础。 

3. 最佳有理逼近理论 

根据上述渐进分数的定义以及重要的性质，我们可以得到由渐进分数去逼近无理数的一些理论。许

多研究者[5]都给出了不同的逼近理论，如 Milinkovic [6]系统讨论了连分数、中间分数与第一类和第二类

最佳逼近之间的关系。 

3.1. 最佳逼近的定义与分类 

给定无理数α ，我们希望用分母尽可能小的有理数
p
q
，以给定的精度逼近 .α 根据度量逼近质量的不

同标准，可以定义两种类型的最佳逼近[7]。 

第一类最佳逼近：若对任意满足 0 d b< ≤ 且
c a
d b
≠ 的有理数，均有

a c
b d

α α− < − ，则称
a
b
为α 的第

一类最佳逼近。 

第二类最佳逼近：若对任意满足 0 d b< ≤ 且
c a
d b
≠ 的有理数，均有 b a d cα α− < − ，则称

a
b
为α 的

第二类最佳逼近。 

3.2. 渐近分数作为最佳逼近 

对于任意一个无理数，我们都可以把它展开成无限简单连分数，并用其渐近分数去逼近这个无理数。

随着渐近分数的阶数越高，逼近的精度就越高。连分数理论中具有核心地位的定理揭示了渐近分数与最

佳逼近之间的深刻联系[8]。 
定理 3 (最佳逼近特征)任何第一类最佳逼近必为渐近分数或中间分数； 
定理 4 任何第二类最佳逼近必为渐近分数；几乎所有的渐近分数都是第二类最佳逼近。 
上述定理说明渐近分数是寻找最佳有理逼近最自然、最有效的工具。连分数产生的渐近分数，其分
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母完全由被逼近数所确定，因此能更精准地反映数的逼近特性。 

3.3. 逼近阶的估计 

对于用渐近分数逼近实数的精度，有以下重要结果： 

1) 对于任意无理数α ，三个连续渐近分数中至少有一个满足
2

1
5

p
q q

α − <  

常数
1
5
是最优的，例如对于黄金比例数

1 5
2

α +
= ，对任意

1
5

c < ，不等式 2

p c
q q

α − < 只有有限

多个解。 

2) 从度量论角度看，几乎所有实数都允许以任意高于
2

1
q

阶的速度逼近；元素为有界的数(如二次无

理数)则仅允许以不超过
2

1
q

阶的速度逼近。 

这些结果精确描绘了不同类型无理数的逼近特性，为理解数的算术复杂性提供了有效工具。渐进分

数逼近无理数的理论把实数有理逼近问题完全划归为连分数渐进分数的研究，给出了最优逼近、误差阶、

逼近唯一性的完整判定。基于连分数逼近数的相关理论和性质，我们可以很好理解有理函数逼近任意函

数的相关理论。 
在数值逼近理论中，Lagrange 插值与 Newton 插值为典型的整数阶多项式逼近，通过在离散插值节点

上强制函数值相等实现对连续函数的拟合。受次数离散取整限制，高次插值易产生 Runge 震荡现象，在

区间边界产生剧烈震荡，全局逼近效果不佳，且对含有奇点、极点的函数拟合能力较弱。 
第三节的讨论揭示了连分数在实数有理逼近中的核心地位，渐近分数以最优方式逼近无理数，其误

差阶与分母增长规律均由连分数元素唯一确定。这一思想不仅限于数的逼近，更可自然推广至函数逼近

领域。实数域上，连分数本质是用有理分数对无理数做最佳有理逼近，只用整数分子、整数分母，对单

点数值做逼近，解决的是数的逼近问题，是一维、离散、针对常数的有理逼近。类似地，我们可以考虑把

连分数的思想函数化，通过两个整数多项式的商来逼近所给的连续函数，已达到更好的逼近效果。同样

根据连分数展开生成有理函数序列，以渐进方式逼近目标函数。从数到函数的跨越，关键在于将算术中

的带余除法替换为函数系数的辗转相除，从而构造出函数的有理逼近——Padé 逼近。 

4. Padé逼近与连分数的联系 

4.1. Padé逼近的基本思想 

在现代数值逼近理论中，Padé 逼近[9]是有理逼近的重要方法。 
Padé 逼近由法国数学家 Henri Padé 在其 1892 年的博士论文中系统建立，用有理函数给出远比泰勒

级数宽泛的逼近域。在现代发展中，Padé 逼近已成为数值分析的核心工具，在矩阵指数的计算、控制工

程、信号处理等领域发挥巨大作用。近年来，Padé 逼近相关算法也有重要发展，如 Hermite-Padé 逼近算

法[10]，最小二乘 Padé 逼近算法[11]等。 
有理逼近仍属于简单函数，虽然较多项式要复杂，但用它来近似表示函数时更加灵活、有效、可以

在极点附近取得很好的逼近效果。Padé 逼近就是一种关于函数值的特殊类型的有理分式逼近法，它的思

想是以尽量快的速度与泰勒级数展开式相匹配。本节考察 Padé 逼近的存在唯一性，误差阶。这里不妨设

0 0x = 。Padé 逼近也可以按下述方式表述。 
设 ( )f x 在原点附近用幂级数所定义： 

https://doi.org/10.12677/pm.2026.166158
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( )
0

j
j

j
f x c x

∞

=

= ∑  

有理函数 ( ) ( )
( ),

m
m n

n

p x
R x

q x
= ，其中 ( ) ( ),m np x q x 分别为次数不高于 ,m n 次的多项式且是不可约的。 

定义 3 令 0 0, , , m nx y y +⋅ ⋅ ⋅ 是给定的常数，Padé 插值问题是寻找有理函数 ( ) ( ),m nR x R x∈ 使 
( ) ( )0 , 0,1, ,k

kR x y k m n= = ⋅⋅⋅ +  

如果选择 ( )0
k

ky f x= ，称满足上式的有理函数 ( )R x 为 ( )f x 在 0x 处的 [ ]m n 次的 Padé 逼近。 

[ ]m n 次的 Padé 逼近式中，多项式 ( )mp x 和 ( )nq x 系数通过下述方程可以确定。 

( ) ( ) ( )1
,

m n
m nf x R x o x + +− =  

即 

( ) ( ) ( ) ( )1n m
m nf x p x q x o x + +− =  

因此需要满足 

( )1 0 1

0 0 1

mm n
j m n m

j n
j n

a a x a x
c x o x

b b x b x

+
+ +

=

+ + +
+ =

+ + +∑




 

即有理函数与幂级数展开的前 1m n+ + 项匹配。根据上述定义和分析，下面我们给出有理逼近定理

的充要条件和它的计算方法[8]。为在 ( ),m nR x 中寻找满足上式的有理函数，而不是多项式，首先将商的求

导问题转化为乘积的求导问题。 

定理 5 函数 ( )f x 在 0x = 处有直到 m n+ 阶导数，令 ( ) ( ) ( ) ( )n mg x f x q x p x= − ， ( ) ( )
( ),

m
m n

n

p x
R x

q x
= ，

并且假设 ( )0 0nq ≠ ，那么 ( ) ( ) ( ) ( ), 0 0k k
m nR f= 的充要条件是 ( ) ( )0 0, 0,1, ,kg k m n= = ⋅⋅⋅ +  

证明 令 ( ) ( )
1

n

h x
q x

= ，于是由定理假设，有 ( ) ( ) ( ) ( ),m nf x R x g x h x− = ，应用 Leibnitz 关于乘积上的

求导公式从上式得到 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
0

0 0 0 0 ,
k

k k j k jj
m n k

j
f R C g h −

=

− = ∑  (1) 

若 ( ) ( )0 0, 0,1, ,jg j m n= = ⋅⋅⋅ + ， 那 么 (1) 式 蕴 含 着 ( ) ( ) ( ) ( ),0 0k k
m nf R= ； 反 之 ， 如 果

( ) ( ) ( ) ( ), 0 0 , 0,1, ,k k
m nR f k m n= = ⋅⋅⋅ + 成立，那么(1)左端为 0。在(1)式中令 0k = 得到等式 ( ) ( )0 0 0g h= ，但由

定理假设 ( ) ( )
10 0

0n

h
q

= ≠ ，于是 ( )0 0g = 。 

完全类似，在(1)式中令 1k = 有 ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0g h g h′ ′= + ，由于有 ( )0 0g = ， ( )0 0h ≠ 。继续这样的

讨论，就可以证明 ( ) ( )0 0, 0,1, ,kg k m n= = ⋅⋅⋅ + 。证毕。 

下面讨论 Padé 逼近的计算方法，记 ( )
0

m
j

m j
j

p x a x
=

= ∑ ， ( )
0

n
j

n j
j

q x b x
=

= ∑ ，并且假设 ( )mp x 和 ( )nq x 无公

因子，此外为了使
( )
( )

0
0

m

n

p
q

有定义，必须有 ( )0 0nq ≠ 。由于 ( )0 0nb q= ，在下面讨论中假设 0 1b = 。 

定理 6 令 ( )
0

m
j

m j
j

p x a x
=

= ∑ ， ( )
0

n
j

n j
j

q x b x
=

= ∑ ， 0 1b = ， ( ) ( )
( ),

m
m n

n

p x
R x

q x
= ，并约定

!
j

j

y
c

j
= ，当 j m> 时
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0ja = ，当 j n> 时 0.jb = 那么 Padé 逼近插值问题等价于下列方程组的求解。 

 
1

0
, 0,1, , .

k

k j k j k
j

a c b c k m n
−

−
=

− = = ⋅⋅⋅ +∑  (2) 

证明 记 ( )
0 0 !

jm n m n
j

j j
j j

xf x c x y
j

+ +

= =

= =∑ ∑ ，从定理 5 知 Pade 插值问题等价于下列关系式： 

( )( ) ( )0 0, 0,1, , ,k
n mfq p k m n− = = ⋅⋅⋅ +  

现在，由于 ( ) ( )0 !k
m kp k a= ，并应用 Leibnitz 公式 

( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )0 0

0 0
0 ! ! ,

! !

j k jk kk n
n j k j

j j

f q
fq k k c b

j k j

−

−
= =

= =
−∑ ∑  

故有 ( )( ) ( )
0

0 0 ! !
kk

n m j k j k
j

fq p k c b k a−
=

= − = =∑ 。若约定记号 0j < 时 0jc = ，那么可写成下列 Toeplitz 矩

阵形式： 

0

0 1

1

1

2 1

1

1 0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

0
0 0 0 0

− −

− +

− + +

+ −

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 
 

⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − 
 ⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − − 
 ⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
 

⋅ ⋅ ⋅ − ⋅⋅ ⋅ − 
 ⋅⋅ ⋅ − ⋅⋅ ⋅ −
 ⋅⋅ ⋅ − ⋅⋅ ⋅ −

⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅


⋅ ⋅ ⋅ − ⋅⋅ ⋅ − 

m n m

m n m

m n m

m m n

c
c c

c c
c c
c c

c c

00

11

22

1

21

1

+

+−

+

  
  
  
  
  
  
  

=   
  

   
   
   
   
   
      





mn
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m n

ca
ca
ca
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定理 7 记矩阵

1 1

2 1

2 1

m n m m

m n m m

m m n m n

c c c
c c c

H

c c c

− + −

− + +

+ − + −

 
 
 =
 
 
 





   



，若 H 非奇异，则插值的解存在且唯一。 

由泰勒系数 kc 建立 Padé 方程组的关键是将逼近条件转化为关于分母系数 jb 的线性方程组，然后回

代得到分子系数 ja 。定理 6 提供的方程 (2) 形式简洁，直接来源于导数的 Leibnitz 公式，易于编程实现

和理论分析。实际计算时，通常将 1, ,k m m n= + + 的方程写成 Toeplitz 矩阵，通过求解线性系统得到 jb ，

再代入 0, ,k m=  的方程得到 ja 。 

例 3 给定函数 ( ) ( )ln 1f x x= + ，取 ( ) ( )0 0, 0 , 0,1, ,5k
kx y f k= = = ⋅⋅⋅ ，构造泰勒多项式 ( )5P x 和 [ ]3 2 次

的 Padé 逼近，并分别近似计算 ln(2)。 
解 ( )ln 1 x+ 的泰勒级数为 

( )
2 3 4 5 6

ln 1 , 1.
2 3 4 5 6
x x x x xx x x+ = − + − + − + <

 

令
!
k

k
y

c
k

= ，取前 5 项 0 1 2 3 4 5
1 1 1 10, 1, , , ,
2 3 4 5

c c c c c c= = = − = = − = 。构造对应的泰勒多项式为 

( )
2 3 4 5

5 ,
2 3 4 5
x x x xP x x= − + − +  

https://doi.org/10.12677/pm.2026.166158


贺龙 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2026.166158 79 理论数学 
 

此时 ( )5
1 1 1 1ln 2 1 1 0.78333
2 3 4 5

P≈ = − + − + = ，对应误差为 

( )5ln 2 1 0.69315 0.78333 0.09018.P− ≈ − = −  

设满足条件的 Padé 逼近函数为
2 3

0 1 2 3
2

1 21
a a x a x a x

b x b x
+ + +

+ +
，由(2)式知 0 1 2 3 1 2, , , , ,a a a a b b 满足下列方程组： 

( ) ( ) ( )2 2 3 6
1 2 0 1 2 3

0
1 ,

∞

=

  + + − + + + = 
 
∑ k

k
k

c x b x b x a a x a x a x o x  

即有 

0

1

2 1

3 2 1

2 1

2 1

0
1

1
2

1 1
2 3

1 1 1
2 3 4

1 1 1
3 4 5

a
a

a b

a b b

b b

b b

=
 =


− = −


 − + =



− = −

− + =

 

得到系数解 0 1 2 3 1 2
7 1 6 30, 1, , ; ,

10 30 5 10
a a a a b b= = = = = = 。代入化简得到 Pade 逼近函数为 

( )
2 3

3,2 2

30 21 ,
30 36 9

x x xR x
x x

+ +
=

+ +
 

此时 ( )3,2ln 2 1 0.69333R≈ = ，对应误差为 ( )3,2ln 2 1 0.0018R− ≈ − ，此时同样的数据点，有理插值更精确。 
 

 
Figure 1. Comparison of Taylor approximation and Padé approximation 
图 1. 泰勒逼近与帕德逼近的比较 
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例 3 算的是单点处的逼近误差，只能比较某一固定点上泰勒多项式与帕德逼近的精度，无法反映函

数在整个区间上的逼近效果。我们在区间 ( ]1,3− 上绘制函数 ( ) ( )ln 1f x x= + 、 ( )5P x 和 ( )3,2R x 的图像(如
图 1)，从整体角度对比二者的逼近效果：可以看出，泰勒多项式仅在展开点附近精度较高，偏离后误差

快速发散、波动剧烈；而 Padé 逼近为有理分式形式，在整个区间内整体误差更小、稳定性更强，在整个

区间上几乎与真值重合，全局逼近效果显著优于同阶泰勒多项式。因此考察区间整体误差，更能体现 Padé
逼近的优势。 

Padé 逼近函数 ( )3,2R x 的分母 230 36 9x x+ + 的两个实根为数值约为−2.449 和−1.551，均不在数

( ) ( )ln 1f x x= + 的定义域内，因此在有效逼近区间内 Padé 逼近无奇异点，曲线连续光滑，极点不影响实

轴上的逼近效果。这一性质展示了有理逼近的一个重要优势：即使分母多项式存在复极点，只要这些极

点被排除在逼近区间之外，就保证了在目标区间内全局逼近的稳定性，这也是帕德逼近在更大范围优于

泰勒多项式的重要原因。 

4.2. Padé逼近与连分数的内在联系 

Padé 逼近与连分数之间存在着深刻的联系[12]。在前面我们的例题中，求一个数的连分式，我们用

带余除法，它本质上就是辗转相除法。求一个函数的有理逼近，简单情形下，不必解方程组，直接做多

项式辗转相除，逐层截断就得到连分式形式的有理逼近，而且它就是某个阶的帕德逼近。对同一个函数，

连分式展开和帕德逼近常常给出相同的有理函数。 
许多函数的连分数展开式恰好就是其 Padé 逼近表的对角线或次对角线元素。例如，指数函数 ex 的连

分数展开 

e 1
1

2
3

4
5

x x
x

x
x

x

= +
−

+
−

+
−

 

其渐近分数恰好对应于 Padé 逼近序列。这种联系说明：连分数是生成 Padé 逼近的自然框架，其递

推结构与 Padé 表的结构完全吻合。 
从数值计算角度看，Padé 逼近通过匹配幂级数系数构造有理逼近，而连分数则通过递推关系自然地

产生最佳有理逼近序列。两者殊途同归，都体现了有理函数在逼近复杂函数时的优越性[3]。 

4.3. 连分数逼近与多项式逼近的比较 

4.3.1. 有理逼近的优势 
与多项式逼近相比，基于连分数的有理逼近具有以下优势： 
1、处理极点：当被逼近函数存在极点时，多项式逼近往往需要极高次数才能获得满意精度，而有理

逼近可以自然地捕捉函数的奇异性。 
2、收敛区域：许多函数的幂级数收敛半径有限，但连分数展开可能在全平面(除极点外)收敛，从而

提供更大范围的有效逼近。 
3、经济性：相同次数下，有理函数通常比多项式具有更强的表达能力，可以用更少的参数达到同等

的逼近精度。 
然而，有理逼近也面临计算的复杂性——有理函数的求值涉及除法运算，其算术运算远比多项式复

杂。这也限制了连分数作为日常计算工具的广泛应用。 
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4.3.2. 在数值分析中的回响 
连分数的思想深刻影响了现代数值分析的发展，其精髓在于将复杂无理数或有理函数层层分解为简

单整数的递归结构，从而为逼近论、加速收敛及高精度算法提供了天然框架。具体的应用有： 
1、有理谱方法：在求解微分方程时，有理谱方法利用有理函数作为基函数，在处理具有边界层或奇

性解的问题时表现出色[13]。 
2、Padé 型方法：在时间推进格式、模型降阶、信号处理等领域，Padé 逼近被广泛应用于构造高效的

数值算法[14]。 
3、连分数插值：Thiele 型连分数插值可以直接从离散数据构造有理插值函数，避免了高次多项式插

值的 Runge 现象。 

5. 结论 

从经典连分数理论到现代有理逼近方法，我们见证了数学思想的延续与创新。连分数不仅为无理数

的表示和逼近提供了优美而深刻的理论框架，其构造方法和收敛性分析也为后世的有理逼近方法奠定了

思想基础。 
在数值分析日益依赖于计算机的今天，有理逼近因其在复杂函数逼近中的独特优势而焕发新的生命

力，而连分数作为有理逼近的源头活水，其理论价值历久弥新。从连分数到分析逼近的发展历程告诉我

们，数学中最深刻的思想往往产生于对简单问题的深入思考。 
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