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摘  要 

意大利支配问题是罗马支配问题的一种变形，要求每个未赋值顶点至少邻接两个赋值为1的顶点或至少

邻接一个赋值为2的顶点。人链图是一类具有规则结构的特定图类。本文在Meiyanathan等人工作的基础

上，研究人链图的意大利支配问题。通过图的结构分解和分类讨论，给出了人链图意大利支配数的表达

式，丰富了该类图在意大利支配问题上的研究。 
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Abstract 
Italian domination is a generalization of Roman domination, requiring that every unassigned vertex 
is adjacent to at least two vertices assigned 1 or at least one vertex assigned 2. A human chain graph 
is a special class of cactus graphs. Based on the work of Meiyanathan et al., this paper studies the 
Italian domination problem on human chain graphs. By structural decomposition and case analysis, 
the exact expression of the Italian domination number for human chain graphs is obtained, which 
enriches the theoretical results on Italian domination for cactus graphs. 
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1. 引言 

2004 年，Cockayne 等人[1]给出了图的罗马支配函数的定义，对于任意图 ( ),G V E= ，存在函数

{ }: 0,1, 2f V → ，如果对任意顶点 ( )v V G∈ ，当 ( ) 0f v = 时，其开邻域中至少存在一个权值为 2 的顶点 u ，

即 ( ) 2f u = ，则称 f 为图 G 的罗马支配函数。图中所有顶点权值和称为罗马支配函数的权值，记为

( ) ( )v Vw f f v
∈

= ∑ 。权重的最小值称为图G 的罗马支配数，记为 ( )R Gγ 。 

意大利支配问题是罗马支配问题的变体，也称为罗马{ }2 -支配。 
2016 年，Chellali 等人[2]定义了意大利支配函数。图 ( ),G V E= 的函数 ( ) { }: 0,1, 2f V G → ，满足对

任意 ( ) 0f v = 的顶点 v V∈ ，均有 ( )( ) 2u N v f u
∈

≥∑ ，则称 f 为G 的一个意大利支配函数。该函数的权值定

义为 ( ) ( )u Vf V f u
∈

= ∑ 。所有意大利支配函数中的最小权值称为图G 的意大利支配数，记为 ( )I Gγ ，达

到该最小权值的函数称为图G 的 Iγ −函数，缩写为 IDF。 

并给出了意大利支配数与经典支配数之间的基本不等式链。 
2017 年 Henning 等人[3]将罗马{ }2 −支配命名为意大利支配，并刻画了图T 是 2n ≥ ， ( ) ( ) 1I T Tγ γ≥ +

且满足 ( ) ( ) 1I T Tγ γ= + 和 ( ) ( )2I T Tγ γ= 的树图。同年 Maryam 和 Nader [4]给出了意大利支配数与双罗马

支配数 ( )dR Gγ 之间的上下界。此后，研究者们围绕意大利支配问题展开了深入研究，相关文献可参见文

献[5]-[8]。 
2018 年，Anitha 等人[9]定义了人链图。设 ( ), ,n mG HC p q= 是一个简单、有限且无向的人链图，其中

n N∈ ， 3m ≥ ，顶点数 2 1p mn n= + + ，边数 2 2q mn n= + 。当 1n = 时， ( )1, ,mHC p q 为人链图，即链中仅

有一个个体。如图 1。 
 

 

Figure 1. Schematic diagram of human chain graph 1,mHC  when 1n =  

图 1. 当 1n = 时，人链图 1,mHC 的示意图 
 

2021 年 Meiyanathan 等人[10]给出了人链图的支配数、边支配数和罗马支配数。 
受 Meiyanathan 等人[10]工作的启发，本文进一步研究人链图的意大利支配问题，给出其意大利支配

数的表达式。 
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2. 预备知识 

本文中所涉及的图均为无向的简单图。设 ( ),G V E= 是一个顶点集为 ( )V G 、边集为 ( )E G 的无向简

单图，其顶点数和边数分别用 ( )n G 和 ( )m G 表示。顶点 ( )v V G∈ 的开邻域是集合 ( ) { }:N v u uv E= ∈ ，闭

邻域是集合 [ ] ( ) { }N v N v v=  。用 ( )Gd v 或者 ( )d v 表示G 中顶点 v 的度。设 ( )Gδ 和 ( )G∆ = ∆ 分别表示

G 中顶点的最小度和最大度。图G 中两个顶点 v 和 u 之间的距离，记作 ( ),Gd u v ，是G 中的一条 ( ),u v −

路径的最小长度。G 的直径 ( )diam G 是G 中顶点对之间的最大距离。图G 中的一条直径路径，是指长度

等于图的直径的最短路径。如果移除点 v之后，图G 连通分支数量增加，则称点 v 为G 的一个割点。对于

一个实数 x ，用 x  表示不小于 x 的最小整数，用 x  表示不大于 x 的最大整数，则有 x x x≤ ≤      。用

 nP 表示 n 阶的路径，用  nC 表示 n 阶的环，用 nS 表示 n 阶的星图。 

3. 几类特殊图的意大利支配问题 

3.1. 路径图的意大利支配问题 

命题 3.1 [2]图G 为满足 ( ) 2G∆ ≤ 的图，其 ( ) ( )2I G Gγ γ= 。 

命题 3.2 [2]对任意 n 阶路 nP ，其意大利支配数为 ( ) 1
2I n

nPγ + =   
。 

命题 3.3 [2]对任意 m 阶的环 mC ，其意大利支配数为 ( )
2I
mGγ  =   

。 

推论 3.1 图G 是一个 n 阶的路径，有 ( ) ( )2
1

2I n n
nP Pγ γ + = =   

。 

证明：由命题 3.2 可知，其意大利支配数为 ( ) 1
2I n

nPγ + =   
。由于路中顶点的最大度为 2，即满足

( ) 2G∆ ≤ 。再根据命题 3.1 可知 ( ) ( )2I n nP Pγ γ= 。因此，有 ( ) ( )2
1

2I n n
nP Pγ γ + = =   

。                  

路径是一类简单的连通图，其最小意大利支配函数具有特殊的结构。特别地，当路径足够长时，有

以下推论。 
引理 3.1 图 nP 是一个 n 阶的路径图，且 4n ≥ 。则其 nP 的任意一个最小意大利支配函数 ( )0 1 2, ,f V V V= ，

都满足 2V = ∅ 。 
证明：假设存在最小意大利支配函数 f 使得 2V ≠ ∅，则存在 2v V∈ ，即 ( ) 2f v = 。由于 nP 中顶点的

最大度为 2，则 ( )deg 2v ≤ 。考虑 v 的度数，分两种情况讨论。 
情形 1： ( )deg 1v = ，即 v 是路径的一个端点。此时 v 只有一个邻点 u 。由于 ( ) 2f v = ，其邻点 u 即使

赋值为 0，也满足意大利支配条件。构造新函数 f ′如下：令 ( ) 1f v′ = ， ( ) ( ) 1f u f u′ = + 。注意 ( )f u 不可

能为 2，否则总权重更大。若 ( ) 0f u = ，则 ( ) 1f u′ = ；若 ( ) 1f u = ，则 ( ) 2f u′ = 。此时，若 ( ) 0f u = 且 u
除 v 外还有另一个邻点 w 。这是因为 4n ≥ 且 v 是端点，u 至少有一个其他邻点。则 u 的意大利支配条件在

f ′下可由 ( ) 1f v′ = 和 ( ) ( )f w f w′ = 共同满足。计算权值变化： ( )1 2w δ∆ = − + ，其中 δ 是 u 权值的增加

量， 1δ ≤ 。故 0w∆ ≤ 。若 0w∆ = ，则 f ′也是最小意大利支配函数，但 v 的权值将为 1，重复此过程可消

除该端点处的权值 2；若 0w∆ < ，则与 f 的最小性矛盾。 
对于 v 的每个邻点 ( )u N v∈ ，若 ( ) 0f u = 且在原函数 f 中， u 除了 v之外只有一个赋值为正的邻点，

即 u 依赖 v的赋值来满足其意大利支配条件，则由于 4n ≥ 且 nP 的结构，可以在 u 的邻域 ( )N u 中选择另外

一个顶点 ( )w w v≠ ，并令 ( ) 1f w′ = 以确保 u 在 f ′下的意大利支配条件成立。 nP 的连通性及长度保证这样

的顶点存在；对于其他所有顶点 { } ( )x v N v∉  ，令 ( ) ( )f x f x′ = 。 
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情形 2： ( )deg 2v = ，即 v 有两个邻点 1u ， 2u 。由于 ( ) 2f v = ， 1u ， 2u 可以取 0。构造新函数 g ′：令

( ) 1g v′ = 。为了保持 1u ， 2u 的意大利支配条件，对每个 { }1,2i∈ ，若 ( ) 0if u = 且另一个除 v外邻点为 iw ，

这是因为 4n ≥ ，路径内部顶点的度均为 2，端点已有情形 1 处理，因此 iw 存在。则考虑 iw 的赋值情况：

若 ( ) 0if w = ，则 ( ) 1if w′ = ；若 ( ) 1if w = ，则保持不变，此时 iu 的邻域中有 ( ) 1f v = 和 ( ) 1if w = ，总和

为 2，满足条件；若 ( ) 2if w = ，则更优，无需调整。 
每个 iu 至多需要增加 1 权值。设需要调整的邻点个数为 k ，其中 0,1,2k = ，则权值变化为

( )1 2 1w k k∆ = − + = − 。若 1k ≤ ，则 0w∆ ≤ ；若 2k = ，则 1w∆ = ，此时新函数权值增加 1。对于 2k = 的

情形，作另一种调整：直接令 ( ) 0f v′ = ，并令 ( ) ( )1 2 1f u f u′ ′= = ，同时保持 1w ， 2w 的赋值不变。此时权

值变化为 ( ) ( )0 2 1 1 0− + + = ，得到等权值的新函数，其中 v 的权值为 0，而 1u ， 2u 的权值为 1。然后对新

函数重复上述操作，可消除所有权值为 2 的顶点。 
综上所述，对于任意最小意大利支配函数，总可以调整到另一个最小意大利函数满足 2V = ∅ 。因此

原命题成立。                                                                              
注意：在路径图 nP ， 2n ≥ 的任意最小意大利支配函数中，两个赋值为 0 的顶点不能相邻；且两个叶

子顶点必须赋值为 1。 
再来讨论当 3n = 、 2n = 时，由于顶点数量少，可以用枚举法来说明这两种情况。如图 2。 

 

 
Figure 2. A labeling scheme for Italian 
domination in 3P  
图 2. 3P 的意大利支配问题的赋值方案 

 

同理当 2n = 时，也可以这样互换。 
由此可见，为了下文方便描述，我们把赋值情况，统一为 2V = ∅ 。 

3.2. 星图的意大利支配问题 

命题 3.4 [2]对图G ，都有 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2r I r RG G G G G Gγ γ γ γ γ γ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ 。 

在不等式 ( ) ( )2I G Gγ γ≤ 中，当等式成立时，图具有特殊性质。若 ( ) ( )2R G Gγ γ= ，则称图为罗马图

[2]。类似地，若 ( ) ( )2I G Gγ γ= ，则称图为意大利图[2]。例如，星图和双星图。 

命题 3.5 [2]图G 是一个 n 阶图，且包含一个 1n − 度的顶点，则有 ( ) 1Gγ = 和 ( ) 2R Gγ = 。 

命题 3.6 [2]图G 是一个 n 阶图，且包含一个 1n − 度的顶点，则有 ( ) 1Gγ = 和 ( ) 2I Gγ = 。 
证明：由于图G 是星图，则 ( ) ( )2I G Gγ γ= 。故 ( ) 1Gγ = ， ( ) 2I Gγ = 。                       

3.3. Y-tree 图的意大利支配问题 

就路径图意大利支配性质，进一步分析一种由路径衍生出来的树结构。 
定义 3.1 [9] Y-tree 是从一条路径 nP 出发，将一条边连接到与该路径 nP 的某一个端点相邻的顶点上得

到的图，记为 1nY + 。如图 3。 
 

 

Figure 3. Schematic diagram of 8Y  
图 3. 8Y 的示意图 
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就对路径的解析，可以分析一种由路衍生出的树结构——Y-tree。下面定理给出了其意大利支配数。 
定理 3.1 设 1nY + 是由路径 1 2:n nP y y y 构造得到的图，其中 3n ≥ ，则其意大利支配数为

( )1 1
2I n
nYγ +
 = +  

。 

证明：构造一个意大利支配函数 ( ) { }1: 0,1, 2nf V Y + → ，令 ( ) ( )1 0n nf y f y += = ， ( )1 2nf y − = 。对于路

径 2 1 2 2n nP y y y− −=  ，因为路径的赋值情况是 1 和 0 交替赋值，且从 1 开始。所以，此时函数 f 是意大利

支配函数，且总权值为 ( ) 22 1
2 2

n nw f −   = + = +      
。故有上界 ( )1 1

2I n
nYγ +
 ≤ +  

。 

下面证明下界。 

设 g 是 1nY + 的任意一个意大利支配函数。需要证明 ( ) 1
2
nw g  ≥ +  

，考虑中心顶点 1ny − 的赋值情况，

可以分为三种情况讨论。 
情况 1 ( )1 0ng y − = 。由于 ( )1 0ng y − = ，为了满足其意大利支配条件，其邻域 ( ) { }1 2 1, ,n n n nN y y y y− − +=

中至少有两个顶点满足 ( ) 1g ≥ ， { }1,n ny y +•∈ 。所以有 ( ) ( ) ( )1 1 2n n ng y g y g y− ++ + ≥ 。 
关于子路径 1 2 2nP y y y −′ =  ，它是一个 2n − 阶的路径 2nP − 。在函数 g 上，其必须满足

( ) ( ) ( )
2

2 1 1
2 2I n

v P

n ng v Pγ −
′∈

− +  − ≥ = =     
∑ 。但是 ( )2ng y − 计算了两次， ( )ng y 和 ( )1ng y + 个计算了一次。因

此，总权值 ( ) 12
2

nw g − ≥ +   
。 

故对于所有整数 3n ≥ ，有
( )1

2 1
2 2

n n−   + ≥ +     
。从而在这种情况下， ( ) 1

2
nw g  ≥ +  

。 

情况 2 ( )1 1ng y − = 。此时，顶点 1ny − 被自身支配，其两个叶子邻点 ny 和 1ny + 。若 ( ) 0ng y = ，其唯一

邻点 1ny − 且 ( )1 1ng y − = ，不满足意大利支配条件，因此必有 ( ) 1ng y ≥ 。同理，必有 ( )1 1ng y + ≥ 。 
对于路径 1 2 3 1ny y y y − ，其中已知 ( )1 1ng y − = 。把这个路径看成一个整体，其意大利支配数至少为

( )1 2I n
nPγ −
 =   

。但是 ( )1 1ng y − = 已被算了一次。因此，对于这部分顶点，有 ( ) ( )
{ }1 2 2

1
, , , 2n

n
v y y y

ng y g v
−

+
∈

 + ≥   
∑


。 

综上可以得到， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
{ }1 2 2

1 1
, , ,

1 1 2.
2 2n

n n n
v y y y

n nw g g y g y g y g v
−

+ −
∈

     = + + + ≥ + + = +           
∑


 

故知满足 ( ) 1
2
nw g  ≥ +  

。 

情况 3 ( )1 2ng y − = 。由于 1ny − 的赋值为 2，叶子顶点 ny 和 1ny + 可以赋值为 0，依然满足意大利支配

条件。子路径 1 2 2nP y y y −′ =  ，其意大利支配数下界为
1

2
n − 
  

。 

因此， ( ) 12
2

nw g − ≥ +   
。故有 ( ) 12 1

2 2
n nw g −   ≥ + ≥ +      

。 

综合上面三种情况，对任意意大利支配函数 g ，都有 ( ) 1
2
nw g  ≥ +  

。故有， ( )1 1
2I n
nYγ +
 ≥ +  

。结合

上界构造，得到 ( )1 1
2I n
nYγ +
 = +  

。 

证毕。                                                                                
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在完成路径与 Y-tree 图的研究后，回到人链图本身，运用上述结果推导其意大利支配数的表达式。 

4. 人链图的意大利支配问题 

4.1. 人链图的定义与顶点标记 

定义 4.1 [8]图G 是通过一条路径 1 2 2 1, , , nu u u + ，n N∈ 将长度为 m 的环 mC 和 Y-tree ( 1, 3mY m+ ≥ )连接

到顶点 2iu ，其中 1 i n≤ ≤ 而得到的图，记为 ,n mHC 。 mC 和 Y-tree 的顶点分别为 ( )1 2 1, , , m nv v v − 和

1 2, , mnw w w 。 
为了方便后续表述，人链图 ,n mHC 的顶点标记如图 4 所示。 

 

 
Figure 4. Human chain graph ,n mHC  with vertex labels 

图 4. 人链图 ,n mHC 的顶点标记图 
 

所以， ,n mHC 的顶点集为 

( ) ( ){ }, 1 2 2 1 1 2 1 21, , , , , , , , , , , .n m n nmn mV HC u u u v v v w w w+ −=     

可以把 ( ),n mV HC 划分为三个集合 A 、B 和C ，其中 A 为路径的顶点集，B 为环的顶点集，C 为 Y-
tree 的顶点集。设 AS 、 BS 和 CS 分别是 A、B 和 C 的意大利支配集， ( )I Aγ 、 ( )I Bγ 和 ( )I Cγ 分别为 A、
B 和 C 的意大利支配数。 

4.2. 主要结果 

定理 4.1 对于 1n ≥ 和 3m ≥ ，人链图 ,n mHC 的意大利支配数为 

( ),

4 ,                3
6 ,                5

2 2 ,  4 6
2

I n m

n m
HC n m

mn m m

γ


 == =
   + = ≥   

或

 

证明：在该图中， ,n mHC 中最大度顶点为 2iu ，其中1 i n≤ ≤ 。由上述对顶点的划分来看，可以看成由

三种图构成，路径，环图，Y-tree 图。顶点即为 
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−
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+
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= ≤ ≤ =
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





 

对于路径，环图，Y-tree 的意大利支配数和赋值情况已经做了讨论。所以可以构造其意大利支配函

数。 
将人链图 ,n mHC 的主体路径 2 1 1 2 2 1: , , ,n nP u u u+ + 上的顶点 2iu  (1 i n≤ ≤ )称为共享顶点，记作 2i ix u= 。

每个 ix 同时属于一个 m −环和一个以其为附着点的 1mY + 树，它们的顶点集分别记为 { }i i mB x C≅ 和 iC 。 
情况 1 当 3m = 时。将 ,3nHC 的顶点划分为 n 个互不相交的部分 iX ，1 i n≤ ≤ ，其中 iX 包含顶点

{ }2 1 2 2 1, ,i i iu u u− + 且连接在 2iu 上的三角形顶点{ }2 1 2,i iv v− 和第 i 个 3Y 顶点{ }3 2 3 1 3, ,i i iw w w− − 。接下来，我们来

构造一个意大利支配函数 f 。 
对于路径集合 { }1 2 2 1, , , nA u u u +=  ，令 ( ) ( )1 2 1 0nf u f u += = ， ( )2 2if u = ，其中1 i n≤ ≤ 。其余顶点赋

值为 0。对于环集合 3iB C≅ ，不含 ix ，每个1 2i n≤ ≤ ， ( ) 0if v = 。对于 Y-tree 集合 3iC Y≅ ，每个1 i n≤ ≤ ，

( )3 2 2if w − = 。其余顶点赋值为 0。可以知道 f 是一个意大利支配函数。其总权重为， 

( ) ( ) ( )2 3 1
1 1

2 2 4
n n

i i
i i

w f f u f w n n n−
= =

= + = + =∑ ∑  

由意大利支配的定义知， ( ) ( ),3 4I nHC w f nγ ≤ = 。 

设 g 是图G 的任意一个意大利支配函数。下面证明对每个 i ，均有 ( ) 4
iXw g ≥ 。 

情况 1.1 当 ( ) 0ig x = 时。由于 ix 赋值为 0，为满足意大利支配条件，其所有邻点的权值和至少为 2。

对于环部分，子图 { } 3I iB x C  。又命题 3.3 知， ( )3
3 2
2I Cγ  = =  

。因 ( ) 0ig x = ，此权值 2 必须完全由

环上另外两个顶点贡献，故 ( ) 2
iBw g ≥ ；对于 Y-tree 部分，子图 3iC Y≅ 。由定理 3.1， ( )3 2I Yγ = 。为支

配此树至少需要权值 2。由于 ( ) 0ig x = ，此权值必须完全由树内部顶点贡献，故 ( ) 2
iCw g ≥ 。因此，

( ) ( ) ( ) ( ) 0 2 2 4
i i iX i B Cw g g x w g w g≥ + + ≥ + + = 。 

情况 1.2 当 ( ) 1ig x = 时。环部分，子图 { } 3i iB x C≅ 的总权重至少为 2。由于 ( ) 1ig x = ，故环上另外

两顶点至少需要贡献权值 1，即 ( ) 1
iBw g ≥ ；对于 Y-tree 部分，Y-tree 的根点 w 与 ix 相邻。若 ( ) 0g w = ，

则其邻点权值和为 1，不满足意大利支配条件，故必有 ( ) 1g w ≥ 。进而，为支配整个 3Y ，至少需要权重 2，

即 ( ) 2
iCw g ≥ 。因此， ( ) ( ) ( )1 1 1 2 4

i i iX B Cw g w g w g= + + ≥ + + = 。 

情况 1.3 当 ( ) 2ig x = 时。对于环部分，由于 ( ) 2ig x = ，环 3C 上其余顶点全赋值为 0，即 ( ) 0
iBw g ≥ 。

但整个环子图满足支配条件，总权重至少为 2，已由 ix 支配；对于 Y-tree， ix 的赋值 2 可支配其邻点 w ，

故 w 可赋值为 0。但为支配 3Y 的两个叶子顶点，仍需至少权重 2，故 ( ) 2
iCw g ≥ 。 

因此， ( ) ( ) ( )2 2 0 2 4
i i iX B Cw g w g w g= + + ≥ + + = 。 

综合以上三种情形，对任意 i ，有 ( ) 4
iXw g ≥ 。故图的总权重 ( ) ( )1 4

i

n
Xiw g w g n

=
= ≥∑ ，即

( ),3 4I nHCγ ≥ 。 

综上所述， ( ),3 4I nHC nγ = 。 
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图 5 给出了 ( )2,3I HCγ 的意大利支配集的例子。 
 

 

Figure 5. A labeling scheme for the Italian domination on 2,3HC  

图 5. 图 2,3HC 的意大利支配问题的赋值方案 
 

情况 2 当 5m = 时。类似于 3m = 的情况，将图划分为 n 个部分，每个部分包含一个 2iu 及其关联的 5C
和 6Y 。 

现在来构造一个意大利支配函数 f 。对于路径集合 A ，令 ( ) ( )1 2 1 0nf u f u += = ， ( )2 2if u = ，其中

1 i n< < ，其余顶点赋值均为 0。 2 2V A n= 。对于每个环 5iB C≅ ，每个1 i n≤ ≤ ， ( )2 1 1if v − = ， ( )2 0if v = 。

由于每个环 5C 中有三个顶点的权值为 1，且含有割点 2iu ，故 1 3V B n= 。对于 Y-tree 集合 6iC Y≅ ，依

据定理 3.1 可以令每个1 i n≤ ≤ ， ( )3 2 2if w − = 。其余顶点赋值均为 0。因此， 2 3V C n= 。通过优化分

配，可使 n 个单位的总权重为 6n 。 
因此函数 f 满足意大利支配函数的条件，且 ( ) 2 3 3 6w f n n n n n n= + − + − = 。根据意大利支配函数的

定义知， ( ),5 6I nHC nγ ≤ 。 

设 g 是 ,5  nHC 的任意一个意大利支配函数。证明对每个  i ，有 ( ) 6
iXw g ≥ 。对 ( )ig x 的赋值分三种情

形讨论： 
情况 2.1：当 ( ) 0ig x = 时。对于环部分，子图 { } 5i iB x C≅ 至少需要权重 3。因 ( ) 0ig x = ，此 3 必须

完全由环上另外 4个顶点贡献，故 ( ) 3
iBw g ≥ ；对于Y-tree部分，子图 6iC Y≅ 至少需要权重 4。因 ( ) 0ig x = ，

且它已经被 5C 中的两个邻点支配了，则除顶点 ix 外的权重必须完全由树内部顶点贡献，故剩余 5 个顶点

的总权重为 ( )5
4 1 3Yw g ≥ − = 。因此， ( ) 0 3 3 6

iXw g ≥ + + = 。优化可以得到 ( ) 6
iXw g ≥ 。 

情况 2.2：当 ( ) 1ig x = 时。环部分，环子图总权重至少为 3。因 ( ) 1ig x = ，故环上另外 4 个顶点至少

需贡献权重 2，即 ( ) 2
iBw g ≥ ；在环中已经保证顶点 ix 满足意大利支配定义了，对于 Y-tree 部分，它的

根顶点 w 。若 ( ) 0g w = ，则其邻点权重和为 1，不满足支配条件，故必有 ( ) 1g w ≥ 。为支配除顶点 ix 以外

的 5 个顶点，则至少需要总权重 3，即 ( ) 3 1 4
iCw g ≥ + = 。 

因此， ( ) ( ) ( )1 1 2 4 7 6
i i iX B Cw g w g w g= + + ≥ + + = > ，在 Y-tree 中，共享顶点 ix 重复计算了，因

此，优化可以得到 ( ) 6
iXw g ≥ 。 

情况 2.3：当 ( ) 2ig x = 时。对于环部分，环子图总权重至少为 3。因 ( ) 2ig x = ，环上其余顶点至少需

要贡献权重 1，即 ( ) 1
iBw g ≥ ；对于 Y-tree 部分， ix 的赋值 2 可支配其邻点 w ，故 w 可赋值为 0。但为
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支配 6Y 其余顶点，树内部仍需要至少权重 3，由于根已被外部支配，内部仍需满足 ( )6 1 3I Yγ − = 的权重需

要，即 ( ) ( ) ( )2 2 1 3 6
i i iX B Cw g w g w g= + + ≥ + + = 。 

结合以上三种情况，对任意 i ，总有 ( ) 6
iXw g ≥ 。故其权重 ( ) ( )1 6

i

n
Xiw g w g n

=
= ≥∑ ，即

( ),5 6I nHC nγ ≥ 。 

综上， ( ),5 6I nHC nγ = 。 

图 6 给出了 ( )3,5I HCγ 的意大利支配集的例子。 
 

 

Figure 6. A labeling scheme for the Italian domination on 3,5HC  

图 6. 图 3,5HC 的意大利支配问题的赋值方案 
 

情况 3 当 4m = 或 6m ≥ 时。首先由引理 3.1，构造一个意大利支配函数 { }: 0,1f V → 。 
在路径 2 1nP + 中，对于 1 i n≤ ≤ ，令 ( )2 1if u = 且两端的叶子顶点必须为 1 ，则得到集合

{ }1 2 4 2 2 2 2 1, , , , , ,A n n nS u u u u u u n− += ∈  ，且 ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1n if u f u f u+= = = ，其中 1 i n≤ ≤ 。其余顶点

( )2 1 0jf u + = ，其中1 1j n≤ ≤ − 。 

因此， ( ) 0 1 2 1
2 1 2 12 2 2

2I A
nS V V V V nγ + − + = + + = = + = +  

。 

在环图 mC 中，采用命题 3.3 中的最小意大利支配模式，即交替选取
2
m 
  

个顶点赋值为 1，且不影响

环内部的赋值情况，因此有 { }2 4 2, , ,B jS v v v=  ，且 ( )2 1jf v = ，其中
11

2
mj − ≤ ≤   

。 

因此， ( ) 0 1 2 1
1 12
2 2I B

m mS V V V V n n n nγ − +   = + + = = − = −      
。 

在 Y-tree 图中，由人链图的结构特征可知，Y-tree 部分的内部赋值与路径、环部分的赋值互不影响。 

因 此 ， { }2 4 2 2 2, 2
3, , , 1 ; , , ,

2C x x nx m m nm
mS w w w x n w w w− − −

 − = ≤ ≤ ∈    
   ， 其 中 m∈ ， 且

( ) 1yxf w = ， ( )2 2ymf w − = ，其中1 y n≤ ≤ 。 

故有 ( ) 0 1 2 1 2
1 12 2
2 2I C

m mS V V V V V n n n nγ − +   = + + = + = + − =      
。 

对于路径顶点，任意赋值为 0 的顶点 2 1ju + ，其两个邻点均赋值为 1，满足条件；对每个环上任意赋

值为 0 的顶点，根据交替赋值原则，其两个邻点均被赋值为 1，满足条件；对于 Y-tree 上任意赋值为 0 的

顶点，根据交替赋值构造，特别地，根 2imw − 赋值为 2，其邻接的叶子顶点赋值为 0，该赋值与其他顶点赋
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值互相不影响。故也满足条件。 

从而， ( ) ( ) ( ) ( ) 2 2
2I I I
mw f A B C nγ γ γ  ≤ + + = +   

。故 ( ), 2 2
2I n m
mHC nγ  ≤ +   

。 

下面证明其下界。 
设 g 是 ,n mHC 的任意一个最小意大利支配函数。 
先看路径 2 1nP + ，端点 1u 和 2 1nu + 的度数仅为 1。以 1u 为例，其唯一的邻点 2u 。若 ( )1 0g u = ，则必须满

足 ( )2 2g u ≥ 。构造一个新函数 g ′，令 ( )1 1g u′ = ， ( ) ( )2 2 1g u g u′ = − ，则 g ′也是意大利支配函数且权值更

小，这与 g 是最小函数矛盾。因此，在任意意大利支配函数 g 中，必有 ( )1 1g u = 。同理， ( )2 1 1ng u + = 。由

此得到 ( ) ( )1 2 1 2ng u g u ++ ≥ 。 

将附着在路径上的环和 Y-tree 图分为 n 个单位，第 i 个单位对应顶点 2i ix u= ，其中1 i n≤ ≤ 。 

对于环部分 { }i iB x ，此时子图同构于一个环 mC 。由命题 3.3 知， ( )
2I m
mCγ  =   

。因此，不管 ( )ig x

为多少，该子图上的总权重必须满足 { }( ) 2iB x
mw g  ≥   

。 

对于 Y-tree 部分 iC ，此时子图是一个 mY ，以 2imw − 为根附着于 ix 的树上。则 ( ) 2iC
mw g  ≥   

。 

对 ( ) 0ig x = 的取值进行分类讨论。 

情况 3.1 当 ( ) 0ig x = 时。则为了支配 ix ，其邻点中至少有两个赋值为 1。特别地，必有 ( )( )1 1 1i mg w − + = ，

在 iC 中，剩余的 1m − 个顶点，满足意大利支配条件。故至少需要在其余顶点上分配
1 3 2
2 2

m m− −   + =      

的权重。因此， ( ) 1
2iC
mw g  ≥ +   

。 

情况 3.2 当 ( ) 1ig x = 时。此时 ix 可为其邻点 ( )1 1i mw − + 提供支持。即使 ( )( )1 1 0i mg w − + = ， ( )1 1i mw − + 也能被

ix 部分支配。但是，支配整个 iC 其中离 ix 最远的叶子顶点，该叶子顶点被支配的条件是其父顶点被赋值

为 2。所以其内部需要的最小意大利支配权重至少为
2
m 
  

。故 ( ) 2iC
mw g  ≥   

。 

情况 3.3 当 ( ) 2ig x = 时，由情况 3.1 和情况 3.2 可知，此时结论成立。 
综合上面情况，其总权重为 

( ) ( ) ( ) { }( ) ( )1 2 1
1 1

.
ii i

n n

n CB x
i i

w g g u g u w g w g+
= =

 = + + +  ∑ ∑


 

从而， ( )
1 1

2 2 2
2 2 2

n n

i i

m m mw g n
= =

     ≥ + + = +          
∑ ∑ 。故 ( ), 2 2

2I n m
mHC nγ  ≥ +  

。 

综上所述，当 4m = 或 6m ≥ ，有 ( ), 2 2
2I n m
mHC nγ  = +  

。 

定理 4.1 得证。                                                                        
定理 4.1 中公式的分段特性源于附属子图，即环   mC 和 1  mY + 的结构差异，及其与核心路径交互时支

配策略的不同。 
3,5m = 的情形，即权重复用：当   3 5m = 或 时，环   mC 结构紧凑( 3C 含弦， 5C 直径小)。最优策略是将

共享顶点   ix 赋值为 2，利用其强支配力同时覆盖其所在的环、Y-tree 的根以及自身，实现权重复用，从

而得到较低的线性系数，即 4n 和 6n 。 
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4m = 或 6m ≥ 的情形，即权重相加：当   4m= 或 6m ≥ 时，环结构变得松散(直径增大)。共享顶点   ix
的支配力无法有效覆盖整个环，最优策略转变为：路径端点必须赋值为 1，即贡献常数 2，而每个环与 Y-

tree 模块需在内部实现自给自足的支配，即各需至少
2
m 
  

的权重。这导致权重在不同模块间简单相加，

公式为 2 2
2
mn  +   

。 

支配数公式的差异本质上是图结构“紧凑性”的函数。紧凑结构允许多模块间的权重复用，降低总

权重；而松散结构迫使支配权重分散于各模块内部，导致线性叠加。这揭示了结构参数对支配策略与精

确解形式的决定性影响。 

5. 结论 

本文研究了人链图上的意大利支配问题，通过结构分解与分类讨论，给出了其意大利支配数的精确

计算公式。该结果推广了 Meiyanathan 等人关于人链图支配参数的研究。本文所采用的分解与构造方法，

为研究具有类似复合结构的图类提供了参考。未来工作可聚焦于人链图的其他支配变体，或探索本文方

法在更广泛图类中的适用性。 
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