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摘  要 

针对广义向列型液晶方程，研究其弱解满足能量等式的充分条件。采用磨光函数技术，通过对非线性项

进行精细估计，在分数阶耗散参数介于1与5/2之间时，证明若速度场与分子指向向量的梯度满足适当时

空可积性，则能量等式成立。结果表明，该条件可保证系统在三维全空间中能量守恒，并涵盖了经典

Navier-Stokes方程中的已知结论，为广义液晶流动模型的能量守恒性提供了理论依据。 
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Abstract 
For the generalized nematic liquid crystal equations, we study sufficient conditions under which 
weak solutions satisfy the energy equality. Using the mollifier technique and performing delicate 
estimates on the nonlinear terms, it is proved that when the fractional dissipation parameter lies 
between 1 and 5/2, the energy equality holds provided that the velocity field and the gradient of the 
molecular orientation vector satisfy appropriate space-time integrability conditions. The results 
show that these conditions guarantee energy conservation in the three-dimensional whole space, 
and they cover known conclusions for the classical Navier-Stokes equations, providing a theoretical 
basis for the energy identity of generalized liquid crystal flow models. 
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1. 引言 

广义液晶方程是描述向列型液晶流体动力学行为的数学模型，是经典 Ericksen-Leslie 系统的扩展。

经典 Ericksen-Leslie 系统的耗散项通常由拉普拉斯算子刻画，然而，在大量实际物理问题的研究中发现，

对于具有非局部效应或者反常扩散的流体运动，采用分数阶拉普拉斯算子描述耗散过程更为合理。为此

我们考虑如下三维广义向列型液晶方程： 

 
( ) ( ) ,

0,
0,

T
t

t

u u u u P d d
d u d d
divu

α + ⋅∇ + −∆ +∇ = − ∇ ∆


+ ⋅∇ − ∆ =
 =

 (1) 

并给定初值条件 ( ) ( ) ( ) ( )0 0,0 , ,0u x u x d x d x= = ，其中 u 表示速度场， d 表示各向异性液晶取向场的

宏观平均值， P 表示压强，α 是大于 0 的常数，用以刻画反常扩散中的非局部效应。分数阶拉普拉斯算

子 ( )α−∆ 通过如下傅里叶变换定义： ( )( )( ) ( )( )2u uαα ξ ξ ξ−∆ =  ，下文中记 ( )1/2Λ = −∆ 。 

当 1α = 时，方程组(1)退化为已被广泛研究的经典向列型液晶方程。针对方程组(1)及相关模型的研究

多集中在解的存在性、正则性与爆破准则。1995 年，Lin 和 Liu 证明了该方程组弱解的全局存在性和有

限时间内光滑解的存在性[1]。同时，他们还证明了当粘性较大时，全局经典解的存在性和唯一性。后来，

他们建立了该方程组适当弱解的部分正则性，推广了 Caffarelli-Kohn-Nirenberg 关于 Navier-Stokes 方程的

经典工作[2]。2001 年，Coutand 和 Shkoller 针对光滑初边值情形证明了方程组的局部适定性，并给出解

的全局存在性的充分条件[3]。2009 年，Lin 等建立了二维有界光滑域上的全局弱解的存在性，这些解在

有限个可能的奇异时刻外都是光滑的[4]。2010 年，Hu 和 Wang 针对有界区域建立了关于小初值的整体

强解的存在唯一性[5]。关于弱解的正则性以及爆破准则，Fan 和 Ozawa 给出了简化 Ericksen-Leslie 模型

的弱解的一些光滑准则性[6]。Zhang 等给出了弱解的 Osgood 型光滑性准则[7]。Qian 证明了当 u 和 d 的

某些分量满足 Prodi-Serrin 条件时，解是光滑的[8]。 
关于液晶方程弱解的能量等式的研究相对较少。针对可压缩情形，Tan 等学者证明若弱解满足

0 ρ ρ≤ ≤ < ∞ ， ( )( )20, ;T Lρ∇ ∈ Ω 和 ( )( )0, ;p qu L T L∈ Ω ，1 3 3 4p q+ ≤ ， 6q ≥ 则能量等式成立[9]。本

研究将谭忠等学者关于可压缩液晶方程的结果推广到分数阶不可压情形，同时将 1α = 拓展到了

1 5 2α≤ < ，完善了分数阶液晶方程的理论框架，且α 精准调控非局部耗散强度，贴合实际液晶动力学行

为。 

2. 主要结论 

定理 1 假设1 5 2α≤ < ， ( )2 3
0u L R∈ ，且 0div 0u = ， ( ) ( )3 1 3

0d L R H R∞∈ ∩ ， 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 3 2 3 1 3 2 2 3, 0, ; 0, ; 0, ; 0, ;u d L T L R L T H R L T H R L T H Rα∞ ∞   ∈ ∩ × ∩     
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是方程组(1)的弱解且满足 

 ( ) ( )
12 12

4 3 4 33 1 5 20, ; , 0, ;u L T L R d L T L Rα α+ −
   

∈ ∇ ∈   
   

 (2) 

则对任意的 [ ]0,t T∈ ，下述能量等式成立 

( ) ( ) ( ) ( )3 3 3 3

22 2 2 2 2T
0 00 0

d 2 d d 2 d d d .
t t

R R R R
u d x u d x t d d u x t u d xα+ + Λ + ∇ + ∇ ∆ ⋅ = +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

定理 2 假设1 3 2α≤ < ， ( )2 3
0u L R∈ 且 ( ) ( )3 1 3

0 0div 0,u d L R H R∞= ∈ ∩ ， 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 3 2 3 1 3 2 2 3, 0, ; 0, ; 0, ; 0, ;u d L T L R L T H R L T H R L T H Rα∞ ∞   ∈ ∩ × ∩     

是方程组(1)的弱解且满足 

 ( )( ) ( )( )3 30, ; , ,0, ;q p r su L T L R d L T L R∈ ∇ ∈  (3) 

其中常数 , , ,p q r s满足 

 6 10 4 123,
2 1

 p
p q

α
α

−
+ ≤ ≥

+
; 3 2 1 12,  

2 1
p

p q
α α

α
−

+ ≤ ≤
+

. (4) 

以及 

 
6 4 2 123,  

5 2
s

s r
α

α
+

+ ≤ ≥
−

;  3 3 2 122 ,
5 2

s
s r

α α
α

−
+ ≤ − ≤

−
. (5) 

注记 3 当 1α = 时，条件(4)和(5)分别退化为下述标准的 Shinbrot 型条件： 

1 1 1 , 4
2

p
p q
+ ≤ ≥ ; 3 1 1, 4p

p q
+ ≤ ≤ , 

以及 

1 1 1 , 4
2

s
s r
+ ≤ ≥ ; 

3 1 1, 4s
s r
+ ≤ ≤ . 

较之保证解的光滑性的 Prodi-Serrin 型条件，Shinbrot 型条件包含了更广的函数空间，削弱了对解的

光滑性的假设。 
注记 4 定理的证明中用到了 Sobolev 嵌入公式 ( ) ( )

6
1 3 35 2H R L Rα α− −→ ，因此我们假设1 5 2α≤ ≤ 。 

3. 定理 1 的证明 

对时空函数 ( ) 3: 0,f T R R× → 定义 

( ) ( ) ( ) ( )
0

, : , d ,0 ,
T

f t x k t f x Tεε
τ τ τ ε= − < <∫  

其中 ( )0k C R∞∈ 是一个实值非负偶函数，支集包含在 [ ]1,1− 内，满足 ( )d 1
R

k s s =∫ ， ( ) ( )1:k t k tε ε ε−= 。

这是关于时间变量的标准 Friedrichs 磨光。因时间的磨光方法是标准且经典的，下文总是假设弱解对

时间可微。设 3: R Rη → 为标准磨光算子，对任意的 0ε > ，定义缩放后的磨光函数 ( ) 3

1 xxεη η
εε

 =  
 

。

记 f ε 为 f 的磨光，即 ( ) ( )( ) ( ) ( )3
* d

R
f x f x x y f y yε

ε εη η= = −∫ 。为方便起见，在后文中以 ,p q
⋅ 表示范

数 3(0, ; ( ))p qL T L R
⋅ 。 
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取 uε 作为(1)式速度场方程的试验函数，等式两边同乘 ( )u
εε ，得到 

 ( ) ( )( )3

T

0
d d 0.

t

tR
u u u u u d d x t

εαε π+ ⋅∇ + −∆ +∇ + ∇ ∆ =∫ ∫  

整理可得 

 
( )( )

( )( )
3 3 3

3 3 3

2 2

0 0

2 T

0 0 0

1 1d d div d d
2 2

d d d d d d 0.

t

R R R

t t t

R R R

u x u x u u u x t

u x t u x t d d u x t

ε
ε ε ε

ε
α ε ε ε επ

− + ⊗ ⋅

+ Λ + ⋅∇ + ∇ ∆ ⋅ =

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
 (6) 

根据磨光算子的性质，当 0ε → 时有下列收敛性质成立： 

3 3

3 3

3 3

2 2

2 2
0 0

2 2

0 0

1 1d d ;  
2 2
1 1d d ;  
2 2

d d d d .

R R

R R

t t

R R

u x u x

u x u x

u x t u x t

ε

ε

α ε α

→

→

Λ → Λ

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

 

利用分部积分公式，我们有 ( )( )3
d 0div

R
u u u xε ε ε⋅⊗ =∫ 。利用该等式，当 0ε → 时，有 

( )( ) ( ) ( )

( )
( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

3 3

2 32 6 2 1 3

12 2 112 2 1 4 34 3 2 6 5 2 3

4 12 2 1 3 4 12 2

6

1 3

5 2

0 0

0, ;0, ;

0, ;0, ; 0, ;

0, ; 0, ;

d d d d

  

  

div

L T LL T L

L T LL T L L T L

L T L L T L

t t

R R

RR

RR R

R R

u u u x t u u u u u x t

C u u u u u

C u u u

C u u u u

u

α

αα

α

α

α

α

ε ε ε

ε ε

ε ε

ε ε ε

ε

+

++ −

−

+ +

        

⊗ ⋅ = − ⊗ − ⊗ ⋅∇

≤ ⊗ − ⊗ ∇

+ − ∇

+ − ∇

∫ ∫ ∫ ∫

( )( )2 6 5 2 30, ;
0.

RL T L α− →

 

这里用到了如下 Sobolev 嵌入公式 ( ) ( )
6

1 3 35 2H R L Rα α− −→ 。因为 uε 散度为零，经分部积分可得到恒

等式 

30
d d 0.

t

R
u x tε επ⋅∇ =∫ ∫  

整理(6)等号左侧最后一项可得 

( )( )
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

3

3 3 3

3

T

0

T T T T

0 0 0

T
1 2 0

d d

d d d d d d

d d .

t

R

t t t

R R R

t

R

d d u x t

d d d d u x t d d u u x t d d u x t

K K d d u x t

ε
ε

ε
ε ε

∇ ∆ ⋅

 = ∇ ∆ − ∇ ∆ ⋅ + ∇ ∆ ⋅ − + ∇ ∆ ⋅  

= + + ∇ ∆ ⋅

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

 

利用 Hölder 不等式可以得到 

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )4 12 2 1 3

12 11 24 3 3 0, ;
0,

T T
1

;
.

L T L R
T L RL

K C d d d ud α
α

ε
ε

+
−

≤ ∇ ∆ − ∇ ∆  

同理 

( )
( )( ) ( )( )4 12 2 1 312 11 23 34 0,;

2 ;

T

0,
.

L L T L RT L R
K uC d ud αα

ε
+−

−≤ ∇ ∆  

在(6)中令 0ε → 得 
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 ( )3 3 3 3

22 2 T
0 0 0

d d 2 d d 2 d d 0.
t t

R R R R
u x u x u x t d d u x tα− + Λ + ∇ ∆ ⋅ =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  (7) 

取 ( )d
εε 作为(1)中 d 的方程两边同乘 ( )d

εε ，类似于对 u 的处理， 

 ( )3 3 3 3

2 2 2

0 0 0
d d 2 d d 2 d d 0.

t t

R R R R
d x d x u d d x t d x tεε ε ε ε− + ⋅∇ ⋅ + ∇ =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  (8) 

我们仅需估计(8)式等号左侧非线性项。根据 ( )( )3
div d 0

R
d u d xε ε ε⊗ ⋅ =∫ ，当 0ε → 时，有 

( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

3 3 3

3 3

3

4 12
4 333

12
5-7 2 2

0 0 0

0 0

0

0, ;0, ;

d d d d d d

d

di

d d d

  d

div

d

v
t t t

R R R
t t

R R

t

L T L LL T

R

RRL

u d d x t d u d x t d u d x t

d u d u d x t d u d u d x t

d u d u d x t

C d u d u d C u u
αα

ε ε ε ε ε ε

ε ε ε ε

ε ε ε

ε

ε

ε

ε ε

+
     
     

⋅∇ ⋅ = ⊗ ⋅ − ⊗ ⋅

≤ ⊗ − ⊗ ⋅ ∇ + ⊗ − ⊗ ∇

+ ⊗ − ⊗ ⋅ ∇

≤ ⊗ − ⊗ ∇ + −

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

2 2
12 12

2 +1 5-2

12 1

34 3 4 3

2
2

3 32 +2 4 1 5-24 3

0, ;0, ; 0, ;

0, ; 0, ; 0, ;
.0

L T LT L L T L

L T L

R R

L T L L T L

d d

C d d u d

α α

α α

ε

ε ε ε

   
   
   
   

   
   
   
   

∇

+ − ∇ →



  

 

根据上述估计，当 0ε → 时，由(8)式可得 

 3 3 3

2 2 2
0 0

d d 2 d d 0.
t

R R R
d x d x d x t− + ∇ =∫ ∫ ∫ ∫  (9) 

结合(7)式和(9)式，即可得到 

( ) ( ) ( ) ( )3 3 3 3

22 2 2 2 2T
0 00 0

d 2 d d 2 d d d .
t t

R R R R
u d x u d x t d d u x t u d xα+ + Λ + ∇ + ∇ ∆ ⋅ = +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

至此完成定理 1 的证明。 

4. 定理 2 的证明 
根据定理 1，我们只需证明(4)，(5)将导出(2)。现设弱解 u 满足(4)，则由 Hölder 不等式可知，当

12
2 1

p
α

≥
+

时有 

1
124, ,2 ,

2 1
,

q p
u C u uθ θ

α

−

∞
+
≤  

其中 θ满足 

1 1 2 1 1, ,
4 12 2q p

θ θ α θ θ− + −
≥ + = +

∞
 

这等价于
6 10 4 123,

2 1
p

p q
α

α
−

+ ≤ ≥
+

；当
12

2 1
p

α
≤

+
时有 

1
124, 2,6 ,

2 1
,

q p
u C u uθ θ

α

−

+
≤  

其中θ 满足 

1 1 2 1 1, .
4 2 12 6q p

θ θ α θ θ− + −
≥ + = +  

这等价于
3 2 1 12,

2 1
p

p q
α α

α
−

+ ≤ ≤
+

。从而证得(4)蕴含(2)中关于的假设。类似地，可以证明(5)蕴含
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(2)中关于 d∇ 的假设。综合得定理 2 的证明。 

5. 结语 

能量等式何时成立一直是流体相关方程的研究重点，本研究利用磨光技术以及对非线性项的精细估

计，建立了广义向列型液晶 u 方程的能量等式，推广了现有文献对 Navier-Stokes 方程及液晶方程能量等

式的相关研究。相关系统仍有许多问题值得我们进一步探索。例如：能否进一步优化所论函数空间；能

否根据有界域上的非局部效应建立相关分数阶模型，并考虑正则性与能量等式相关问题；已知对分数阶

Navier-Stokes 方程， 5 4α ≥ 时弱解总是光滑的，对分数阶液晶方程是否能证明类似的结论等。 
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