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摘  要 

Halanay不等式是时滞微分系统中常用的一种微分不等式，常用来分析含有时滞项的函数是如何以指数

的方式进行衰减的。本文从Halanay不等式的基本定理和核心性质出发，结合高等数学中函数极限的判

定、一阶微分方程的收敛性分析，以及微分不等式的证明问题展开讨论。同时，将Halanay不等式与

Gronwall不等式对比，可以清楚直观地发现利用Halanay不等式不需要求出解析解，适用性强，方法简

单，在解决高等数学中微分定性分析问题上，能明显简化过程，提高做题效率。 
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Abstract 
The Halanay inequality is a commonly used differential inequality in delayed differential systems, 
which is mainly applied to analyze the exponential decay characteristics of functions with delay 
terms. Starting from the fundamental theorem and core properties of the Halanay inequality, this 
paper discusses the judgment of function limits, the convergence analysis of first-order differential 
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equations and the proof of differential inequalities in advanced mathematics. By comparing the 
Halanay inequality with the Gronwall inequality, it is clearly concluded that the Halanay inequality 
features wide applicability and concise operation without solving analytical solutions. It can effec-
tively simplify the solving process and improve efficiency in dealing with qualitative analysis prob-
lems of differential equations in advanced mathematics. 
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1. 引言 

论文旨在为高等数学教育引入一个处理时滞微分问题的有效工具——Halanay 不等式。本研究的意义

主要体现在其教学价值上。它将泛函微分方程领域中的一个专业工具(Halanay 不等式)进行简化和“降维”，

并引入到更基础的高等数学[1]课程体系中。对于高等数学教学而言，这是一个有益的补充，因为它为处

理一类传统方法(如洛必达法则、单调有界准则)难以应对或过程繁琐的时滞微分[2]问题，提供了“利器”。 
本文简化了 Halanay 不等式较为复杂的理论推导，从高等数学的角度出发，用更通俗的方式介绍其

内容，结合典型例题说明应用方法，明确它在极限证明和微分方程[3]分析中的应用逻辑，希望能为完善

高等数学微分不等式体系[4]提供一点帮助。 

2. Halanay 不等式基本理论 

(一) 标准形式 
设非负函数 ( ) 0v t ≥ 在区间 [ )0 ,t τ− +∞ 上连续可微，且满足微分不等式： 

( ) ( )
[ ]

( ) 0
,

sup ,
s t t

v t v t v s t t
τ

α β
∈ −

≤ − ≥′ +  

其中 , ,α β τ 为正常数，且满足核心条件α β> 。 
(二) 核心结论 
存在正常数 ,k η，使得 ( ) ( )0e t tv t k η− −≤ ，即当 t → +∞时， ( )lim 0

t
v t

→+∞
= ，函数 ( )v t 指数衰减趋于 0。 

(三) 定理本质 
Halanay 不等式[5]的特点在于弱化求解、强化定性判断。只要函数自身的衰减作用强于滞后项的扰动

影响，就可以直接判定函数趋于零。这种思路简化了复杂微分分析过程，也契合高等数学中追求简洁解

题的思想。 

3. Halanay 不等式在高等数学中的具体应用 

(一) 函数极限与有界性判定 
函数极限是高等数学的基础内容，大多数题型需要证明函数的极限趋于零。传统方法多依赖单调有

界准则或洛必达法则，步骤较繁琐，适用范围也有限。而 Halanay 不等式可以快速完成这类证明。 

例题：设非负可导函数 ( )f t 满足 ( ) ( )
[ ]

( )
1,

12 sup
2 s t t

f t f t f s
∈ −

≤ − +′ ，证明 ( )lim 0
t

f t
→+∞

= 。 
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证明：对比 Halanay 不等式标准形式，此处 2α = ，
1
2

β = ，满足α β> ，根据 Halanay 不等式可得，

存在 0, 0k η> > ，使得 ( ) e tf t k η−≤ 。 

由于 ( )f t 是非负函数，因此 ( )0 e tf t k η−≤ ≤ 。 

当 t → +∞时，指数函数 e 0tη− → ，由夹逼准则可知 ( )lim 0
t

f t
→+∞

= ，同时可直接判定 ( )f t 在 [ )0,+∞ 上

全局有界。相较于单调性判别、洛必达法则等常规方法，该方法逻辑简短、判定直观，极大简化极限证

明流程。 
(二) 一阶微分方程解的收敛性分析 
一阶微分方程是学习高等数学常微分方程中的重点内容。Halanay 不等式主要用于判断一阶时滞微分

方程零解的收敛性，无需解出通解就能判断解的变化趋势。在实际研究中，一阶线性时滞微分方程通常

表示为： 

( ) ( ) ( )( )0x t ax t bx t tτ= − + − ≥′  

初始条件 ( ) ( )x t tϕ= ( [ ],0t τ∈ − )，其中 , ,a b τ 为正常数。选取辅助函数 ( ) ( )v t x t= ，求导并利用三角

绝对值不等式的放缩，可得： 

( ) ( )
[ ]

( )
,

sup
s t t

v t av t b v s
τ∈ −

≤ −′ +  

根据 Halanay 不等式，当 a b> 时， ( ) e tx t k η−≤ ，即 ( )lim 0
t

x t
→+∞

= ，方程零解全局收敛。相比于特征方

程法，Halanay 不等式避开复杂计算，对无解析解的方程依然适用，适合高等数学拓展性定性分析题目。 
(三) 微分不等式证明 
微分不等式证明在高等数学中具有一定难度，常规方法往往需要多次求导或积分放缩，技巧性较强。

而 Halanay 不等式可以直接给出函数的指数型上界，从而快速完成不等式证明。只要满足时滞微分结构

且衰减系数大于扰动系数，就能直接得到指数衰减上界，放缩精度优于传统不等式，证明过程也更为简

洁。 

4. Halanay 不等式与 Gronwall 不等式的对比 

Gronwall 与 Halanay 是高等数学中两类重要的微分不等式，二者结构不同、适用场景具有明确区别，

可根据是否含时滞进行选用： 
1、Gronwall 不等式：适用于无滞后的微分不等式，仅能判定函数的有界性、多项式增长趋势，无法

处理时滞项； 
2、Halanay 不等式：适用于含时滞或上确界项的微分不等式，可直接判定函数指数衰减趋于 0，专门

解决时滞类微分问题。 
因此，无延迟微分问题优先采用 Gronwall 不等式，含滞后、需判定收敛于零的微分问题适宜采用

Halanay 不等式，二者互补完善微分分析体系。 

5. Halanay 不等式解题通用步骤 

结合高等数学解题规范，总结 Halanay 不等式实用解题步骤： 
1、构造非负辅助函数 ( ) ( )v t f t= ，保证满足不等式非负要求； 

2、对辅助函数求导，利用绝对值不等式、三角不等式进行放缩，转化为 Halanay 不等式标准形式； 
3、验证系数条件α β> ； 
4、直接套用结论，得到函数的指数衰减估计； 
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5、结合极限夹逼准则，完成极限、收敛性或不等式的证明。 
这套流程比较清晰，逻辑也容易掌握，适合本科生在高等数学定性分析习题中使用。 

6. 结论 

Halanay 不等式是对高等数学中常用不等式的一个有效补充，适合用来处理函数的微分问题定性分

析。它不需要直接解微分方程，只需通过参数 ,α β 的大小关系，就能迅速地判断函数是否按指数方式收

敛。 
在高等数学中，Halanay 不等式适用于函数极限求证、一阶微分方程解的收敛性探究，以及各类微分

不等式的推证等相关研究问题。主要优点在于能简化解题步骤、降低分析难度。同时，把它和 Gronwall
不等式做个对比，有助于学生更清楚地理解不同类型不等式的适用场景，从而提升解题效率。 
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