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摘  要 

本文研究基于截断核范数(Truncated Nuclear Norm, TNN)的低秩矩阵恢复模型及其求解算法。传统核

范数对所有奇异值施加均匀的软阈值惩罚，易造成大奇异值的过度收缩，影响图像主体结构的还原精度；

截断核范数仅惩罚较小的奇异值，保留前r个主导奇异值不受惩罚，能更精准地刻画矩阵的低秩结构。本

文针对稀疏随机噪声去除任务，构建了基于截断核范数的低秩矩阵恢复模型，并采用增广拉格朗日乘子

法(ALM)设计了相应的求解算法Alg.1.在不同尺寸灰度图像上的实验结果表明，与基于标准核范数的ALM
方法和加速近端梯度(APG)方法相比，本文所提算法在PSNR、SSIM与相对误差等指标上整体最优，视觉

恢复效果更清晰。 
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Abstract 
This paper investigates a low-rank matrix recovery model based on the Truncated Nuclear Norm 
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(TNN) and its solution algorithm. The conventional nuclear norm imposes uniform soft-thresh-
old shrinkage on all singular values, which easily causes excessive shrinkage of the dominant 
singular values and degrades the recovery accuracy of the principal image structure. In contrast, 
the truncated nuclear norm only penalizes the smaller singular values while keeping the first r 
leading singular values unaffected, thereby characterizing the low-rank structure more pre-
cisely. For the sparse random noise removal task, we construct a TNN-based low-rank recovery 
model and design a solution algorithm Alg.1 based on the Augmented Lagrange Multiplier (ALM) 
method. Numerical experiments on gray images of various sizes demonstrate that the proposed 
algorithm overall outperforms the standard nuclear-norm-based ALM and the Accelerated Prox-
imal Gradient (APG) method in terms of PSNR, SSIM and relative error, producing clearer visual 
restoration. 
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1. 引言 

低秩矩阵恢复是图像处理、计算机视觉、信号处理及机器学习等领域中的重要问题，其核心目标

是从带噪或缺失观测数据中重建潜在的低秩矩阵[1]-[3]。该问题在灰度及彩色图像去噪、图像修复、

视频背景建模等任务中均有广泛应用[4]。由于矩阵秩函数的非凸性与不连续性，直接的秩极小化问题

通常是 NP-难的，Candès 等人[5]采用核范数作为秩函数的凸表示，将该矩阵恢复问题松弛为如下凸优

化模型 

 1,
min s.t. ,
X E

X E X E Mλ
∗
+ + =  (1) 

其中，矩阵 1 2n nX ×∈ 的核范数定义为 ( )( )1 2min ,
1

n n
iiX Xσ

=∗
= ∑ ， ( )i Xσ 是其第 i 大奇异值；矩阵 1 2n nM ×∈

是被损坏的观测数据矩阵。
1E 表示误差矩阵 E 中非零项的绝对值之和(即 1 范数)，λ 为正加权参数，用

于平衡低秩项和稀疏误差项。 
对于上述凸问题，目前已存在多种高效的优化模型与算法。Cai 等人[6]提出了奇异值阈值(Singular 

Value Thresholding, SVT)算法，通过对奇异值进行软阈值收缩高效求解核范数极小化模型。Toh 与 Yun 
[7]提出了加速近端梯度(Accelerated Proximal Gradient, APG)算法用于求解核范数正则化的线性最小二

乘问题，该方法具有 ( )21O k 的收敛阶。随后，Lin 等人[8]将增广拉格朗日乘子(Augmented Lagrange 
Multiplier, ALM)方法应用于矩阵恢复问题，并证明了在一定条件下 ALM 算法的计算精度更高、收敛

速度更快。 
然而，标准核范数对所有奇异值施加均匀的软阈值惩罚，在抑制小奇异值(噪声成分)的同时，也会过

度压缩大奇异值，使得图像主体结构信息出现明显衰减，进而降低恢复精度。为缓解这一缺陷，文献[9]-
[11]提出截断核范数(Truncated Nuclear Norm, TNN)的概念，即仅对较小的 ( )min ,m n r− 个奇异值进行惩

罚，而保留前 r 个主导奇异值不受惩罚。相较于核范数，截断核范数能够更精准地逼近矩阵真实秩函数，

显著提升低秩结构刻画能力。在[9]-[11]中，作者们将核范数替换为截断核范数，提出了多种求解矩阵补
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全任务的算法。 
基于截断核范数，本文构建针对稀疏噪声去除的低秩矩阵恢复模型 

 , 1,
min s.t. ,rX E

X E X E Mλ
∗
+ + =  (2) 

其中 ,rX
∗
代表截断核范数。 

本文其余部分组织如下：第 2 节介绍预备知识；第 3 节给出基于 ALM 的截断核范数求解算法；第 4
节给出数值实验对比，验证所提算法的有效性；第 5 节对全文进行总结。 

2. 预备知识 

本文中，表示实数集， m n× 为 m n× 实矩阵空间。小写字母 x 、粗体小写字母 x 、大写字母 X 分别

表示标量、向量与矩阵。对正整数 n ，记 [ ] { }1,2, ,n n=  。矩阵 m nX ×∈ 的核范数定义为 ( )1
r

iiX Xσ
=∗

= ∑ ，

其中 ( )i Xσ 表示 X 的第 i 个奇异值。矩阵的 Frobenius 范数定义为
2

, iji jFX X= ∑ ； 1 范数定义为

,1 iji jX X= ∑ ， ( ), TrX Y X Y=  。 

定义 1 (奇异值分解[12])设 m nX ×∈ 是一个秩为 r 的矩阵，则存在矩阵 m rU ×∈ 与 n rV ×∈ ，使得

rX U V= Σ  ，其中 ( )1 2diag , , ,r rσ σ σΣ =  ， 1 2 0rσ σ σ≥ ≥ ≥ > ， ,U V 分别为左、右奇异向量矩阵。 
定义 2 (奇异值阈值算子[6])对于矩阵 m nY ×∈ ，设其奇异值分解为Y U V= Σ ，则其奇异值软阈值算

子定义为 

( ) ( ) ( ) { }( ), diag max ,0 ,iD Y UD V Dτ τ τ σ τ= Σ Σ = −  

其中 0τ > 。该算子是如下优化问题的最优解： 

( ) 21arg min .
2 FX

D Y X X Yτ τ
∗

= + −  

定义 3 (软阈值算子[6])对于矩阵 m nY ×∈ 及 0τ > ，软阈值算子 ( )Yτ 按元素定义为 

( ) ( ) { }sign max ,0 ,ij ijijY Y Yτ τ= −  

它是
2

1

1arg min
2X FX X Yτ + − 的最优解。 

定义 4 (截断核范数[9])给定矩阵 m nX ×∈ ，截断核范数定义为 ( )min ,m n r− 个奇异值的和，即 

 
( )

( )
min ,

,
1

.
m n

ir
i r

X Xσ
∗

= +

= ∑  (3) 

定理 1 ( 部分迹刻画 [9]) 对于任意给定的矩阵 m nX ×∈ ，任意矩阵 ,r m r nA B× ×∈ ∈  且

,r rAA I BB I= =  ，对于任意非负整数 r ( )( )min ,r m n≤ ，我们有 

 ( ) ( )
1

Tr .
r

i
i

AXB Xσ
=

≤ ∑  (4) 

定理 1 是构造算法两层迭代框架的关键，它将关于 X 非凸的部分和 ( )1
r

ii Xσ
=∑ 化为线性形式

( )TTr AXB ，从而使内层子问题成为凸优化问题。 

3. 算法 

本节针对稀疏噪声去除模型(2)，基于 ALM 框架设计求解算法。由于截断核范数 ,rX
∗
是非凸的，直
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接求解模型(2)较为困难。受文献[9]的启发，结合定理 1，将原非凸问题转化为凸优化问题 

 ( ) 1, ,
min max Tr s.t. ,
X E AA I BB I

X AXB E X E Mλ
= =∗

− + + =
 

  (5) 

其中 ,r m r nA B× ×∈ ∈  。 
基于该公式，本文设计一个简单但是高效的算法模型，该方法采用两层迭代框架：在外层迭代中，

固定当前估计 lX ，并由其奇异值分解构造满足正交约束 ,l l l lA A I B B I= =  的辅助矩阵 ,l lA B ；在内层迭

代中，采用增广拉格朗日乘子法对凸子问题进行求解，通过对 X 和 E 进行交替更新与拉格朗日乘子Y 的

迭代修正，逐步逼近原问题的最优解。该框架既保留了截断核范数对主导奇异值的保护作用，又借助 ALM
方法良好的数值表现实现了高效求解。 

对于模型(2)，其增广拉格朗日函数为 

 
( ) , 1

2

, , ,

,
2

r

F

X E Y X E Y X E M

X E M

ρ λ

ρ
∗

= + + + −

+ + −


 (6) 

其中，Y 为拉格朗日乘子， 0ρ > 为惩罚参数。基于截断核范数的概念及由定理 1，上述拉格朗日函数变

型为 

 
( ) ( ) 1

2

, , tr

, .
2

l l

F

X E Y X A XB E

Y X E M X E M

ρ λ

ρ
∗

= − +

+ + − + + −


 (7) 

1) X 子问题。给定第 k 次内迭代时的 ,k kE Y ，求解 

 
( )

2
1

2

arg min tr
2

1 1arg min .
2

k
k k

l lX
F

k
k l l

X
F

YX X A XB X E M

A BYX X M E

ρ
ρ

ρ ρ ρ

+
∗

∗

= − + + − +

 
= + − − − + 

 




 

由定义 2， 1kX + 可由奇异值阈值算子计算获得，即 

 1
1 .

k
k k l lA BYX D M Eρ ρ ρ
+  
= − − + 

 



 

2) E 子问题。给定 1,k kX Y+ ，求解 

 
2

1 1
1arg min .

2

k
k k

E
F

YE E X E Mρλ
ρ

+ += + + − +  

由定义 3， 1kE + 可由软阈值算子计算获得，即 

 1 1 .
k

k k YE M Xλ ρ ρ
+ + 
= − − 

 
  

3) 乘子更新。 

 ( ) { }1 1 1 1
max, min , .k k k k k kY Y X E Mρ ρ ρ βρ+ + + += + + − =  

完整的算法执行过程详见算法 1。 
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算法 1. 基于截断核范数的低秩矩阵 ALM 算法(Alg.1) 

输入：观测矩阵 M ，截断秩 r ，平衡参数 λ，惩罚参数 ρ ，增长因子 1β > ，收敛阈值 ，最大外/内迭代次数 max max,L K  

输出：低秩矩阵 X ，稀疏噪声 E  

1:初始化：
0 0 0,?  0,?  0X M E Y= = =  

2: for max0,1,2, ,l L= …  do 

3:对 lX 做 SVD： Σ ( )l l l lX U V= 
，取 ( ) ( )( :,1: ) ,?  ( :,1: )l l

l lA U r B V r= =   

4: for max0,1,2, ,k K= …  do 

5: ( )1
1/ / /k k k

l lX D M E Y A Bρ ρ ρ+ = − − +   

6: ( )1 1
/ /k k kE M X Yλ ρ ρ+ += − −  

7: ( )1 1 1k k k kY Y X E Mρ+ + += + + −  

8: { }maxmin ,ρ ρ βρ←  

9: 若 1 /k k
F FX X M+ − <     则跳出内循环 

10: end for 
11: 令 1 1l kX X+ += (取内层迭代最终的 X 作为外层第 1l + 步的解) 
12: 若 1 /l l

F FX X M+ − <     则跳出外循环 
13: end for 
14: return ,X E  

注：算法 1 的两层迭代框架由外层截断核范数迭代与内层增广拉格朗日子问题构成。关于外层迭代在合理条件下收

敛至原非凸问题局部极小点的证明可参见文献[9]；内层 ALM 子问题在固定 ,l lA B 后退化为标准凸优化问题，其全局

收敛性的详细证明可参见文献[8]，此处不再赘述。 

4. 数值实验 

本节通过不同尺寸的灰度图像验证算法 1 (简记为 Alg.1)的有效性，并与基于标准核范数的 ALM 算

法[8]以及加速近端梯度 APG 算法[7]进行对比。所有实验均在 Windows 11 操作系统、MATLAB R2024b
环境下完成。 

实验采用三项评价指标：峰值信噪比(PSNR)、结构相似性(SSIM)与相对误差(RSE)，定义如下： 

( ) ( )( )
( )( )

2
max

10 2

1ˆ ˆ 2

2 2 2 2
1 2ˆ ˆ

PSNR 10log ,

2 2
SSIM , ,

RSE ,

ˆ

ˆ

ˆ

F

X X XX

X XX X

F

F

n X

X X

c c
X X

c c

X X

X

µ µ σ

µ µ σ σ

⋅
=

−

+ +
=

+ + + +

−
=

 

其中 X 为原始图像， X̂ 为恢复结果， n 为像素总数， maxX 为最大像素值， 2
ˆ, , XXµ σ σ 分别为均值、方差

与协方差， ( )2
1 0.01c L= ， ( )2

2 0.03c L= ， 255L = 。PSNR 与 SSIM 数值越大、RSE 越小，表示恢复效果

越好。 
实验中，各算法的主要参数设置为：加权参数 ( )1 max ,m nλ = ，惩罚参数 7

max 10ρ = ，增长因子

{ }1.05,1.15β ∈ ，收敛阈值 4 510 ~ 10− −= 。 

https://doi.org/10.12677/pm.2026.166159


张志红，付亚茹 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2026.166159 87 理论数学 
 

4.1. 截断秩 r 的选取方法与参数敏感性分析 

截断秩 r 是 Alg.1 的关键参数：r 取值过小，部分主导奇异值仍会被压缩；r 取值过大，则等价退

化为标准核范数，失去截断的保护作用。为分析 r 对算法性能的影响并为 r 的实际选取提供依据，本

小节以“Clock”图像(256 × 256)为测试对象，固定其他参数，分别记录当变化 r(其中1 30r≤ ≤ ，且步

长 2)时，三种噪声水平下( 20%,30%,40%σ = ) Alg.1 的 PSNR、SSIM、RSE 三项指标的变化，结果如

图 1 所示。 
 

 
Figure 1. Effect of truncation rank r on the recovery performance of Alg.1 under different noise levels 
图 1. 不同噪声水平下截断秩 r 对 Alg.1 恢复性能的影响 
 

由图 1 可见，三项指标对 r 的依赖规律随噪声水平不同而呈现差异化的形态：在低噪声( 20%σ = )
下，PSNR、SSIM 随 r 增大整体呈上升趋势并逐渐趋于平稳 RSE 则相应地单调下降；而在中高噪声

( 30%,40%σ = )下，三项指标均呈现明显的单峰特性：PSNR、SSIM 先上升后下降，RSE 则先下降后回

升，最优 r 大致出现在 8∼20 区间，此时既能保护图像主导结构，又能有效抑制噪声分量。此外，在合理

区间 [ ]8,20r∈ 内 Alg.1 对 r 的取值不敏感，PSNR 波动幅度通常不超过 0.5，算法对截断秩的选择具有较

好鲁棒性。 
r 取值的最终结论。综合上述分析，本文采取噪声水平自适应的 r 选取策略：在 [ ]1,30 区间内，针对

每个噪声水平通过参数扫描分别取使 PSNR 达到最大值的 r 作为该噪声水平下 Alg.1 的截断秩，具体地，

本文 4.2 节实验中分别在 20%,30%,40%σ = 下采用该方法所得的 r 值进行测试。由于 PSNR 在合理区间

内变化平缓，该策略对 r 的取值具有较强容错性。 

4.2. 灰度图像稀疏噪声去除 

本小节通过两张灰度图像“Tile roof”(1024 × 1024)与“Clock”(256 × 256)验证 Alg.1 在稀疏随机噪

声去除任务下的有效性。实验中，噪声水平依次设为 20%,30%,40%σ = ，表示被随机污染像素的比例；

噪声幅值在像素动态范围内服从均匀分布。各噪声水平下 Alg.1 所采用的截断秩 r 按 4.1 节给出的自适应

选取策略确定。为充分对比，将本文 Alg.1 算法与基于标准核范数的 ALM 算法及 APG 算法在相同噪声

水平、相同收敛阈值下进行测试，并在 PSNR、SSIM 与 RSE 三项指标上记录恢复结果。此外，为直观体

现各算法对图像主体结构与细节信息的保留能力，同时给出可视化对比图。数值结果见表 1 部分图像视

觉对比见图 2 与图 3 此外，通过“Clock”图片做的实验对比 Alg.1、ALM 与 APG 三种算法在不同噪声

水平下相对误差(RSE)随 CPU 时间的变化曲线，直观展示算法的收敛性过程，如图 4 所示。 
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Table 1. Comparison of three algorithms for gray image denoising 
表 1. 三种算法对灰度图像去噪的比较 

图像 噪声水平 算法 PSNR SSIM RSE 

Tile roof 
(1024×1024) 

20%σ =  
APG 27.91 0.7822 0.0759 
ALM 28.18 0.8105 0.0736 
Alg.1 29.33 0.8253 0.0645 

30%σ =  
APG 24.72 0.5542 0.1097 
ALM 26.19 0.6809 0.0926 
Alg.1 27.00 0.6998 0.0844 

40%σ =  
APG 20.69 0.3226 0.1745 
ALM 22.92 0.4422 0.1350 
Alg.1 23.37 0.4684 0.1281 

Clock (256×256) 

20%σ =  
APG 24.68 0.7135 0.0738 
ALM 25.01 0.8553 0.0710 
Alg.1 27.67 0.8837 0.0523 

30%σ =  
APG 20.59 0.3863 0.1181 
ALM 22.99 0.6114 0.0896 
Alg.1 24.42 0.6938 0.0760 

40%σ =  
APG 16.84 0.2285 0.1819 
ALM 18.39 0.2809 0.1522 
Alg.1 20.37 0.3700 0.1211 

 

 
原图                20%σ =             APG                ALM                Alg.1 

 
30%σ =             APG                ALM                Alg.1 

 
40%σ =             APG                ALM                Alg.1 

Figure 2. The restoration effect of the gray “Tile roof” image under different noise levels 
图 2. 灰度“Tile roof”图像在不同噪声水平下的恢复效果 
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原图                20%σ =             APG                ALM                Alg.1 

 
30%σ =             APG                ALM                Alg.1 

 
40%σ =             APG                ALM                Alg.1 

Figure 3. The restoration effect of the gray “Clock” image under different noise levels 
图 3. 灰度“Clock”图像在不同噪声水平下的恢复效果 
 

 
Figure 4. Convergence behavior of the three algorithms under different noise levels: RSE versus CPU time 
图 4. 三种算法在不同噪声水平下的收敛行为：RSE 随 CPU 时间的变化 
 

由表 1 及图 2、图 3 可见，在三种噪声水平下，本文所提算法在两张图像上整体取得最佳的 PSNR、
SSIM 与 RSE 指标。例如在“Tile roof”图像上，当 40%σ = 时，Alg.1 的 PSNR 比 ALM 提升约 0.45，比

APG 提升约 2.68；在“Clock”图像上，当 40%σ = 时，Alg.1 的 PSNR 比 ALM 提升约 1.98，比 APG 提

升约 3.53，优势更为显著。这是由于“Clock”图像结构相对简洁、低秩特性更强，截断核范数对其主导
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奇异值的保护作用更为充分，因此在大噪声水平下能够获得更明显的恢复增益。随着噪声水平的提升，

三种算法的恢复质量均有所下降，但 Alg.1 的优势始终稳定。视觉上，Alg.1 在保留图像主体结构(如屋顶

瓦片纹理、钟表刻度等几何细节)的同时，对稀疏噪声的去除更加彻底，有效避免了 ALM 与 APG 中常见

的整体模糊与残留斑点问题，验证了截断核范数对大奇异值的保护作用在稀疏噪声去除任务中的有效性。 
由图 4 可观察到：在三种噪声水平下，Alg.1 的 RSE 在迭代初期下降最为迅速，经少量 CPU 时间即

可达到稳定收敛阶段，收敛速度优于 ALM 与 APG；同时，Alg.1 收敛后的稳定 RSE 值也略低于 ALM 与

APG，表明其在恢复精度上同样具有一定优势。此外，随着噪声水平的提升，算法收敛至稳定值所需的

CPU 时间略有增加，但整体收敛行为依然平稳，未出现震荡现象，验证了 Alg.1 在实际应用中的数值稳

定性。 

5. 结论 

本文针对低秩矩阵恢复中标准核范数对所有奇异值施加均匀惩罚、易过度压缩主导奇异值的问题，

构建了基于截断核范数的矩阵恢复模型，并基于增广拉格朗日乘子法(ALM)设计了相应的求解算法 1。在

20%，30%，40%三种噪声水平下，“Tile roof”与“Clock”灰度图像的去噪实验表明，Alg.1 在 PSNR、
SSIM、RSE 三项指标上整体显著优于 ALM 与 APG，且在保留图像主体结构与细节信息的同时，对噪声

区域的恢复更加自然。三种算法的收敛曲线对比则验证了 Alg.1 在保持高恢复精度的同时，仍具备平稳

的收敛行为与数值稳定性。综上，本文所提的新算法在低秩矩阵恢复任务中具有更高的恢复精度与更强

的鲁棒性。 
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