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摘  要 

不依赖有限单群分类定理，证明了中心平凡的有限不可解群G 若满足 ( )G p p2 1= − 且 ( )G p p2 1= − ，

则 ( )G pPGL 2,≅ ，其中 p 3> 为素数， ( )G p 为G 中所有 p阶元的集合。这一结论在Moretó猜想的框架

下，通过引入中心平凡和不可解条件，成功将其推广并验证几乎单群 ( )pPGL 2, 。 
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Abstract 
Without relying on the classification of finite simple groups, we prove that if G  is a finite insoluble 
group with a trivial center satisfying ( )G p p2 1= −  and ( )G p p2 1= − , then ( )G pPGL 2,≅ , 

where p 3>  is a prime and ( )G p  is the set of elements of order p  in G . This conclusion, 
within the framework of Moretó's conjecture and through the introduction of central triviality and 
non-solvability conditions, successfully generalizes the conjecture and verifies it for the almost sim-
ple group ( )pPGL 2, .  
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1. 引言 

本文所讨论的单群均指非交换单群。设G 是一个有限群，G 表示G 的阶， ( )Gπ 表示 G 的素因子集

合， ( )e Gπ 表示G 中元素的阶之集合。对于正整数 k ，用 ( )G k 表示G 中所有阶为 k 的元素构成的集合，

( )G k 表示G 中阶为 k 的元素个数，并定义 ( ) ( ) ( ){ }nse : | eG G k k Gπ= ∈ 。其它未说明的符号都是标准的，

可参见文献[1]。 
在有限群的研究中，单群的数量特征与其结构特征之间的联系，已被众多群论学者广泛研究，并取

得了丰富的成果。尤其在利用“群的阶”和“元素的阶之集”刻画有限单群方面，取得了完整结果，证

明了所有有限单群均可由此“两个阶”唯一确定，参见文献[2] [3]。 
设 S 是一个有限单群，若群G 满足 ( )AutS G S≤ ≤ ，则称G 是相对于 S 的几乎单群。从该定义可以看

出，几乎单群作为有限单群的自然拓展，它与有限单群有相近的性质且有相对明确的结构与丰富的数量

特征，故也成为数量刻画研究的重要对象。例如， ( )PGL 2, p 就是单群 ( )PSL 2, p 的一个几乎单群，常被

作为典型例子加以研究。 
RolfBrandl 与施武杰在文献[4]中用“元素阶的集合”(即阶谱)刻画了 ( )PSL 2, q ，其中 q 为素数方幂

且 9q ≠ ；而 Moghaddamfar 等人在文献[5]中进一步利用阶谱刻画几乎单群 ( )PGL 2, p 。邵长国和蒋琴会

在文献[6]中证明了群G 若满足 ( ) ( )( )nse nse PSL 2,G p= 且 |p G ，则 ( )PSL 2,G p≅ ，其中 3p > 是素数；

而 Asboei 在文献 [7] 中证明了群 G 若满足 ( ) ( )( )nse nse PGL 2,G p= ， ( )p Gπ∈ 但 2p G ，则

( )PGL 2,G p≅ 。陈彦恒与陈贵云在文献[8]中用群阶和一个特殊共轭类长刻画了 ( )PSL 2, p 。随后，陈彦

恒等人在文献[9]中将此方法推广至几乎单群 ( )PGL 2, p 。值得一提的是，文献[6] [9]借助于 Brauer 和 Reyn-
olds 1958 年的结论[10]，证明过程中避免了有限单群分类定理的使用。由上面的讨论，我们知道 ( )PSL 2, p
的数量刻画途径可为研究 ( )PGL 2, p 提供直接启示。 

近期，Moretó 在文献[11]提出如下猜想，并证明了当 p是一个非梅森素数时，该猜想对 ( )PSL 2, p 成立。 
Moretó 猜想 设G 为有限群， S 为有限单群， p是 S 的最大素因子。若 G S= 且 ( ) ( )G p S p= ，

则G S≅ 。 
通过上面的分析，很自然提出问题：能否把该猜想推广到 ( )PGL 2, p ?基于此，我们在 p是大于 3 非

梅森素数条件下，尝试利用群阶和最大素阶元个数刻画 ( )PGL 2, p ，证明了若有限群 G 满足

( )2 1G p p= − 且 ( ) 2 1G p p= − ，则 ( ) ( )PSL 2,G Z G p≅ 或 ( )PGL 2,G p≅ 。 
值得注意的是，Moretó 猜想并不是对所有单群成立，文献[12]给出多对反例。我们还发现如下反例

[13]，若群 G 满足 32 3 7G = ⋅ ⋅ 且 ( ) 42 3G p = ⋅ ，则 G 必同构于下列群之一： ( )( )2 2 2 7 3× ×      ，

( )( )2 2 2 7 3× × ×     ， ( )PSL 2,7 。进一步观察发现，若对群G 附加非可解性条件，则可由群阶和最

大素阶元的个数唯一确定 ( )PSL 2,7 。因此我们在 p为梅森素数的情况下添加非可解条件，尝试利用群阶

和最大素阶元个数刻画 ( )PGL 2, p ，获得类似结论：若有限不可解群 G 满足 ( )2 1G p p= − 且
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( ) 2 1G p p= − ，则 ( ) ( )PSL 2,G Z G p≅ 或 ( )PGL 2,G p≅ 。 
综合上面两方面的结论，发现无论 p 是否为梅森素数，在假定 G 不可解群时均可得到：

( ) ( )PSL 2,G Z G p≅ 或 ( )PGL 2,G p≅ 。因此，在 Moretó 猜想的框架下，基于引入的不可解条件，为了成

功将其推广并验证几乎单群 ( )PGL 2, p ，还需进一步引入中心平凡的条件。于是得到下面结论：若中心平

凡有限不可解群G 满足 ( )2 1G p p= − 且 ( ) 2 1G p p= − ，则 ( )PGL 2,G p≅ ，其中 p是大于 3 的素数。 

2. 预备知识 

下面给出几个简单的引理，这些引理对本文主要定理的证明是必须的。 
引理 2.1 ([14]) 设 1 kR R R= × × ，其中每个 iR 是 in 个同构于非交换单群 iH 的群的直积，并且当 i j≠

时 iH 与 jH 不同构。则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1Aut Aut Aut Aut Aut .
ik i i nR R R R H S≅ × × ≅ 且   

此外， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1Out Out Out Out Out .
ik i i nR R R R H S≅ × × ≅ 且   

引理 2.2 ([1]) 设 2G n= ， n 是奇数，则G 必可解。 
借助以下两个引理，可在主要定理证明中有效避免应用有限单群分类定理。 
引理 2.3 ([11]) 设 p是一个非梅森素数，G 是一个由其 p阶元素生成的非交换群。若G 恰有 2 1p − 个

p元，则 ( ) ( )PSL 2,G Z G p≅ 。 

引理 2.4 ([10]) 设 G 是一个有限单群，其阶 G 可被一个大于
1
3G 的素数 p 整除。则 G 同构于

( )PSL 2, p ，其中 3p > 是一个素数；或者同构于 ( )PSL 2, 1p − ，其中 3p > 是一个 Fermat 素数。 

3. 主要定理及证明 

定理 3.1：设G 为有限群， p是大于 3 的非梅森素数。若 ( )2 1G p p= − 且 ( ) 2 1G p p= − ，则 

( ) ( )PSL 2,G Z G p≅ 或 ( )PGL 2,G p≅ 。 
证明：设 H 为G 的所有 p阶元生成的子群，则 H G 且 ( ) ( ) 2 1H p G p p= = − 。假设 H 是G 交换子

群，则 H 的唯一 Sylow p -子群 P 是 H 的特征子群，从而由 ( )2 1G p p= − 知， P 循环且是G 的唯一正

规 Sylow p -子群。因此 ( ) 1H p =  矛盾。故 H 为G 的非交换正规子群。 
由引理 2.3 知 ( ) ( )PSL 2,H Z H p≅ 。又因 ( ) ( ): :G G H H Z H Z H= ⋅ ⋅ ，得到 : 2G H = 或 ( ) 2Z H = 。 
若 : 2G H = ，则 ( ) 1Z H = ， ( )PSL 2,H p≅ 。因 ( )AutH G H  ，由G 群阶知 ( )PGL 2,G p≅ 。 
若 ( ) 2Z H = ，则 : 1G H = ，从而 ( ) ( )PSL 2,G Z G p≅ 。即证。 
定理 3.2：设G 为有限不可解群， p为大于 3 的梅森素数。若 ( )2 1G p p= − 且 ( ) 2 1G p p= − ，则

( ) ( )PSL 2,G Z G p≅ 或 ( )PGL 2,G p≅ 。 
证明：设 P 为G 的一个 Sylow p −子群，则由已知条件知， 

( ) ( )
( ) ( )1

, 1 .G
G p

P p N P p p
G p

−
= = = −  

令 K 为G 的极大正规可解子群，则由群G 不可解知， K 为G 的真子群。若 ( )p Kπ∈ ，则据 Frattini
论断，有 ( )GG N P K= 。因为 p 为大于 3 的梅森素数，所以可设 2 1sp = − ，其中 s 是奇素数，从而

( ) ( )( )12 2 1 2 1s s
GN P −= − − 。由引理 2.2 知 ( )GN P 是可解群，故而G 也是可解群，矛盾。因此 ( )p Kπ∉ 。 
设 N 为G K 的任一个极小正规子群，则 N 为一些同构非交换单群的直积。我们断定 ( )p Nπ∈ 。否
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则，存在 G K 的一个极小正规子群 R ，它的阶不被 p 整除。设 R 是 t 个非交单群 H 的直积，即

R H H= × × 。取G K 的一个 p阶元 x ，则由 R 的正规性知，x 以共轭作用的形式诱导 R 上一个 p阶自

同构。因此由引理 2.1 知， t 是 p的倍数。又由 22 | H ，所以 22 p G∣ 。基于前面梅森素数 p假设及G 的阶

知， ( )2 2 1 1s s− ≤ + ，从而 1s = ，但 1 不是素数，矛盾。由上讨论知 N 是非交换单群且是G K 的唯一极

小正规子群。 
设 N H K= 。因为 ( )p Nπ∈ 且 ( )AutH K G K H K  ，得到 ( )2| | | 1p H K G K G p p= − ，从而

1
3p H K> ，由引理 2.4 知 H K 同构于 ( )PSL 2 p， ，其中 p是一个大于 3 的素数；或 ( )PSL 2, 1p − ，其 

中 p是大于 3 的 Fermat 素数。显然，由 p是大于 3 的梅森素数知，H K 一定同构于 ( )PSL 2, p ， 3p > 的

梅森素数。因为 ( )AutH K G K H K  ，所 ( ) ( )PSL 2, PGL 2,p G K p  ，从而 ( )PSL 2,G K p≅ 或

( )PGL 2, p ， p是大于 3 的梅森素数。 
如果 ( )PSL 2,G K p≅ ，那么 K 是G 的一个 2阶正规子群，从而 ( )K Z G= 。于是 ( ) ( )PSL 2,G Z G p≅ 。 
如果 ( )PGL 2,G K p≅ ，那么由 ( )2 1G p p= − 知 1K = ，从而 ( )2PGLG p≅ 。即证。 
在定理 3.1 和定理 3.2 中，中心 ( )Z G 对G 的结构有一定的影响。若假设G 中心平凡，易得如下两个

推论。 
推论 3.1：设G 是中心平凡的有限群，p为大于 3 的非梅森素数。若 ( )2 1G p p= − 且 ( ) 2 1G p p= − ，

则 ( )PGL 2,G p≅ 。 
推论 3.2：设G 是中心平凡的有限不可解群， p为大于 3 的梅森素数。若 ( )2 1G p p= − 且 

( ) 2 1G p p= − ，则 ( )PGL 2,G p≅ 。 
综合推论 3.1 与推论 3.2 的结论，发现无论 p是否为梅森素数，在分别假定的条件下均可推得相同结

论，因此可得下面定理，这是射影线性群 ( )PGL 2, p 的一种新刻画。 
定理 3.3：设G 是中心平凡的有限不可解群，p为大于 3 的素数。若 ( )2 1G p p= − 且 ( ) 2 1G p p= − ，

则 ( )PGL 2,G p≅ 。 
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