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摘  要 

本文研究了具有脐边界的黎曼流形上k-海森堡方程的斜边界值问题。利用比较原理和最大值原理，我们

得到了解的c0，c1和c2估计。特别地，我们证明了二阶导数可以由边界上双法向方向的导数控制，进而通

过控制边界上双法向方向的导数，可实现对二阶导数的控制。 
 
关键词 

k-海森堡，先验估计，斜边界值，脐边界，费米坐标 
 

 

Oblique Boundary Value Problems for  
k-Hessian Equations on Riemannian 
Manifolds 
Chengming Li, Fei Han 
School of Mathematical Sciences, Xinjiang Normal University, Urumqi Xinjiang 
 
Received: June 4, 2026; accepted: July 10, 2026; published: July 20, 2026 

 
 

 
Abstract 
This paper investigates oblique boundary value problems for k-Hessian equations on Riemannian 
manifolds with umbilical boundary. By virtue of the comparison principle and the maximum prin-
ciple, we establish c0, c1 and c2 a priori estimates for solutions. In particular, we prove that the sec-
ond-order derivatives can be dominated by the derivative in the double normal direction on the 
boundary; consequently, control over the second-order derivatives is achieved via bounding the 
double normal derivative at the boundary.  
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1. 引言 

设 ( ),M g 是一个 n 维紧致黎曼流形，其边界为 ( ),M g 。我们考虑如下边界值问题： 

 
( ) ( )

( ) ( )

2

1 2

, , ,

, ,
k D u f x u x M

u u x x x Mη

σ

ϕ ϕ

 = ∈


= − + ∈∂
 (1) 

其中 ( )2
k D uσ 表示海森堡矩阵 2D u 的特征值的阶初等对称函数， ( ) 1 2, ,f C M ϕ ϕ∞∈ 是定义在边界上的两

个光滑函数，η是 M∂ 单位向量，ν 是 M∂ 的外单位法向量，且满足 ( )0 0cos 0 1η ν θ η η⋅ = ≥ < < 。 
关于 k-海森堡方程的边界值问题已有诸多研究。Caffarelli-Nirenberg-Spruck [1]得到了方程

( ) ( )( )2 n
k D u f x x Rσ = ∈Ω ⊂ 解的 0 1,C C 和 2C 计，随后利用连续性方法得到了该方程狄利克雷问题解的存

性。Lions-Truinger-Urbas [2]证明了 k-海森堡方程诺伊曼问题的早期结果，他们借助曲面的几何性质得到

了蒙日–安培方程解的存在性。2019 年，Ma-Qiu [3]得到 k-海森堡方程解的 0 1,C C 和 2C 估计，进而通过

连续性方法得到了方程解的存在性结果，该结论解决了 Truinger [4]提出的猜想。 
Guan [5]研究了黎曼流形上一类蒙日–安培型完全非线性椭圆方程的狄利克雷问题，该方法可用于处

理实流形和复流形上各类完全非线性椭圆或抛物型偏微分方程 2014 年，Guan [6]进一步研究了如下方程：

( ) ( )2
k D u A f xσ + = ，其中 ( )A A x= 是一个光滑的型张量。之后，Guan-Jiao [7]将上述结果推广到

( ),A A x u= 的情形。对于黎曼流形上 k-海森堡方程 ( )0,2 的诺伊曼问题，Guan-Xiang [8]在存在下解的条

件下，得到了一类完全非线性方程更一般解的存在性和正则性。He-Tu-Zhang [9]考虑了具有全脐边界的

紧致黎曼流形上海森堡方程诺伊曼问题的先验估计，并利用连续性方法得到了该方程解的存在性。 
本文研究黎曼流形上 k-海森堡方程的斜边界值问题，采用与[9]类似的方法，导出解的 0 1,C C 和 2C 估

计。基于上述结果，可利用连续性方法证明解的存在性。 

2. 主要结果 

以下三个定理分别是解的 0 1,C C 和 2C 估计。 
定理 1.1 设 M 是带有边界 M∂ 的紧致黎曼流形，且存在一个具有正定海森堡矩阵的光滑函数 ρ 。若

是方程(1)的 k-容许解，则存在常数 0M ，使得 

0sup ,
M

u M≤  

其中是 0M 一个仅依赖于 ( ) 1 2, , , ,n diam M fφ φ 的正常数。 
定理 1.2 设 M∂ 是脐边界，且 ( )2u C M∈ 是方程(1)的 k-容许解，满足 0u M≤ 。则存在

0

sup
µ

使得 

0

sup Du C
µ

≤ , 

其中 c是一个仅依赖 1 2, , , ,M n fφ φ 的正常数。 
定理 1.3 设 M 是脐边界 M∂ 且具有非负截面曲率的光滑紧致黎曼流形。若 ( )4u C M∈ 是方程(1)的 k-

容许解，则 

( )2u C M∈ 2sup
M

D u C≤ , 
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其中C 是一个仅依赖于 ( ) ( )1 1 1 2, , , , ,C M C Mk u f Mφ φ ∂ 的正常数。 

3. 预备知识 

3.1. 一些定义和定理 

定义 2.1 若函数 u 满足 ( ) ( ) ( )2 2 2
1 20, 0, , 0kD u D u D uσ σ σ> > > ，则称 u 是 k-容许。 

定义 2.2 锥 kΓ 定义为 

( ) ( ) ( ){ }2 2 2
1 2| 0, 0, , 0n

k kR D u D u D uλ σ σ σΓ = ∈ > > > . 

定义 2.3 记 ij k

ij

F
u
σ∂

=
∂

。 

定理 2.4 u 是 k-容许的，则
1
k
kσ 是椭圆的且凹的。 

定理 2.5 证明：参见[10]。 

3.2. 协变导数和里奇恒等式 

设 D 是 ( ),M g 的列维–奇维塔联络。曲率张量定义为 

( ) [ ],, X Y Y X X YR X Y Z D D Z D D Z D Z= − − , ( ) ( ), , , , ,R X Y Z W R Z W Y X= . 

设 1, , ne e 是 M 上的局部标架，记 ( ) ( ) 1
, , ,

i

ij
ij i j ij i eg g e e g g D D

−
= = = 。则 

( ), , , , , .
i

i im
ijkl i j k l jkl mjkl i eR R e e e e R g R D D= = =  

对于光滑函数ν ，有 

 

( )
,

,

, ,

, .

,

,

,

k l
ji i j ij k kji kij kij l

m m
lkji ljki ljk mi ljk i m

m m
ljki ljik jik lm lik mj

m m
ljik jilk jlik jilk jil k m jil mk

m m m m m
lkji jilk ljk mi ljk i m jik lm lik mj jil k

v v v v v R v

v v R v R v

v v R v R v

v v v v R v R v

v v R v R v R v R v R v

= ∂ −Γ − = −

− = − −

− = − −

− = − = − −

− = − − − − − .m
m jil mkR v−

 (2) 

3.3. 费米坐标 

我们将在边界附近使用费米坐标系，该坐标系下的度量表达式 ( )2ng g dx dx dxα β
αβ= + ，其中希腊字母

, ,α β 表示切向指标，拉丁字母 , , ,i j k 表示全指标。在该坐标系中， nx 恰好是该点到边界的距离。外

单位法向量ν 可表示为 nx
ν ∂
= −

∂
。坐标邻域为 

( )2 20, .n i
r

i
B x x r+  = ≥ < 

 
∑  

第二基本形式记为 ijL ，则在边界上有 

, , 0.n n
n nL L gβ γβ

αβ αβ α αγ αΓ = Γ = − Γ =  

若 M∂ 是脐边界且 M∂ 上的平均曲率为κ ，则 

, , 0.n n
n ng β

αβ αβ α αβ ακ κδΓ = Γ = − Γ =  
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4. c0 估计 

这里我们使用[3]中的技巧。 
首先，我们指出边界上任何向量都可以分解为切向和法向方向的线性组合，即 

 
1

1
, , ,

n

i i
i

η τ η τ ν η
−

=

= +∑  (3) 

其中η是边界上的任意方向， iτ 是切向量，ν 是外单位法向量。 
取足够大的 1A ，使得 

( ) ( )( )2 2
1 .k kD u f D Aσ σ ρ= ≤  

根据比较原理， 1u A ρ− 在边界点 0x 处取得非正最小值，因此由方程(1)的边界条件和(3)可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0 1 0 1 0
1 10 ,
, cos

u A x u A x u A xν η ηρ ρ ρ
η ν θ

≥ − = − = −  

即 

( )00 .u x C≥ − −  

因此，我们有 

 ( ) ( )0 .u x u x C C≥ − ≥ −  (4) 

另一方面，由于流形是紧致的，存在 1B ，使得 

( ) ( )2 2

1

1 .k kD u f D
B

σ σ ρ= ≥  

再次根据比较原理，
1

1u
B

ρ− 在边界点 1x 处取得非负最大值，则 

( ) ( ) ( )1 1 1
1 1 1

1 1 1 1 10 ,
, cos

u x u x u x
B B B

ν η η

ρ ρ ρ
η ν θ

     
≥ − = − = −     
     

 

即 

( )10 .u x C≤ − +  

因此，我们有 

 ( ) ( )1 .u x u x C≤ ≤  (5) 

结合(4)和(5)，可得 

sup .
M

u C≤  

由以上结论我们完成了定理 1.1 的证明。 

5. c1 估计 

在进行全局 1C 估计之前，我们需要先给出两个引理。 
设 0 sup

M
M u= ，定义 

( ) ( ) ( ){ }, , | .d x dist x M M x M d xµ µ= ∂ = ∈ <  

https://doi.org/10.12677/pm.2026.167169


李程明，韩菲 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2026.167169 19 理论数学 
 

引理 5.1 若 u 是 k-容许的，且

2

11 4
h Du

u
′

< −  (其中 h′是一个正函数)，则 

1
2 111 1

1
1

1 , .
1 4

k
kii ii k

n k
i i n

hF F F C Du
n k C

−
−−

−
−

 ′
≤ ≥  − +  

∑ ∑且  

引理 5.2 设 ( )3u C M∈ 是方程(1)的 k-容许解，满足 0u M≤ ，且存在正常数 1L ，使得 

( )
( ) ( ) ( ) 1

, 0,

, , , ,x z

f x z

f x z f x z f x z L

≥

+ + ≤
 

其中 [ ]( )2
0 0,f C M M M∈ × − 。则对于任意 M M′ ⊂⊂ ，有 

1sup ,
M

Du M
′

≤   

其中 1M 是一个仅依赖于 ( )0 1, , , ,k M dist M M L′ ∂ 的正常数。 
上述两个引理的证明参见[11]。 
引理 5.2 是内部估计。因此，我们只需证明边界和近边界处的梯度估计，即可得到全局梯度估计。直

接处理方程很难，因此我们使用辅助函数来处理，然后使用极值原理，将全局估计降为边界的估计。 
定理 1.2 的证明 
考虑辅助函数 

 ( ) ( ) ( )2log ,G x D h u g dω= + +  (6) 

其中 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2cos , , , ,x u x x u d x x u u x xω θ ϕ ϕ φ φ= ⋅ + = − +  (7) 

 ( ) ( )0
1 log 1 4 ,
2

h u M u= − + −  (8) 

 ( ) ( )0 0, ,g d dα α= 为一个待确定的常数  (9) 

由(8)，有 

( ) ( )

( ) ( )

0 0

0 0

2 2
0 0

1 1log 1 5 log 1 3 ,
2 2

1 1 1 1 ,
2 1 5 2 1 3
1 1 1 1 ,
2 21 5 1 3

M h M

h
M M

h
M M

− + ≤ ≤ − +

′≤ ≤
+ +

′′≤ ≤
+ +

 

对ω 求导可得 

 ( )cos .i i i u i iu u d dω θ ϕ ϕ φ= + + +  (10) 

假设 ( )G x 在
00x M µ∈ ，处取得最大值，由引理 5.2，我们只需考虑 0x 在边界和近边界的情况。因此，

我们分两种情况证明。 
情况一：边界估计 
我们在费米坐标系下进行的计算。设 0x 在边界上，则 

 20 .n nn n
n nG g h u

D
α αω ω ω ω

ω
+ ′ ′≥ = + +  (11) 
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由(3)和(10)，有 

 ( )cos cos 0.n n n u nu u d u uν ηω θ ϕ ϕ ϕ θ ϕ ϕ= + + + = − + = − + =  (12) 

进而由上式，可得 

 .i n
n n n n i n nα α α α α αω ω ω ω ω κω= = ∂ −Γ = −Γ =  (13) 

将(12)和(13)带入(11)，我们推出，只要 0α 足够大，就有 

00 0.nG Cκ α≥ ≥ + − >  

这是一个矛盾，表明 ( )G x 不能在边界上取得最大值。 
情况二：近边界估计 
我们对 ( )G x 求一阶和二阶导数，有 

 2

2
0 ,p pi

i i iG g d h u
D

ω ω

ω
′ ′= = + +  (14) 

 2 4

2 2 4
0 .pj pi p pij p pi q qj

ij i j ij i j ijG g d d g d h u u h u
D D

ω ω ω ω ω ω ω ω

ω ω

+
′′ ′ ′′ ′≥ = − + + + +  (15) 

注意到 ( )2 0ijF D u > ，由于 u 是 k-容许解。在G 的最大值点处，有 

 2 4

2 2 4
0

.

ij ij ij
pj pi p pij p pi q qjij

ij

ij ij ij ij
i j ij i j ij

F F F
F G

D D

g F d d g F d h F u u h F u

ω ω ω ω ω ω ω ω

ω ω

+
≥ = −

′′ ′ ′′ ′+ + + +

 (16) 

对(10)求导，可得 

 
( )

( ) ( )
cos

.

ij ij ij iu j uj i uu i j u ij

i u i j j u j i ij

u u u u u u d

u d u d d

ω θ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

= + + + + +

+ + + + +
 (17) 

对 ijω 求导，可得 

 

( ) (

)
( )
( )

cosijp u ijp ijp iju p iup j iuu p j

iu jp ujp i uju p i uj ip uup i j uuu p i j

uu ip j uu i jp up ij uu p ij

ij iu j uj i uu i j u ij p

ip iu p up i uu p i u ip j

jp

d u u u u u

u u u u u u u u u u

u u u u u u u d

u u u u u d

u u u u u d

ω θ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

= + + + + +

+ + + + + +

+ + + +

+ + + + +

+ + + + +

+ +( )
( ) ( ) ( ) .

ju p up j uu p j u jp i

i u i jp j u j ip p u p ij ijp

u u u u u d

u d u d u d d

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

+ + +

+ + + + + + +

 (18) 

现在我们在 0x 处选取坐标系，使得 1ω ω∇ = 且 ( )2 ,ij i j n
u

≤ ≤
是对角的。此外，在下面的证明中我们仅考

虑 1ω 足够大的情况，否则情况二已得证。 

这样，由(10)和(14)，对于 1i = ，有 

 
( )1 1 1

1 ,
cos u

d d
u

d
ω ϕ ϕ

θ ϕ
− +

=
+

 (19) 
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 ( )11 1 1 1
1 ,
2

g d h uω ω′ ′= − +  (20) 

对于 2 i n≤ ≤ ，有 

 
( ) ,

cos
i i

i
u

d d
u

d
ϕ ϕ
θ ϕ

− +
=

+
 (21) 

 ( )1 1
1 ,
2i i ig d h uω ω′ ′= − +  (22) 

假设 0µ 足够小，使得 

1 cos 1.
2 udθ ϕ≤ + ≤  

对于 2 i n≤ ≤ ，由(21)可得 

 .iu C≤  (23) 

对于 1u ，由(10)有 

 ( )1 1 1 1cos ,ud u d dω θ ϕ ϕ ϕ= + + +  (24) 

因此， 

 1 1 1
1 2 .
4

u uω≤ ≤  (25) 

基于(17)和(22)，结合(23)，对于 2 i n≤ ≤ ，有 

 1 1.iu Cω≤  (26) 

 1 1.i Cω ω≤  (27) 

对于 1i = ，由(20)和(25)有 

 2
11 1 .Cω ω≤  (28) 

结合(17)和上式，可得 

 2
11 1 .u Cω≤  (29) 

有了上述准备，我们现在处理(16)。 
首先，由(18)，(23)，(25)，(26)和里奇恒等式，有 

 
( ) ( )

( ) ( )

2
1 1 1

1 1 1 1

0 cos

.

ij ij ij ij
ij u ij uj uu j u j i

i
ij ij

ui uu i u i j uu u u ij

F d F u C F D F d u d d u

F u d d u F u d d d u

ω θ ϕ ω ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

≥ ≥ + − + + +

+ + + + + +

∑
 (30) 

注意到方程(1)是 k 次齐次的，有 

 ,ij
ijF u kf=  (31) 

 1 1 1.
ij

ij uF u f f u= +  (32) 

由(31)，(32)和(30)，我们得到 

 
( )

( )

2
1 1

1

0

.

ij ii ij
ij uj uu j u j i

i
ij

ui uu i u i j

F C F D F d u d d u

F u d d u

ω ω ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

≥ ≥ − + + +

+ + +

∑
 (33) 
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由于 ijF 是正定的且 ij ii

i
F C F≤ ∑ ，结合(26)和(27)，可得 

 

( ) ( )

( ) ( )

( )

1

2 11 1
1 1 1 11 11

1

1
1 1 1 1 1

1 , 1

2 11
1 1 1 11

2

0

2 2

2 2

2

.

ij
ij

ij j
u uu u uj uu j u j

i j

i ij
u uu u i uj uu j u j i

i i j

ij
u uu u

i

ij

i

F

C F D F d u d d u F d u d d u

F d u d d u F d u d d u

C F D F d u d d u

C F D

ω

ω ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ω ϕ ϕ ϕ

ω

≠

≠ ≠

≥

≥ − + + + + + +

+ + + + + +

≥ − + + +

≥ −

∑ ∑

∑ ∑

∑

∑

 (34) 

将(34)代入(16)，由 ( )22h h′′ ′= 可得 

 

( )( )

( )( )

2
1 1 1 1 1

2 4

2
41 1 1
1 11 2

1 12 4

4
0

ij ij
ij i jij ij ij ij ij

ij i j ij i j ij

ij ii
ijij

i i j j ii iii

i i

ii ij ii
i i j j

i i

F F
F G g F d d g F d h F u u h F u

D D

F C F F g d h u g d h u
C F C F u h F u h kf

D D

C F D F g d h u g d h u C F

ωω ω ω ω

ω ω

ωω ω ω

ω ω

ω

′′ ′ ′′ ′≥ = − + + + +

− ′ ′ ′ ′+ +
′′ ′≥ − − − + +

′ ′ ′ ′≥ − − + + − −

∑
∑ ∑

∑ ∑

( )

( )

11 2
1 1

2 11 2
1 1

2 11 2
1 1 .

ii

i

ii ii

i i

ii ii

i i

C F u h F u h kf

C F C F u h h F u

C F C F u h F u

′′ ′+ +

 ′′ ′≥ − − + − 

′≥ − − +

∑

∑ ∑

∑ ∑

 (35) 

因为 1u 足够大，我们可以假设 

1 1 1
1 3 ,
2 2

h u g d h u h u′ ′ ′ ′≤ + ≤  

因此，由(20)可得 

2
11 1 1

1 1 .
4 4

u h u h Duω′ ′≤ − ≤ −  

于是，(35)结合引理 5.1 可进一步估计为 

 
( ) ( )2 2

1
10 ,

2 1
ij ii ii

ij
i i

F G C F h F u
n k

′≥ ≥ − +
− +∑ ∑  (36) 

这就完成了情况二的证明。 
由上述两种情况和引理 5.2，可得 u 的梯度估计。 

6. c2 估计 

对于解的二阶导数估计，我们通常采用分别处理二阶切向导数，二阶切法向导数和二阶法向导数的

方法。 
由[3]可知，我们只需估计二阶切法向导数和二阶法向导数，然后利用一个关键引理说明解的二阶导

数可以由边界上的二阶法向导数控制，即可完成定理 1.3 的证明。 
根据[9]，我们已经得到二阶法向导数估计： 
引理 6.1：设 M 是带有凸脐边界 M∂ 的光滑紧致流形，ν 是边界上的外单位法向量。若 ( )4u C M∈ 是
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方程(1)的 k-容许解，则 

sup ,
M

u Cνν
∂

≤  

其中C 是一个仅依赖于 , ,n k f 的最小值， 1 21 2, , , ,C Cu f Mϕ ϕ ∂ 的正常数。 
对于二阶切法向估计，我们有如下引理： 
引理 6.2：设τ 是切向的，ν 是法向的。在定理 1.3 的条件下，有 

( ) ,D u y Cτν ≤  

其中 y M∈∂ ，C 是一个仅依赖于 1 2 1 2, , , ,C Cu f M ϕ ϕ∂ 的正常数。 
下面的引理说明解的二阶导数可以由边界上的二阶法向导数控制。 
引理 6.3：设 M 是带有凸脐边界且截面曲率非负的光滑紧致流形，ν 是边界上的外单位法向量。设

1 sup
M

M uνν
∂

= ， u 是方程(1)的 k-容许解。则 

( )0 1sup 1 ,u C Mξξ ≤ +  

其中 1nSξ −∈ ，C 是一个仅依赖于 1 2 1 2, , , ,C Cu f M ϕ ϕ∂ 的正常数。 
引理 6.2 的证明 
我们在费米坐标系下进行计算。 
由边界条件 ( ) ( )1 2u ur x r xη = − + 和(3)，有 

 

1

1

1

1

1

1 2
1

, 1
, ,

1 ,
cos

1 , .
cos

i

i

i

n
i

i

n

i
i

n

i
i

u u u u

u u

u u

η ν τ η

τ η

τ

η τ
η ν η ν

η τ
θ

η τ ϕ ϕ
θ

−

=

−

=

−

=

= − = −

 = − 
 
 = + − 
 

∑

∑

∑

 (37) 

对(37)求切向协变导数，可得 

 
( ) ( )

1

1 2
1

1 , .
cos

i jni

i j jj j

i
n i

n

i
i

u u u

u u u

τη τ τ

τ τ ττ τη τ ϕ ϕ κ
θ

−

=

= ∂ −Γ

 = + − + 
 
∑

 (38) 

因此，由(38)可得 

.nu Cα ≤  

以上成了引理 6.2 的证明。 
引理 6.3 的证明 
考虑辅助函数 

 ( ) 22
1 2, ,l

lv x u a u K K Duξξξ ρ= − + +  (39) 

其中 , ,l il l
i la g a a u Da Du= = ， a 是一个待确定的函数。 

对(39)求协变导数，可得 

( )2
1 22 .l l

i i i l li l lii
v u a u a u K K u uξξ ρ= − − + +  

对上式再求协变导数，可得 
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( )2
1 2 22 2 .j

l l l l
ij ij ij l i lj li lij lj li l lijij

v u a u a u a u a u K K u u K u uξξ ρ= − − − − + + +  

记
1
k
kσ 为 F ，对方程

1 1
k k
kF f fσ= = =  ，求协变导数，可得 

 .ij
ijl l u lF u f f u= + 

  (40) 

注意到
1
k
kσ 是凹的，则 

 , .ij ij ij pq
ij ij ij pqF u F u F u u fξξ ξξ ξ ξ ξξ≥ + =     (41) 

结合(2)，(40)和(41)，可得 

 
1 2 2

1 2

2 2 2 2

1 2 2 2 2 .

ij ij ij l ij l ij l ii ij ij
ij ij ij l i lj lij lj li l lij

i

ii ii ij ij l ij m
lj li i lj ij m

i i

F v F u F a u F a u F a u K F K F u u K F u u

C F K F K F u u F a u F R u

ξξ

ξ ξ

= − − − + + +

 ≥ − + + + − − 
 

∑

∑ ∑

       

    

 (42) 

假设 ( ),v x ξ 在内部取得最大值。且我们假设 ijg 和 iju 是对角的， 1,ii i nu λ λ λ= ≥ ≥ 。 
现在我们证明存在 2K ，使得 

 2
2 2 0.ii ij

ii iiK F u F R uξ
ξ ξξ− >   (43) 

若上式成立，则根据 

 
( )22

2 2
2 2

2 ,
il
iii ij l iii

li lj lj i ii

aaK F u u F u a K u F
K K

    − = − −      

    (44) 

可得 

 
( )22

2 2
2 2

2 .
ii
iii ii iii

ij ii
i i

aaF v K F u K C F
K K

    ≥ − + − −      
∑ ∑    (45) 

这样，只需进一步选取 1 2,K K 和 a ，使得 
因此， v在边界上取得最大值。 

 
( )2

1
2

0,
i
ia

K C
K

− − >  (46) 

即可得到 

0.ij
ijF v >  

现在我们证明(43)。首先，有 
2 2

2 22 2 .ii ii ii ii
ii ii ii i iK F u F R u K F u F g R uξ ξξ ξ

ξ ξξ ξ ξ ξξ− = +     

若，则(43)得证。下面假设 0uξξ < ，我们有 

( ), .ii

i
F C n k Fξξ ≥ ∑  

因此，对于足够大的 2K ，有 
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( )

2
2

2
2

1 1 2
2

2

2

1 ,

0,

ii ii
ii ii

ii
i i

ii iik
k

i i

K F u F R u

K F u F g R u

K C n k F u C F u
k

ξ
ξ ξξ

ξξ ξξ ξ
ξξ ξ ξ ξξ

ξξ ξξσ
−

−

≥ +

 ≥ − 
 

>

∑ ∑

 

 

 (47) 

这表明 u 在边界上取得最大值。我们在 v的最大值点处使用费米坐标系，则 

 ( ) ( ) 2
2

10 2 .
n

l
n l l lnn n

v u a u K K u u
ξξ

ρ≥ = − + +  (48) 

结合边界条件 1 2u ur rη = − + 和(3)，有 

( )1 2
1 .

cosnu u uν ϕ ϕ
θ

= − = −  

( ) ( )1 2 1 2
1 1 ,

cos cos
i

n n n n n i nu u u u u u u uβ
α α α α β αα α

ϕ ϕ ϕ ϕ κ
θ θ

= = ∂ −Γ = − −Γ = − +  

因此，对于1 1nα≤ ≤ − ，有 

 ( ) ( )1 2 1 2
1 1 ,

cos cos
i

n n n n n i nu u u u u u u uβ
α α α α β αα α

ϕ ϕ ϕ ϕ κ
θ θ

= = ∂ −Γ = − −Γ = − +  (49) 

且 

 ( ) ( )

( )

1 2

1 2

1
cos

1 .
cos

i i
n n n i ni

nn

u u u u

u u u

g u u u

βα α β α β αβ

α α β αββ

γ γ
αβ αβ αβ γγ

ϕ ϕ κ κ
θ

κ ϕ ϕ κ
θ

= ∂ −Γ −Γ

 = ∂ − + ∂ + 

− − Γ − −Γ

 (50) 

我们还需要里奇恒等式 

 .i
n n n n iu u u R uαβ β α βα βα= = −  (51) 

因此，结合。(49)~(51)，可得 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

2
1 2 2

2
1 2 2

1 2 1 2

2
1 2 2

1

0 2 2

2 2

1 1
cos cos
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n
n n n nn nn n n

i n
n n i n n nn nn n
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n
n n nn nn n

u a u a u K K u u K u u

u R u a u a u K K u u K u u

u u u g u u

u a u a u K K u u K u u C

u u

α
αα α α α

α
αα αα α α α

γ
α α α αα αα ααα γ

γ α
αα γ α α α

αα

ρ

ρ

ϕ ϕ κ κ κ ϕ ϕ
θ θ
κ ρ

ϕ κ

≥ − − + + +

= + − − + + +

 ≥ ∂ − + ∂ + − − Γ − 

−Γ − − + + + −

≥ ∂ + ( )
( )( ) ( )
( ) ( )

2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

2

2

2 .

n
nn

i n
i nn

n
nn

u g a K u u C

u u u g a K u u C

u g a K u u C

αα αα

αα αα αα αα

αα αα

κ κ ϕ ϕ

ϕ κ κ κ ϕ ϕ

ϕ κ κ ϕ ϕ

   + − + − − −   
 ≥ + +Γ + − + − − − 

 ≥ + − + − − − 

 (52) 

因此，只要 na 和 2K 满足 

 ( )2 1 22 0,ng a K ur rαακ + − − >  (53) 

就有 
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( )1 ,nnu C uαα ≤ +  

且 

( )1 .u C uξξ νν≤ +  

这就完成了引理 6.3 的证明。 
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