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摘  要 

本文研究一类由时滞微分方程与变分不等式耦合构成的动力系统解的存在性问题。该类系统在控制理论

与工程系统中具有重要应用背景。利用Schauder不动点定理、扩展解方法及变分不等式相关理论，在适

当假设条件下证明了系统解的存在性，并进一步分析了其解的结构特征。 
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Abstract 
This paper studies the existence of solutions to a class of dynamical systems coupled with time-de-
lay differential equations and variational inequalities. These systems have important applications 
in control theory and engineering systems. Using Schauder’s fixed-point theorem, the extended so-
lution method, and related theories of variational inequalities, the existence of system solutions is 
proved under appropriate assumptions, and the structural characteristics of the solutions are fur-
ther analyzed.  
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1. 引言 

2008 年，Pang 与 Stewart 在文献[1]中首次提出了微分变分不等式这一数学模型，该模型有效结合了

微分方程与变分不等式的结构特征。此后，该模型引起了研究者的广泛关注，围绕其理论分析、数值算

法及实际应用，已有大量研究成果相继涌现，参见文献[2] [3]。在相关领域中，傅等人利用带时滞的 Gron-
wall-Bellman 不等式，建立了一系列判定时滞微分方程稳定性的充分条件[4]。 

在许多实际工程和控制系统中，经常遇到一类同时包含时滞和约束的耦合动力系统。在此类系统中，

动力学由微分方程描述，约束或控制条件则采用变分不等式[4]的形式给出。本文所研究的系统如下： 

 
( ) ( ) ( )( ) [ ]
( ) ( )
( ) ( )

[ ]
[ ]

, , 0,

,0,

, ,0

x t h t x t s u t s t T

t sx t t

u t t t s

ϕ

ψ

 = − − ∀ ∈


∀ ∈ −=


= ∀ ∈ −



, (1) 

 ( ) ( )( ) ( ), , , 0,f t x t u t v u t v K− ≥ ∀ ∈ . (2) 

其中 0s > 为时滞常数， ( ) nx t R∈ 为状态变量， ( ) mu t R∈ 为控制变量， mK R⊂ 为闭凸集， 

[ ]: 0, n m nh T R R R× × → ， [ ]: 0, n m mf T R R R× × → ， [ ]: 0, nT Rϕ → ，为连续映射， [ ]: 0, mT Rψ → 是可测的。 
该类系统在机器人控制、电力网络、交通系统等领域有着广泛的应用背景。然而，时滞与变分不等

式的相互耦合使得其解的存在性分析颇具难度。本文旨在适当的函数空间框架与合理假设下，建立系统

解的存在性。 

2. 预备知识 

2.1. 函数空间与范数 

2.1.1. 连续函数空间[5] 
设 [ ]( ), , nC a b R 为从 [ ],a b 到 nR 的连续函数全体，赋予一致范数 

[ ]
( )

,
maxC t a b

x x t
∈

= . 

2.1.2. 可积函数空间[6] 
设 [ ]( )0, ,p mL T R 为 p次可积函数空间，其中1 p< < ∞，赋予范数 

( )( )
1

0
dp

T p p
Lu u t t= ∫ , 

2.2. Gronwall 不等式[7] 

设 ( ) 0u t ≥ ，且满足 
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( ) ( ) [ ]
0

d , 0,
t

u t a b u s s t T≤ + ∀ ∈∫ , 

则 

( ) ebtu t a≤ . 

3. 时滞微分变分不等式解的存在性证明 

3.1. 引理 1 

设 h 是 Lipschitz 连续函数，ϕ 是连续函数，且 mK R⊂ 是紧集，则对一个可测函数 ( ) [ ]: 0,u t T K→ ，

存在一个连续函数 ( )x t 为时滞微分方程(1)的解。 
证明：设对任意给定的 [ ]1: 0,u T K→ ，定义 

( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ]10
0 , , d , 0,

t
Hx t h t x s u s t Tϕ τ τ τ = + − − ∀ ∈ ∫ , 

其中 10 T T< < ，且 

( ) ( ) [ ]
( ) ( ) [ ]

, ,0 ,
,0 .

x t t t s
u t t t s

ϕ
ψ

 = ∀ ∈ −
 = ∀ ∈ −

 

设 

[ ]( ) [ ]
( )

1
1

0, ;
0,
supmnC T

T
x x t=



, [ ]( )10, ; mnx C T∀ ∈  . 

对任意给定正常数 b ，有 

( ) ( ) [ ]( ) ( ) ( ) [ ]{ }1 1| 0, , , 0 , 0,nS x t x t C T R x t b t Tϕ= ∈ − ≤ ∀ ∈ , 

由于 h 是Lipschitz连续的，且 K 是紧的， ( )u sτ − 和 ( )x sτ − 在 [ ],0s− 上是有界的，则存在常数 1 0M > ，

使得对任意的 ( )x t S∈ ， 

( ) ( )( ) 1, ,h t x s u s Mτ τ− − ≤ . 

设 1
1

min , bT T
M

 
=  

 
，则对任意的 [ ]10,t T∈ ， 

( ) ( ) 10Hx t M T bϕ− ≤ ≤ . 

此外，对任意的 [ ]1 2 1, 0,t t T∈ ，有 

( ) ( ) ( ) ( )( )1

2
1 2

1 1 2

, , d

.

t

t
Hx t Hx t h t x s u s

M t t

τ τ τ− ≤ − −

≤ −

∫  

因此，映射 :H S S→ 是一致有界且等度连续。并且，满足 Schauder 不动点定理[8]，所以存在 ( )x t S∈ ，

使得 ( ) ( )Hx t x t= 。 
由于 h 是 Lipschitz 连续且有界，并且 ( )u t 是有界的，即 

( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

, ,

, , ,0,

,0, ,0,0 ,0,0 0,0,0

h t x t s u t s

h t x t s u t s h t u t s

h t u t s h t h t h

L x t s L u t s C

− −

≤ − − − −

+ − − + −

≤ − + − +
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其中 0L > ，C 是常数。 
接下来，设 

( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ]10
0 , , d , 0,

t
x t h t x s u s t Tϕ τ τ τ = + − − ∀ ∈ ∫ , 

则有， 

( ) ( ) ( ) ( )( )
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ϕ τ τ τ

ϕ τ τ τ

ϕ τ

ϕ ψ τ τ
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 = + − − 

≤ + − −

≤ + − + − +

≤ + + + −

≤ + + + +

∫

∫

∫

∫

∫

 

通过 Gronwall 不等式得 

 ( ) eLTx t α≤ , (3) 

其中 ( )0 uLM T L s L sα ϕ ψ ϕ= + + + 。 
最后，通过扩展解方法[9]，得到存在一个连续函数 ( )x t ，使得对任意 [ ]0,t T∈ ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 10
0 d

t
x t A x A x s Bu sϕ τ τ τ τ= + + − + −  ∫  

根据[10]，可以得到 ( )x t 是时滞微分方程(1)的解，对几乎处处 [ ]0,t T∈ 。 

3.2. 引理 2 

设 f ， g 是连续函数， mK R⊂ 是紧凸集，当 u K∈ 时， ( ), ,f t x ⋅ 是单调的，对每一个固定的 t 和 x ，
则有对一个连续函数 ( )x t ，存在一个可测函数 ( ) [ ]: 0,u t T K→ ，使得对任意可测函数 ( )kx t
( ) [ ]: 0,v t T K→ ，有 

( ) ( )( ) ( ) ( )
0

, , , d 0
T

f t x t u t u t v t t− ≤∫  

证明：由于 g 是连续函数和 mK R⊂ 是紧凸集，根据文献[11]结论 2.2.5，对每个固定的时间 [ ]0,t T∈ ，

存在一个解 u K∈ ，满足下面变分不等式 

 ( )( ), , , 0,f t x t u v u v K− ≥ ∀ ∈ . (4) 

而且，根据 g 的单调性， ( ) [ ]: 0,ku t T K→ 根据文献[12]中命题 1，变分不等式(2)可以等价为如下对

偶变分不等式 

 ( )( ), , , 0,f t x t v u v v K− ≤ ∀ ∈ . (5) 

因为 ( )x t 在 [ ]0,T 上是连续的，则存在函数列 ( ){ }kx t ，当 k →∞时，使得 ( )kx t 收敛到 ( )x t  [13]。因

此，由不等式(4)可得，对于一个阶跃函数 ( )kx t ，存在一个阶跃函数，使得 ( ) [ ]: 0,ku t T K→  

( )( ) ( ), , , 0,k kf t x t v u t v v K− ≤ ∀ ∈ . 

由于这个阶跃函数 ( ){ }ku t 是可测且有界的，存在一个 ( ){ }ku t 的子列，也将这个子列记作 ( ){ }ku t ，使

得 
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( ) ( )w
ku t u t→ , 

由于 Mazur 定理[14]，在 [ ]2 0,L T 空间上， ( ){ }ku t 一列凸组合在 2L 范数下弱收敛到 ( )u t 。在 [ ]2 0,L T
空间下，收敛序列具有几乎处处逐点收敛的子列[15]，因此可得 ( )u t 在 [ ]0,T 上可测，对几乎处处所有

[ ]0,t T∈ ， ( )u t K∈ 。 
因为对任意可测函数 ( ) [ ]: 0,v t T K→ ， 

( ) ( )( ) ( ) ( )
0

, , , d 0
T

k kf t x t v t u t v t t− ≤∫ , 

且 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

0 0

0 0

0 0

lim , , , d , , , d

lim , , , d , , , d

lim , , , d , , , d

T T
k k kk

T T
k k kk

T T
kk

f t x t v t u t v t t f t x t v t u t v t t

f t x t v t u t v t t f t x t v t u t v t t

f t x t v t u t v t t f t x t v t u t v t t

→∞

→∞

→∞

− − −

≤ − − −

+ − − −

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

 

我们得到 

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )
0

0

, , , d

lim , , , d

0.

T

T
k kk

f t x t v t u t v t t

f t x t v t u t v t t
→∞

−

= −

≤

∫

∫  

3.3. 定理 1 

设ϕ ， f 是连续函数， h 是 Lipschitz 连续， mK R⊂ 是紧凸集，当 u K∈ 时， ( ), ,f t x ⋅ 是单调的，对

每一个固定的 t 和 x ，则存在一对 ( ) ( )( ),u t x t ，使得 ( )u t 是可测的并且满足变分不等式(2)，对几乎处处

[ ]0,t T∈ ，以及 ( )x t 是时滞微分方程(1)的解。 
证明：对于一个可测函数 ( ) [ ]0 : 0,u t T K→ ，由引理 3.1，存在一个连续函数 ( )1x t ，满足以下微分方

程， 

( ) ( ) ( )( ) [ ]
( ) ( )
( ) ( )

[ ]
[ ]

1 1 0
0

1

0

, , d 0, ,

,0,

,0,

t
x t h x s u s t t T

t sx t t

t su t t

τ τ τ

ϕ

ψ

 = − − ∀ ∈

 ∀ ∈ −=


∀ ∈ −=

∫
. 

由引理 3.2，存在一个可测函数 ( ) [ ]1 : 0,u t T K→ ，使得对任意可测函数 ( ) [ ]: 0,v t T K→ ， 

( ) ( )( ) ( ) ( )1 1
0

, , , d 0
T

f t x t v t u t v t t− ≤∫ . 

重复上述方法步骤，当 1,2,n = ，我们得到一个序列 ( ) ( ){ },n nx t u t ，使得 

 
( ) ( ) ( )( ) [ ]
( ) ( )

( ) ( )
[ ]
[ ]

1 1
0

1

, , d 0, ,

,0,

,0,

tn n n

n

n

x t h x s u s t t T

t sx t t

t su t t

τ τ τ

ϕ

ψ

+ +

+

 = − − ∀ ∈

 ∀ ∈ −=


∀ ∈ −=

∫
, (6) 

和对任意可测函数 ( ) [ ]: 0,v t T K→ ，有 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )
0

, , , d 0
T n nf t x t v t u t v t t− ≤∫ . (7) 
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随后，由于 K 的紧性，可以推到出 ( ){ }nu t 具有一个子列，该子列依然记作 ( ){ }nu t ，使得 ( )nu t 在 2L
范数下弱收敛到一个极限 ( )u t 。此外 

 

( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )

1

1 1
0 0

1 1
0 0

1
0 0

, , d , , d

d d

d exp d

n n

t tn n n n

t tn n n n

t Tn n

x t x t

h x s u s h x s u s

L x s x s L u s u s

L u s u s L

τ τ τ τ τ τ τ τ

τ τ τ τ τ τ

τ τ τ τ

+

+ −

+ −

−

−

= − − − − −

≤ − − − + − − −

≤ − − − ⋅

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

 (8) 

上面最后一个不等式是通过 Gronwall 不等式推导出来的，得到 ( ){ }nx t 的一致有界性。然后，我们定

义 

[ ]
( ) ( )( )1

1 0,
max , ,n n

T
M h x s u s

τ
τ τ τ−

∈
 = − −   

由(5)得 

( ) ( ) ( ) ( )( )1

2

1
1 2

1 1 2

, , d

.

tn n n n
t

x t x t h x s u s

M t t

τ τ τ τ−− = − −

≤ −

∫  

因此， ( ){ }nx t 在 [ ]0,T 上是等度连续的，通过 Arzelà-Ascoli 定理，序列 ( ){ }nx t 存在一个子列，也记

作 ( ){ }nx t ，使得 ( ){ }nx t 一致收敛到极限 ( )x t 。 
当 n →∞，由(6)得 

( ) ( ) ( )( ) [ ]
( ) ( )
( ) ( )

[ ]
[ ]

0
, , d 0, ,

,0,

, ,0

t
x t h x s u s t t T

t sx t t

u t t t s

τ τ τ

ϕ

ψ

 = − − ∀ ∈

 ∀ ∈ −=


= ∀ ∈ −

∫
. 

由文献[10]，可以推导出 ( )x t 是(1)的解，对于几乎处处的 [ ]0,t T∈ 。 
同样为了得到和(5)相似的结论，由不等式(7)和(8)，对任意的可测函数 ( ) [ ]: 0,v t T K→ ， 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )
0

, , , d 0
T

f t x t v t u t v t t− ≤∫ , (9) 

随后，我们证明，对几乎所有 [ ]0,t T∈ ， 

 ( ) ( )( ) ( ) ( ), , , 0f t x t v t u t v t− ≤ , v K∀ ∈  (10) 

我们采用反证法，去证明上述不等式成立，我们假设存在一个子集 [ ]0,E T⊂ ，其中 Lebesgue 测度

( ) 0m E > ，并且对于每一个 t E∈ ， ( )u t 都不满足对偶变分不等式(10)的解。然后，存在一个 0t E∈ 和一

个 0v K∈ ，使得 

( )( ) ( )0 0 0 0 0, , , 0f t x t v u t v λ− = > , 

定义 

( ) ( )( ) ( )0 0, , ,h t f t x t v u t v= − . 

由于 ( )u t 在 [ ]0,T 上可测，根据 Lusin 定理[6]，对于任意 0ε > ，存在闭集 1E E⊂ ，使得 ( )1m E E ε− < ，

并且 ( )u t 在 1E 上连续，因此 ( )h t 在 1E 上连续，并且存在 0t 的邻域 ( )0U t ，使得 Lebesgue 测度
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( )( )0 1 0m U t E∩ > ，并且对于所有 ( )0 1t U t E∈ ∩ ，都有 ( ) ( )0 2
h t h t λ

− ≤ ，令 

( ) ( )
( ) [ ] ( )( )

0 0 1

0 1

, ,
, 0, /

v t U t E
v t

u t t T U t E
 ∀ ∈ ∩=  ∀ ∈ ∩

, 

则 

( ) ( )( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )[ ] ( )( )

0 1

0 1

0

0 0

0, /

, , , d

, , , d

, , , d

0.
2

T

U t E

T U t E

f t x t v t u t v t t

f t x t v u t v t

f t x t u t u t u t t

λ

∪

∪

−

= −

+ −

> >

∫
∫

∫
 

这与不等式(9)是矛盾的，因此对于几乎所有 [ ]0,t T∈ 都满足不等式(10)，由于变分不等式(3)和(4)等
价。对几乎所有 [ ]0,t T∈ ， ( )u t 都满足不等式(2)。 

4. 结论 

本文研究了一类由时滞微分方程与变分不等式耦合构成的动力系统，在适当的假设条件下，综合运

用 Schauder 不动点定理、Gronwall 不等式、扩展解方法以及变分不等式理论，严格证明了系统解的存在

性。研究结果表明，在 Lipschitz 连续性、单调性及紧凸性等条件下，该耦合系统存在满足约束的解。本

文的工作为进一步探讨解的唯一性、稳定性及数值计算方法奠定了理论基础。 
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