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摘  要 

多项式是高等代数中重要的研究对象，而不可约多项式在多项式里处于关键地位。因此，判断有理数域

上的多项式是否可约就显得非常重要。艾森斯坦(Eisenstein)判别法是判断有理数域上的多项式不可约

的有效方法。本文给出了该判别法的几个应用。 
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Abstract 
Polynomials are important objects of study in advanced algebra, and irreducible poly-nomials play 
a significant role among polynomials. Therefore, determining whether a polynomial over the field 
of rational numbers is irreducible becomes very crucial. The Eisenstein criterion is an effective 
method for determining the irreducibility of polynomials over the field of rational numbers. Several 
application of this criterion are presented in this paper. 
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1. 引言 

设 , , ,   ，分别表示整数集合，有理数域，实数域，复数域。设 F 是数域，称 [ ]F x 为 F 上的一元

多项式环。若次数不小于 1 的多项式 ( ) [ ]p x F x∈ 不能表示成 [ ]F x 中的两个次数比 ( )p x 的次数低的多项

式的乘积，则称 ( )p x 为 F 上的不可约多项式。根据代数学基本定理可知，上的不可约多项式只有一次

的；上的不可约多项式或为一次或为二次；然而，上的不可约多项式却可以有任意正整数次的。这

也就显示了，上不可约多项式的复杂性。 
在高等代数中，判断一个多项式 ( )f x 在上是否可约是重要的研究问题。而由高斯引理可知，对

( )f x 在的研究可以转化到 上进行。艾森斯坦(Eisenstein)判别法([1]，第一章，定理 13)是用于判断
上的多项式不可约的重要方法，陈述如下。 

定理 1.1 (Eisenstein 判别法)设 

( ) [ ]1
1 1 0

n n
n nf x a x a x a x a x−

−= + + + + ∈  ， 

其中 0 1, , , na a a ∈ ，非负整数 n 为 ( )f x 的次数。若存在素数 p 使得 
1) np a ； 
2) 1 2 0| , , ,n np a a a− −  ； 
3) 2

0p a ， 
则 ( )f x 在上不可约。 

需要注意的是，艾森斯坦(Eisenstein)判别法中的条件只是判断一个多项式不可约的充分条件。例如，

虽然 1x − 是不可约多项式，但找不到素数 p 满足定理中的条件。文章[2]-[5]也讨论艾森斯坦(Eisenstein)判
别法及其应用。 

因此，通过某种变换找到一个素数去利用艾森斯坦(Eisenstein)判别法判断多项式不可约就显得比较

关键。 
命题 1.2 设 ( ) [ ]f x F x∈ ，a F∈ ，令 x y a= + ，记 ( ) ( )g y f y a= + ，则 ( )f x 在 F 上可约当且仅当 ( )g y

在 F 上可约。 
证明 若 ( )f x 在 F 上可约，用 ( )( )f x∂ 表示 ( )f x 的次数，则存在 ( ) ( ) [ ]1 2,f x f x F X∈ 使得 

( ) ( ) ( )1 2f x f x f x= ， 

其中 ( )( ) ( )( ) ( )( )1 21 ,f x f x f x≤ ∂ ∂ < ∂ 。于是， 

( ) ( ) ( ) ( )1 2g y f y a f y a f y a= + = + + 。 

又因 ( ) ( ) [ ]1 2,f y a f y a F y+ + ∈ 且 ( )( ) ( )( )1 11 f y a f x≤ ∂ + = ∂ ， 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 2f y a f x g y f x∂ + = ∂ < ∂ = ∂ ，因此 ( )g y 在 F 上可约。 
若 ( )g y 在 F 上可约，则存在 ( ) ( ) [ ]1 2,g y g y F Y∈ 使得 

( ) ( ) ( )1 2g y g y g y= ， 

其中 ( )( ) ( )( ) ( )( )1 21 ,g y g y g y≤ ∂ ∂ < ∂ 。于是， 
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( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1 2f x f x a a g x a g x a g x a= − + = − = − − 。 

又因 ( ) ( ) [ ]1 2,g x a g x a F x− − ∈ 且 ( )( ) ( )( )1 11 g x a g y≤ ∂ − = ∂ ， 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 2g x a g y g y f x∂ − = ∂ < ∂ = ∂ ，因此 ( )f x 在 F 上可约。 
由命题 1.2 可得下面的推论。 
推论 1.3 设 ( ) [ ]f x F x∈ ， a F∈ ，令 x y a= + ，记 ( ) ( )g y f y a= + ，则 ( )f x 在 F 上不可约当且仅当

( )g y 在 F 上不可约。 

2. 应用 

在这一节中，通过推论 1.3 我们给出艾森斯坦(Eisenstein)判别法的几个应用。 
命题 2.1 设 p 为奇素数，则多项式 1px px+ + 在上不可约。 
证明 不妨记 ( ) 1pf x x px= + + 。令 1x y= − ，则 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
2

1

1 1 1

1 2

p

p
ip p k

k

f x y p y

p
y y py p g y

k

−
−

=

= − + − +

 
= + − + − = 

 
∑

 

其中
( )

!
! !

p p
k p k k
 

=  − 
。又因为 

2
1 0 01; | , , | ; ,p pp b p b p b p b−=    

其中 0 1 1, , , , 1p pp b b b b−− = = 为多项式 ( )g y 的系数。由艾森斯坦(Eisenstein)判别法知， ( )g y 不可约。由

推论 1.3知， ( )f x 与 ( )g y 具有相同的不可约性。因此， ( )f x 在上也不可约。                       
注意，在上面的命题 1.2 中，素数 p 不能等于 2。否则， ( ) ( )22 2 1 1f x x x x= + + = + ，从而 ( )f x 在

上可约。 
命题 2.2 设 p 为素数，则多项式 ( ) 1 2 1p p

p x x x x− −Φ = + + + + 在上不可约。特别地， 2 1x x+ + 在
上不可约。 

证明 注意到， 

( ) 1 2 11
1

p
p p

p
xx x x x
x

− − −
Φ = + + + + =

−
  

令 1x y= + ，则 

 ( ) ( ) ( ) ( )
3

1 2 1

2

1 1 1
2

p p
p p p i

p
i

py p p
x y py y y p h y

iy

−
− − − −

=

+ − − 
Φ = = + + + + = 

 
∑ 。 

由艾森斯坦(Eisenstein)判别法知， ( )h y 不可约。从而，由推论 1.3 知， ( )p xΦ 在上也不可约。          
接下来，我们通过两种方法讨论一个具体的例子。 
例 2.3 证明多项式 6 3 1x x+ + 在上不可约。 
证明 (法一)记 ( ) 6 3 1f x x x= + + 。令 1x y= + ，则 

( ) ( ) ( ) ( )6 3 6 5 4 3 21 1 1 6 15 21 18 9 3f x y y y y y y y y k y= + + + + = + + + + + + = 。 

取 3p = ，由艾森斯坦(Eisenstein)判别法知， ( )k y 不可约。从而，由推论 1.3 知， ( )f x 不可约。 
(法二)由([1]，第一章，定理 12)知， ( ) 6 3 1f x x x= + + 可能的有理根只能是±1，但 ( )1 3 0f = ≠ ， 

( )1 1 1 1 1 0f − = − + = ≠ ，因此， ( )f x 无一次因子。假设 ( )f x 可约，则 ( )f x 或分解为二次与四次多项式的
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乘积或两个三次多项式的乘积。 
若 

( )( )6 3 2 4 3 21x x x ax b x cx dx ex f+ + = + + + + + + ， 

其中 , , , , ,a b c d e f ∈ ，则根据左右两端系数关系可得， 

0
0
1
0

0
1.

a c
ac b d
e ad bc
f ae bd
af be
bf

+ =
 + + =
 + + =
 + + =
 + =


=

 

于是， 

( )

0
0
1 2 1, 1
0

0
1 1, 1.

a c a c
ac b d
e ad bc a d ad
f ae bd
af be a e
bf b f b f

+ = ⇒ = −
 + + =
 + + = ⇒ − = =
 + + =
 + = ⇒ = −


= ⇒ = = = = −

 

从而， 1b f= = 时， ( )2 1 1, 3a d a d− = ⇒ = = 或 1, 1a d= − = ； 1b f= = − 时， 1 1ad a d= ⇒ = = 或 1a d= − = ；

这些情况代入到 0ac b d+ + = 均产生矛盾。 
若 

( )( )6 3 3 2 3 21 ,x x x ax bx c x dx ex f+ + = + + + + + +  

其中 , , , , ,a b c d e f ∈ ，则根据左右两端系数关系可得， 

0
0

1
0

0
1.

a d
e ad b
c f ae bd
af be cd
bf ce
cf

+ =
 + + =
 + + + =
 + + =
 + =


=

 

于是， 

0
0 0

1
0

0
1 1, 1.

a d a d
e ad b ad
c f ae bd
af be cd
bf ce b e
cf c f c f

+ = ⇒ = −
 + + = ⇒ =
 + + + =
 + + =
 + = ⇒ = −


= ⇒ = = = = −

 

由于 0a d= = ，从而1 c f ae df c f= + + + = + ，矛盾。 
因此， ( ) 6 3 1f x x x= + + 在上不可约。                                                    
艾森斯坦(Eisenstein)判别法具有一定的局限性。虽然无法用定理 1.1 以及推论 1.2 来说明 4 1x + 在
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上不可约，但是利用上例中的方法(二)可判断出 4 1x + 在上不可约。 
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