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摘  要 

利用混合截尾方法，得到艾拉姆咖分布参数在无信息Jeffreys先验分布和有信息共轭先验分布下的后验分

布结果的具体表达式，同时利用优化理论，给出以基本线性组合与加权线性组合下的参数的均方表达式，

并利用MCMC原理，对优化结果进行数值模拟，验证优化结果的准确性与真值拟合度；针对混合截尾方

法，以参数的极大似然估计结果初步确定截尾数的取值区间，同时在给定两类先验分布条件下，利用随

机模拟得到不同参数条件下的后验分布初始值与优化值的散点分布图，并根据分布图确定截尾数的具体

取值。  
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Abstract 
Using the hybrid truncation method, the specific expressions of the posterior distribution results of 
the Erlang-K distribution parameters under non-informative prior distribution and informative 
conjugate prior distribution are obtained. At the same time, using optimization theory, the mean 

https://www.hanspub.org/journal/pm
https://doi.org/10.12677/pm.2026.167173
https://doi.org/10.12677/pm.2026.167173
https://www.hanspub.org/


何贵阳，吴俊欢 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2026.167173 57 理论数学 
 

squared expressions of parameters under basic linear combination and weighted linear combina-
tion are given. Additionally, based on MCMC principles, numerical simulation of the optimization 
results is conducted to verify the accuracy of the optimization results and the fit to the true values. 
For the hybrid truncation method, the range of truncation numbers is preliminarily determined us-
ing the maximum likelihood estimation results of the parameters. Simultaneously, under the con-
ditions of two types of given prior distributions, stochastic simulation is used to obtain scatter plots 
of the initial and optimized values of the posterior distribution under different parameter condi-
tions, and the specific values of truncation numbers are determined according to the distribution 
plots.  

 
Keywords 
Hybrid Truncation, Posterior Distribution, Optimization Theory, MCMC, Truncation Number  

 
 

Copyright © 2026 by author(s) and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY 4.0). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 引言 

在参数估计的发展历程中，对在给定样本数据下，讨论满足其数据特点的分布函数中相应参数的贝

叶斯估计的研究已形成相应的体系，即对满足数据特点的分布函数参数的贝叶斯推断问题[1]-[3]。在贝叶

斯推断问题中，作为一类基于贝叶斯推断最先被研究讨论的，后验分布是具有较多重要的性质与研究意

义[4]。在经典的参数估计的问题中，常以样本数据作为最基本的一类信息来源。考虑样本数据的随机性

与复杂性，在估计问题中以截取部分样本数据来进行整体估计，主要原则为截断与删失，常用的截取方

案有：左截断，右删失，截断混删失混合方法等，文献[5] [6]介绍了在截尾样本下下参数回归问题的相应

研究[5] [6]；文献[7]在右删失数据下对相应参数回归问题进行了讨论[7]；文献[8] [9]在基于左截断右删失

数据下对分布的相应参数进行了研究[8] [9]。根据数据特点并结合研究内容也有两大截尾方案，即定时，

定数，也称为一型，二型截尾方案。常见的截尾模型包括定数截尾与定时结尾。在相应模型的截尾数据

下，有许多学者也给出了其在各类分布下的参数估计问题与实际应用[10]-[15]。对比两类模型的特点，可

以确定两类模型研究的出发点是不同的，即以给定失效数为常数下截止的实验是定数截尾；以给定时间

下失效数量为随机变量下截止的实验是定时截尾。在实际应用下对寿命实验的研究中，考虑样本特性的

情况，即样本容量小、数据不完全、实验时间不可预知等，常限定在定数截尾试验下对特定分布进行可

靠性统计推断。 
本文研究从截尾方法出发，对比原有的单边删失数据模型，即只截断控制一侧数据，未能充分考虑

数据始端或末端的分布特点。在此基础上，文章新增双边混合截尾方式。借助双边混合截尾能更好的控

制来源数据的初混乱性与长尾性等特点，精准定位核心数据，增强数据来源的普遍性优势。同时针对数

据来源的不同特点，可选取不同的双边混合截尾模型，即双边混合截尾模型，其中包括双定时混合截尾

与双定数混合截尾模型。因两类模型最初是由龙兵与张忠占于文献[16]首次提出，并对 Pareto 分布进行可

靠性的统计分析和实际数据的相应模拟[16]；文献[17]利用新模型得到了两参数 Pareto 分布参数的极大似

然估计，根据 Fisher 信息量推导出参数θ 的渐近置信区间[17]。本文将在双定数混合截尾模型下对艾拉姆

咖分布后验分布结果进行研究。在模型条件下给出参数的极大似然估计，并通过数值模拟给出参数估计

的简单截尾数区间；同时研究艾拉姆咖分布在相应模型条件下，以两类基本的先验分布为前提下的后验

分布，并对所得到的后验分布结果进行结构上的近似优化。最后在对所得到的后验分布结果进行相应的
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数据模拟，并对比参数的极大似然估计下参数估计的简单截尾数区间，确定出截尾数据下的艾拉姆咖分

布参数的最优截尾数值，为后续研究给出准确截尾数参照。 

2. 预备知识 

1) 分布信息 
艾拉姆咖分布的密度函数与分布函数 

 ( ) ( ), 1 1 e xF x x λλ λ −= − + ; (1) 

 ( ) 2, e xf x x λλ λ −= ; (2) 

其中， 0, 0x > >λ 。由(1)式可以看出艾拉姆咖分布属于单一参数的分布函数，即形状参数确定为 2 的一

族单峰的伽马分布函数。 
2) 模型描述[16] 
两类双边混合截尾模型的构建较为简单，即双定数混合截尾试验是对两个定数截尾实验模型的进行

相应混合；双定时混合截尾是对两个定时截尾实验模型的进行相应混合。两类模型结构上有较强的相似

性，以双定数混合截尾模型为例，其模型描述如下： 
将独立同分布的 n 件样品同时投入试验，事先给定标准失效时刻 0t 和正整数 1 2,m m ，且满足

1 2m m n< < 。试验中取
1mt 表示第 1m 件样品的失效时刻；取

2mt 表示第 2m 件样品的失效时刻。规定： 
若

1 0mt t≥ ，则试验在
1mt 时刻停止，说明 n 件样品有 1m 件参与试验，同时没有失效的 1n m− 件元件退

出试验，且
120 mt t t< < <1 为次序失效时刻； 

若
1 0mt t< ，则试验继续进行到有 2m 件元件失效后停止，同时没有失效的 2n m− 件元件退出试验，且

220 mt t t< < <1 为次序失效时刻。 
从上面的描述可以看出，该模型实际上就是在两个定数截尾方案之间的一种随机选择。即存在两种

不同情形分别表示为 Case I 和 Case II，并且称其为双定数混合截尾试验，从而得到如下的观测数据 
Case I： ( )11 2, , , mt t t ，若

1 0mt t≥ ； 
Case I： ( )21 2, , , mt t t ，若

1 0mt t< 。 

3. 参数的极大似然估计 

通过上文给出的双定数混合截尾实验模型构建的方法，我们可以确定出一组满足艾拉姆咖分布的随

机样本 1 2, , , kx x x ，其中 
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; 

令 ( )1 2, , , kx x x x=  ，则样本 x 的似然函数为： 

( ) ( ) ( )
1

| 1
k n k

i
i

L x c f x F tλ
−

=

= −  ∏ ; 

其中， c是与参数无关的常数，则将分布函数(1)式与密度函数(2)式代入，可得 
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令 ( )
1

k

i
i

P x t n k
=

 = + − 
 
∑ ，则有 

 ( ) ( ) 2

1
| 1 e

k
n k k P

i
i

L x c t x λλ λ λ− −

=

= + ∏ . (3) 

由上式可知，其对数似然函数为： 

( ) ( ) ( )
1

ln | ln ln 1 2 ln ln
k

i
i

L x c n k t k x Pλ λ λ λ
=

= + − + + + −∑ ; 

并对参数 λ 取一阶导数 
( ) ( )d ln | 2

d 1
L x n k t k P

t
λ

λ λ λ
−

= + −
+

; 

当
( )d ln |

0
d
L x λ
λ

= ，同时知 0>λ 时，有： 

( ) 2 0
1
n k t k P

t
−

+ − =
+ λ λ

 

( )22

2 2

8
2 4

nt kt P Ptknt kt P
Pt P t

+ − ++ − ⇒ − = 
 
λ , 

( ) ( )2 8ˆ
2

nt kt P Ptk nt kt P
Pt

+ − + + + −
=λ . 

则确定参数 λ 的极大似然估计为 

 
( ) ( )2 8ˆ

2
nt kt P Ptk nt kt P

Pt
+ − + + + −

=λ . (4) 

4. 双定数混合截尾数据下的后验分布 

由 Bayes 定理可知，在处理特定分布的某个参数估计问题时，因参数的不确定性，需要利用参数自

身的特性，寻找合理的先验分布去建立参数与样本的关系，即参数的后验分布。文章将以对比常用的先

验分布方法，即无信息下的 Jeffreys 先验、有信息下的共轭先验，确定其相应条件下的艾拉姆咖分布中未

知参数的后验分布。 

4.1. 无信息下的 Jeffreys 先验 

根据 Jeffreys 原则确定未知参数先验分布的理论，由(2)式可知 ( ) 2, e xf x x λλ λ −= ，可得 

( )ln , 2 ln lnf x x xλ λ λ= + − ，则
( )2

2 2

ln , 2f x λ
λ λ

∂
= −

∂
；同时得到 Fisher 信息阵 

( ) ( )2

2 2

ln , 2f x
I Eλ

λ
λ

λ λ
 ∂

= − = − ∂ 
；确定参数 λ 的先验分布为 ( ) 1 , 0= >π λ λ

λ
。 

由确定的先验分布与(3)式，可以确定参数的后验分布为： 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
1

2 1
2

0 0

|
|

| d

2
e

j
n k n k

j k j P
k j

j j
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h x

L x

n k t k jjn k tj P
λ

π λ λ
λ

π λ λ λ

λ

−

− −
+ − −

+
= =

⋅
=

⋅

 −   Γ +   −     =       
 
 

∫

∑ ∑
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对上式结果进行整理，令

( )
1

1 2
0

2j
n k

k j
j

n k
t k j

j
A

P

−

−

+
=

 −  
Γ +  

  =
 
  
 

∑ 。可得 

 ( ) 2 1
1 1

0
| e

n k
j k j P

j

n k
h x A t

j
λλ λ

−
+ − −

=

 −  
= ⋅   

  
∑ . (5) 

4.2. 有信息下的共轭先验 

在研究一类分布函数中参数未知情况下的估计问题时，对参数先验分布的选取是一大难题。而共轭先

验分布恰是一种解决方案，共轭先验分布是利用先验分布与后验分布在分布函数上的同一性的特点，事

先假设出先验分布的分布特点。本文取未知参数λ 的共轭先验分布为指数分布 ( )exp a ，则有 ( ) 2e aa λπ λ −= ，

其中参数 a 为超参数，且 0a > ；由共轭先验分布表达式结合(3)式，可得未知参数 λ 的后验分布为： 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( )

1

2
2 1

0 0

|
|

| d

2 1
e

j

n k n k
P aj k j

k j
j j

L x
h x

L x

n k
t k j

n k j
t

j P a
λ

π λ λ
λ

π λ λ λ

λ

−

− −
− ++

+ +
= =

⋅
=

⋅

 −  
Γ + +    −     =        +    

 
 

∫

∑ ∑
 

对上式结果进行整理，令

( )

( )

1

2 2 1
0

2 1j
n k

k j
j

n k
t k j

j
A

P a

−

−

+ +
=

 −  
Γ + +  

  =  +
  
 

∑ 。可得 

 ( ) ( )2
2 2

0
| e

n k
P aj k j

j

n k
h x A t

j
λλ λ

−
− ++

=

 −  
= ⋅   

  
∑ . (6) 

综上，观察后验分布结果可以确定，本文在对所研究的双定数混合截尾下艾拉姆咖分布中未知参数

λ 的先验分布进行差异选取时，所得到的后验分布是不同的，但结果形式是具有近似性的，即都是由

1n k− + 个特定分布的加权线性组合构成的，具体举例(5)式的形式： 

( )
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k j
j j

k j k j n k k n k P
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Γ +     −    =          

 
 

 −  
+ + + +      =

− 
Γ +  Γ Γ + − + + + +

∑ ∑

 

  k n k+ −

 
 
 
 
 
 
 
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∑

∑


 

即有： 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( )
( )

( )
( ) ( )
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∫
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


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e
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2

2
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∑

 

由上式可以分析得到，后验分布是一组关于尺度参数为 P ，形状参数为 2 ,2 1, , 2k k k n k+ + − 的

1n k− + 个伽马分布的加权线性组合，且各项系数均为其相应的权重，分别记为 0 1, , , n kB B B − ，且有

0 1 1n kB B B −+ + + = ，则后验分布表达式为 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1
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2 2
2 1 2 1
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2
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| e e
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其中，
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j
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P t
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∑
。 

同理，(6)式结果形式近似，即有 
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其中，

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

2

0

2 1
2 1
2 1

2 1

n k j j

j n k n k j j

j

n k k j
P a t

j k
B

n k k j
P a t

j k

− −

−
− −

=

− Γ + + 
+   Γ + =

 − Γ + + 
+   Γ +  

∑
。 

5. 后验结果的结构优化 

优化方式 1 利用后验分布核的性质进行结果近似。 
在贝叶斯估计理论中，为了突出主要部分，引入了核的定义。即只要知道分布函数的核，利用分布

密度函数在全样本空间下的积分，则可以确定相应的常数因子属性。因此，对于要讨论相应随机变量分

布函数的基本性质，最为重要的是确定其分布函数的核[18]。通过第二章节介绍的，在以无信息下的

Jeffreys 先验、有信息下的共轭先验，确定艾拉姆咖分布中未知参数的后验分布的原则下，以提取后验分

布常数因子，确定核函数的结构形式作为后验分布结果的一种优化方案。 

无信息下的 Jeffreys 先验。确定参数 λ 的先验分布为 ( ) 1 , 0= >π λ λ
λ

，得到参数的后验分布为： 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

( )

2

1
1

2

1

1 1 e|
|

1| d 1 e d

k
n k k P
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c t xL x
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L x c t x
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λ λπ λ λ λλ
π λ λ λ λ λ λ
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− −
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− −

=

⋅ +⋅
= =

⋅ ⋅ +

∏

∫ ∏∫
 

提取常数因子 1A ，确定 

( ) ( )2 1
1 1

0
| e

n k
k j P

j
h x A λλ λ

−
+ − −

=

∝ ∑ . 

其中， 1A 由 ( )1 | 1h xλ =∫ 所确定。 

若设 2 1ek j P
jx λλ + − −= ，则 ( )1 1

0
|

n k

j
j

h x A xλ
−

=

∝ ∑ ，则后验分布 ( )1 |h xλ 的核是由 1n k− + 个近似伽马分布线

性组成。 
根据伽马分布线性可加性的基本性质，假设 1n k− + 个近似伽马分布独立同分布，且尺度参数相同。

根据优化理论，确定后验分布中形状参数的取值，即取 1n k− + 个近似伽马分布形状参数的均值，有 

 ( )
( )

0

2 1
1 0

1 1

2 1
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1

n k

j
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k j
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∑
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 
 

∑
; (7) 

有信息下的共轭先验。取未知参数 λ 的共轭先验分布为 ( ) 2e aa λπ λ −= ，其中参数 a 为超参数，且 0a > ，

得到参数的后验分布为： 
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提取常数因子 2A ，确定 
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利用(7)式理论，确定 

 ( ) ( )
( )

0

2
1 0

2 2

2
| e ~ 1,

1

n k

j

n k

k j
n k jP a

k j
h x A Gam P a

n k
λλ λ

−

=

−

+ 
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∑
 + 
 ′ ∝ + +
 − +
 
 

∑
. (8) 

优化方式 2 利用线性规划原理与伽马分布的性质进行结果优化。 
下面以(5)式为例，利用最优化方法，对得到的加权线性组合的后验分布进行优化讨论。把构成后验

分布中的 1n k− + 个伽马分布当作加权线性组合中的自变量，去预测后验分布的最优解。 
考虑后验分布 ( )1 |h xλ ，因对其所得结果进行分解后，得到以权系数为 1j

B 下的一组线性加权组合， 
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若限定后验分布中的
( )

2
2 1e

2

k j
k j P

j
P X

k j
λλ

+
+ − − =

Γ +
，其中 jX 是相互独立的且 0, ,j n k= − ；根据分布函

数的性质，确定 jX 是服从伽马分布的，即有 

( ) ( )
2

2 1e 2 ,
2

k j
k j P

j
PX Gam k j P

k j
λλ

+
+ − −= = +

Γ +
. 

在以上限定下，后验分布 ( )1 |h xλ 在结构上看作是由 1n k− + 个尺度参数为 P ，形状参数为 

2 2 1 ,k k k n+ +， 的伽马分布的线性加权组合，即 

( ) ( )1 1 11 00
| j n kj n k

h x B X B X B Xλ −−
= + + + +   

( ) 11
0

|
n k

jj
j

h x B Xλ
−

=

⇒ = ∑ . 

其中， 1j
B 为对应组合下的权重值。 

确定后验分布 ( )1 |h xλ 的一组伽马分布的线性加权组合下，利用伽马分布线性组合的性质进行优化。 
性质 1：假设有 n 个独立的伽玛分布 1 2, , , nX X X ，它们分别服从参数为 ( ) ( ) ( )11 2 2, , ,, , , nnβ βα α α β

的伽玛分布。那么它们的线性组合可以表示为： 

1 1 2 2 n nY a X a X a X= + + + ; 

其中， 1 2, , , na a a 为权重系数。 
线性组合后的Y 仍然是一个伽玛分布，它的参数为 ( ),α β ，其中α 和 β 的值可以通过计算得到。 

1 1 2 2 n na a a= + + +α α α α ; 

1 1 2 2 n na a a= + + +β β β β . 

即后验分布优化的结果为 

 ( ) ( ) ( )( )1 1

2
2 1

1
0 0

| e 2 ,
2

k jn k n k
k j P

j j
j j

Ph x B Gam B k j P
k j
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+− −

+ − −

= =

   
′′ = = +    Γ +   

∑ ∑  (9) 

综上，在给定参数取值的情况下，可考虑将预测值 ( )1 |h xλ′′ ，作为后验分布的优化的最终结果，即 
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根据以上结论，对已得到的在不同损失函数下的后验分布结果优化可知： 
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∑
. 

6. 数据对比 

6.1. 极大似然估计的数值模拟 

利用蒙特卡洛随机数生成原理，以样本总数 n 取 10，20，50，尺度参数 λ 真值取 0.5，1 为限定，生

成一组艾拉姆咖分布的一组随机数。讨论在双定数混合截尾模型下，给定模型参数 t 取值，对模型参数 k
在样本总数 n 下的取值情况进行分析，并利用尺度参数 λ 的极大似然估计数据，预估最优估计下的模型

参数 k 的取值，并对模拟过程进行 100,000 次重复计算取均值，最后对所得数据在相应参数取值下，绘制

可视区间分布下的数据分布图。 
以样本总数 10n = ，尺度参数 λ 真值取 0.5，1，生成的艾拉姆咖分布的随机数；在限定模型参数 t 取

1，2，3 下，双定数混合截尾模型下艾拉姆咖分布中尺度参数 λ 的极大似然估计数据分布图，如下： 
 

 
注：在分布参数真值为 1 时，蓝色数据为模型参数 1t = ，红色数据为 2t = ；在分布参数真值为 0.5 时，蓝色数据为

模型参数 2t = ，红色数据为 3t = 。 
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以样本总数 20n = ，尺度参数 λ 真值取 0.5，1，生成的艾拉姆咖分布的随机数；在限定模型参数 t 取
1，2，3 下，双定数混合截尾模型下艾拉姆咖分布中尺度参数 λ 的极大似然估计数据分布图，如下： 
 

 
注：在分布参数真值为 1 时，蓝色数据为模型参数 1t = ，红色数据为 2t = ；在分布参数真值为 0.5 时，蓝色数据为

模型参数 2t = ，红色数据为 3t = 。 
 

以样本总数 50n = ，尺度参数 λ 真值取 0.5，1，生成的艾拉姆咖分布的随机数；在限定模型参数 t 取
1，2，3，4 下，双定数混合截尾模型下艾拉姆咖分布中尺度参数 λ 的极大似然估计数据分布图，如下： 
 

 
注：在分布参数真值为 1 时，蓝色数据为模型参数 1t = ，红色数据为 2t = ；在分布参数真值为 0.5 时，蓝色数据为

模型参数 3t = ，红色数据为 4t = 。 
 

总结： 
1) 根据数据分布情况表明：随着模型中截尾参数 k 的增大，艾拉姆咖分布尺度参数 λ 的极大似然估

计结果逐步增大，且靠近真值；在全样本数据下，即模型中截尾参数 k n= 下，模拟结果等于真值，符合

参数估计结果；模型建立准确，有较高的数据拟合度。 
2) 对比三组不同总量的数据样本的分布图，可以确定：除全样本 k n= 条件下，在模型参数 k 的取值

范围内，一定存在着某个截尾数，使得艾拉姆咖分布在双定数混合截尾模型下，尺度参数 λ 的极大似然

估计值近似于真值。本文就是根据此结论，确定模型参数 k 的取值的情况，并在以此为已知条件下，进

行了后续研究。 
3) 观察三组数据分布图，可得下表： 

 
样本总数 10n =  20n =  50n =  

分布参数真值 r  0.5 1 0.5 1 0.5 1 

模型参数 t  2 3 1 2 2 3 1 2 3 4 1 2 

模型参数 k 的估计值范围 2~3 4~5 2~3 6~7 5~6 8~10 5~6 11~13 21~23 29~31 12~14 29~31 
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6.2. 后验分布的数值模拟 

讨论在双定数混合截尾模型下，给定模型参数 t 取值，对模型参数 k 在样本总数 n 下的取值情况进行

分析，并对比上文提出的尺度参数 λ 的后验估计与优化结果的分布数据，评估优化结果的准确性与真实

性，并对模拟过程进行 2000 次重复计算取均值，最后对所得数据在相应参数取值下，绘制可视区间分布

下的数据分布图。 
以样本总数 10n = ，尺度参数 λ 真值取 0.5，1，生成的艾拉姆咖分布的随机数；在限定模型参数 t 取

1，2，3 下，双定数混合截尾模型下艾拉姆咖分布的尺度参数 λ ，在三类不同先验分布下的后验估计与优

化数据分布图，如下： 
 

 
注：红圈数据是无信息 Jeffreys 先验分布下的后验分布数据；蓝角数据是共轭先验分布下的后验分布数据；绿圈数据

是无信息 Jeffreys 先验分布下的后验分布优化方案 1 的数据；黄角数据是共轭先验分布下的后验分布优化方案 1 的

数据；橙圈数据是无信息 Jeffreys 先验分布下的后验分布优化方案 1 的数据；紫角数据是共轭先验分布下的后验分布

优化方案 1 的数据。 
 

以样本总数 20n = ，尺度参数 λ 真值取 0.5，1，生成的艾拉姆咖分布的随机数；在限定模型参数 t 取
1，2，3 下，双定数混合截尾模型下艾拉姆咖分布的尺度参数 λ ，在三类不同先验分布下的后验估计与优

化数据分布图，如下： 
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注：红圈数据是无信息 Jeffreys 先验分布下的后验分布数据；蓝角数据是共轭先验分布下的后验分布数据；绿圈数据

是无信息 Jeffreys 先验分布下的后验分布优化方案 1 的数据；黄角数据是共轭先验分布下的后验分布优化方案 1 的

数据；橙圈数据是无信息 Jeffreys 先验分布下的后验分布优化方案 1 的数据；紫角数据是共轭先验分布下的后验分布

优化方案 1 的数据。 
 

以样本总数 50n = ，尺度参数 λ 真值取 0.5，1，生成的艾拉姆咖分布的随机数；在限定模型参数 t 取
1，2，3，4 下，双定数混合截尾模型下艾拉姆咖分布的尺度参数 λ ，在三类不同先验分布下的后验估计

与优化数据分布图，如下： 
 

 
注：红圈数据是无信息 Jeffreys 先验分布下的后验分布数据；蓝角数据是共轭先验分布下的后验分布数据；绿圈数据

是无信息 Jeffreys 先验分布下的后验分布优化方案 1 的数据；黄角数据是共轭先验分布下的后验分布优化方案 1 的

数据；橙圈数据是无信息 Jeffreys 先验分布下的后验分布优化方案 1 的数据；紫角数据是共轭先验分布下的后验分布

优化方案 1 的数据。 
 

总结： 
1) 对比不同样本总量下的数据分布图可以看出，在某一特定模型参数 k 值下，不同先验分布函数得

到的分布参数 r 的后验分布结果相同，即在双定数混合截尾模型下艾拉姆咖分布的尺度参数 λ ，在不同的

先验分布下的后验估计具有一定相合性。 
2) 在不同样本总量的条件下，艾拉姆咖分布在双定数混合截尾模型下的尺度参数 λ ，不同先验分布
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下的后验估计与优化方案数据都具有一定拟合性，数据分布在结构上有一定相似性。但优化方案随着样

本总量的增加，拟合程度并不一致，优化方案 1 样本总量的增加偏差度逐步增加，以致截点数错位；优

化方案 2 较 1 拟合度紧密。即优化方案 1 下的后验估计适用于小样本空间下；优化方案 2 下的后验估计

适用较广，适用于大小样本空间。 
3) 同条件下，数据分布图内的分布参数结果，优化方案 1 数据在小样本数据下较原数据偏高；优化

方案 2 数据在不同样本数据下都基本符合原数据数据分布，优化方案较为准确，优化过程合理有效。 
4) 对比上一节模拟中尺度参数 λ 的极大似然估计数据分布图，参照得到的最优模型参数 k 值，可以

判断出，除全样本 k n= 条件下，在最优模型参数 1k 值上分布参数的后验分布达到最高值，基本符合估计

结果，模型模拟符合分布特点，同时取后验分布最低值为模型参数 2k 。 
无信息 Jeffreys 条件下： 

 
样本总数 10n =  20n =  50n =  

分布参数真值 r  0.5 1 0.5 1 0.5 1 

模型参数 t  2 3 1 2 2 3 1 2 3 4 1 2 

模型参数 1k  3 5 3 7 6 9 6 12 22 29 14 30 

模型参数 2k  6 7 6 8 12 15 12 16 37 41 32 41 

 
共轭条件下： 

 
样本总数 10n =  20n =  50n =  

分布参数真值 r  0.5 1 0.5 1 0.5 1 

模型参数 t  2 3 1 2 2 3 1 2 3 4 1 2 

模型参数 1k  3 4 3 7 5 9 6 12 22 29 14 30 

模型参数 2k  6 7 6 8 12 15 12 16 37 41 32 41 

7. 数据验证 

(一) 已知参数取值情况，在 Jeffreys 原则下，后验分布真实值与优化值的散点对比图； 
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注：图中


表示原真实值的后验分布数据；×表示现优化值的后验分布数据。 

 
结论： 
1) 由上述散点图中数据的分布情况可以确定，在 Jeffreys 原则下，后验分布的优化值与真实值间存

在相合性并可控范围内的误差值。 
2) 由数据图得，在参数 t 取 ( )0.01,0.16 的范围下，n 取 10，20 的小样本情形下，Jeffreys 原则下所得

到的后验分布数据整体偏小；同条件下，n 取 50 的较大样本情形下，后验分布数据整体较大；对比数据

分布， n 取 10 时数据分布较为集中且有较为明显的增长性， n 取 20，50 时数据分布较分散且稳定。 
3) 整体数据对比下，可以确定在在 Jeffreys 原则下的后验分布，其真实值与优化值较为近似且数据

真实有效。 
(二) 已知参数取值情况，在共轭先验分布条件下，后验分布真实值与优化值的散点对比图； 

 

 
注：图中


表示原真实值的后验分布数据；×表示现优化值的后验分布数据。 
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结论： 
1) 由上述散点图中数据的分布情况可以确定，在共轭先验分布条件下，后验分布的优化值与真实值

间存在相合性并可控范围内的误差值。 
2) 由数据图得，在参数 t 取 ( )0.01,0.16 的范围下， n 取 10，20 的小样本情形下，共轭先验分布所得

到的后验分布数据整体偏小；同条件下，n 取 50 的较大样本情形下，后验分布数据整体较大。对比数据

分布， n 取 10，20 时数据分布较为集中且有较为明显的增长性， n 取 50 时数据分布较分散且稳定。 
3) 对比整体数据，可以确定在共轭先验分布条件下的后验分布，其真实值与优化值较为近似且数据

真实有效。 

8. 结论 

本文利用混合截尾方法，对艾拉姆咖分布参数的后验分布进行研究。一方面对比两类基本的先验分

布，即无信息 Jeffreys 先验分布、有信息共轭先验分布，给出后验分布结果的具体表达式；同时利用优化

理论，对后验分布结果进行优化讨论，给出以基本线性组合与加权线性组合下的参数的均方表达式，并

利用 MCMC 原理，对结果进行数值模拟，验证优化结果的准确性与拟合度，得出基本线性组合的优化方

案适用于小样本下，对于加权线性组合的优化方案适用范围较广，常见样本数据下均可使用，且优化数

据与原始数据偏差较小；另一方面，针对混合截尾方法，以参数的极大似然估计结果确定截尾数的估计

取值范围，在给定的两类先验分布条件下，利用数值模拟给出后验分布原始值与优化值的散点分布图，

并根据分布图，给出截尾数的具体取值。在后续的研究中，可以利用给定的截尾数对艾拉姆咖分布在不

同损失函数下的参数的估计值进行讨论，为后续相应模拟的研究给出了重要数据截点。 
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