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摘  要 

本文研究当系数满足 232 1µ βα ≥ 时，不可压缩对流Brinkman-Forchheimer方程的全局解的存在性、连

续性以及唯一性。通过古典的能量方法、Friedrich方法证明了全局解的存在性，同时运用Sobolev紧嵌

入定理，结合不等式估计证明了在限制条件下解的连续性和唯一性。该结果改进了已有文献中对阻尼指

数 r 和参数 ,α β 的限制条件，揭示了Brinkman-Forchheimer方程模型的物理现象，为多孔介质流体动

力学的数学理论提供了重要基础。 
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Abstract 
This paper study the existence, uniqueness, and continuity of global solutions for the incompressible 
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convective Brinkman-Forchheimer equations under the condition that the coefficients satisfy 
232 1µ βα ≥ . The existence of global solutions is established via classical energy methods and the 

Friedrichs method. Furthermore, by employing the Sobolev compact embedding theorem combined 
with key inequality estimates, the uniqueness and continuity of solutions are proved under the 
specified constraint. These results improve upon the restrictions on the damping exponent r  and 
the parameters ,α β  found in existing literature. They also contribute to revealing the physical 
phenomena inherent in the Brinkman-Forchheimer model and provide a significant foundation for 
the mathematical theory of fluid dynamics in porous media. 
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1. 引言 

全空间上的不可压缩对流 Brinkman-Forchheimer 方程如下 

 
( )
( )

( ) ( )

1 3

3

0 3

0, 0, ,
div 0, 0, ,

0, , .

r
tu u u u u u u p T

u T
u x u x

µ α β −∂ − ∆ + ⋅∇ + + +∇ = ×


= ×
 =





 (1.1) 

其中 ( ) ( )1 2 3, , ,u x t u u u= 表示速度场， ( ),p x t 表示压力。常数 µ 表示正的 Brinkman 系数，此外α 和 β 是

两个正的常数，分别表示 Darcy 系数(多孔介质的渗透率)和 Forchheimer 系数(与材料的孔隙率成比例)。
对流 Brinkman-Forchheimer 方程(1.1)描述了饱和多孔介质中不可压缩粘性流体的运动，适用于均质、各

向同性、刚性多孔介质，尤其在高流速、高孔隙率条件下更准确。该模型已被用于解释一些现实世界中

的现象，例如在非牛顿流体理论中，或在潮汐动力学中，详细内容见文献[1]-[3]。 
本文我们仅考虑 5r = 时的不可压对流 Brinkman-Forchheimer 方程： 

 
( )
( )

( ) ( )

4 3

3

0 3

0, 0, ,
div 0, 0, ,

0, , .

tu u u u u u u p T
u T

u x u x

µ α β∂ − ∆ + ⋅∇ + + +∇ = ×


= ×
 =





 (1.2) 

方程组(1.2)的第一个方程中，当系数  α 等于零时，与 Navier-Stokes 方程具有相同的形式，在这种情

况下，该方程被称为带有阻尼项的 Navier-Stokes 方程，其中阻尼项为
4u uβ 。流体运动的阻力由诸如多

孔介质流动、阻力或摩擦，或其他耗散机制等物理因素引起。介质流动、阻力、摩擦或其他耗散机制等

物理因素所导致的流体运动阻力，由阻尼项
1ru uβ −

决定。目前已有多位学者对带有阻尼项的 Navier-
Stokes 方程进行了研究，其中 Cai [4]证明了弱解的全局存在性。Benameur [5]为该领域带来了新的发现， 

即模型阻尼项为 ( )2

e 1b ua u− ，他们运用 Friedrich 方法和一些新工具证明了存在全局解。 

近些年，Song [6]研究了三维有界区域上 Brinkman-Forchheimer 方程全局解的渐近稳定性，Gautam [7]
研究了带有阻尼项的对流 Brinkman-Forchheimer 方程在有限域或周期域中的解的存在性、唯一性和正则
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性，Li [8]研究了一类带有非线性阻尼项
1u uακ −

与磁场阻尼项
1b bβγ −

的不可压的磁流体动力学方程组的

解的整体存在性问题。而 Jlali [9]证明了当系数满足 3, 4 1r µβ= ≥ 时，全空间上不可压缩对流 Brinkman-
Forchheimer 方程存在唯一的全局解，Blel [10]证明了当阻尼指数 3β > 时，三维带非线性阻尼的 Navier-
Stokes 方程全局弱解在 ( )2 3L  中具有唯一性和连续性。受到文献[9] [10]的启发，本文中在放宽吸收指数

5r = 的条件下将推广文献[9] [10]的结果，该结果能够更加真实地模拟流体的实际运动，同时也对磁流体

动力学的发展提供了进一步的理论深化。 
论文结构如下：第 1 节建立了不可压缩对流 Brinkman-Forchheimer 方程 Cauchy 问题弱解的定义以及

给出主要结果；第 2 节回顾了基本定义和相关命题和引理；第 3 节基于能量估计和紧致性等方法，证明

全局弱解的存在性、连续性及唯一性。 
在讨论全局解存在性之前，本节先给出弱解的定义。 
定义 1 函数对 ( ),u p 被称为方程(1.2)的弱解，如果对于任何 0T > ，满足以下条件： 
1) [ ] ( )( ) [ ] ( )( ) [ ] ( )( )2 3 2 1 3 6 6 30, ; 0, ; 0, ,u L T L L T H L T Lσ

∞∈ ∩ ∩   。 
2) 4

tu u u u au u u pµ β∂ − ∆ + ⋅∇ + + = −∇ 在 [ ]( )30,T′ × 中成立：对于任何 [ ]( )3
0 0,C T∞Φ∈ × 使得 

( )div , 0t xΦ = 对所有 ( ) [ ] 3, 0,t x T∈ × 成立且 ( ) 0TΦ = ，有 

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
3 3

3 3 2

0 0

4 0
0 0

; d d ; d d

; d d ; d d ; 0 .

T T
t

T T

L

u x t u x t

u x t u u x t uα β

− ∂ Φ + ∇ ∇Φ

+ Φ + Φ = Φ

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫
 

 

 

3) ( )div , 0u x t = 几乎处处成立 ( ) [ ] 3, 0,t x T∈ × 。 ( ) 2; L⋅ ⋅ 是 ( )2 3L  中的内积。 
本文主要定理由下面定理 1.1 给出。 
定理 1.1 若 ( )0 2 3 0, div 0u L u∈ = 且 232 1µ βα ≥ ，则柯西问题(1.2)存在唯一全局弱解 u 使得 

( )( ) ( )( ) ( )( )2 3 2 1 3 6 6 3, , , ,bu C L L H L L+ + +∈ ∩ ∩       

并且对于任意 0t ≥ ，有 

 2 2 2 6 2

22 2 2 6 0
0 0 0

2 2 2 .
t t

L L L

t

L Lu u u u uµ α β+ ∇ + + ≤∫ ∫ ∫  (1.3) 

2. 预备知识 

首先给出本文的一些基本的预备知识，这些内容的详细证明，读者可查阅相关参考文献，这里不再

给出证明过程。 
定义 2.1 [5]对于函数 3:f → 和 0R > ，Friedrichs 算子 RJ 定义为 

( ) ( )1 ˆ
RR BJ D fχ−=  , 

其中 RB 是以 O 为中心，半径为 R 的球。 
定义 2.2 [9] Leray 投影 ( )( ) ( )( )3 32 3 2 3:P L Lσ→  定义为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 ˆ ˆ ,ˆPf f f M fξ ξξ ξ ξ ξ
ξ ξ

−  
= − ⋅ =  

 
  

其中 ( ) ( )( ){ }32 3 2 3 ;div 0L f L fσ = ∈ =  ， ( )M ξ 是矩阵 , 2

1 , 3

k
k

k

ξ ξδ
ξ

≤ ≤

 
 −
 
 







。 

定义 2.3 [5]算子 ( )RA D 在 ( )( )32 3L  上，定义如下 
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( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )1
0,?: .R R B RA D u J u M uξ ξ ξ ξ−= =      

下面综述一些经典结果，并给出一些研究柯西问题(1.2)的命题以及相关引理。 
命题 2.1 [11] [12]设 H 为希尔伯特空间。 
1) 如果 ( )nx 是 H 中的有界序列，那么存在一个子序列 ( )( )nxϕ 使得 

( )( ) ( )| | , .nx y x y y Hϕ → ∀ ∈  

2) 如果 x H∈ 且 ( )nx 是 H 中的有界序列，并且 

( ) ( )| | , ,nx y x y y H→ ∀ ∈  

那么 

liminf .nn
x x

→∞
≤  

3) 如果 x H∈ 且 ( )nx 是 H 中的一个有界序列，满足 

( ) ( )| | , ,nx y x y y H→ ∀ ∈  

并且 

limsup ,n
n

x x
→∞

≤  

那么 

lim 0.nn
x x

→∞
− =  

命题 2.2 [13]设 1s 和 2s 为两个实数，若 1
3
2

s < 且 1 2 0s s+ > ，则存在常数 ( )1 1 1 2,C C s s= ，使得对任意

( ) ( )1 23 3, s sf g H H∈ ∩   ，有 ( )1 2
3

32
s s

f g H
+ −

⋅ ∈   且 

( )3 1 2 2 1
1 2 2

1 .s s s s
s s H H H H

H

fg C f g f g
+ −

≤ +
   



 

若 1 2
3,
2

s s < 且 1 2 0s s+ > ，则存在常数 ( )2 2 1 2,C C s s= ，使得对任意 ( )1 3sf H∈   和 ( )2 3sg H∈   ，有

( )1 2
3

32
s s

f g H
+ −

⋅ ∈   且 

3 1 2
1 2 2

2 .s s
s s H H

H

fg C f g
+ −

≤
 



 

引理 2.2 [5]对任意 3,x y∈ ，有 

( ) ( ) ( )4 4 4 4 21 .
2

x x y y x y x y x y+− ⋅ − ≥ −  

引理 2.3 [5]对任意
2
ds > ， ( )1 dL  ↪ ( )s dH −  。进一步，有 

( ) ( ) ( )1, , ,s d d
s d

s dH Lf f f Hσ−
−≤ ∀ ∈    

这里 ( )
1 2

2
, 1 dd

s

s dσ ξ ξ
− = + 

 ∫ 。 

引理 2.4 [5]设 ( )1,p∈ ∞ 且Ω是 3 中的一个非空开子集。如果 ( )nf 是 ( ) ( )2 pL LΩ ∩ Ω 中的一个有界序
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列，且 ( )2f L∈ Ω 满足 

( ) ( ) ( )22
2lim | | , .n LLn

f g f g g L
→∞

= ∀ ∈ Ω  

那么 ( )pf L∈ Ω 并且 

2 2liminf ,nL Ln
f f

→∞
≤  

liminf .p pnL Ln
f f

→∞
≤  

3. 主要结果的证明 

步骤一： 
在这一步中，首先证明柯西问题(1.2)的一个一般性结果。 
命题 3.1 假设 [ )1 2 3, , 0,v v v ∈ ∞ ， ( )1 2 3, , 0,r r r ∈ ∞ ，并且 ( )2 3

0f Lσ∈  。对于 n∈，令 3 3:nF + × →    
是 ( )( )1 2 3,C L+  中的一个可测函数，满足 

( ) ( ) ( ) ( )0, 0,n n n n nA D F F F x A D f x= =  

并且 

 ( ) ( ) ( )2 43
1 div 0,kr

t n k k n n n n n n n nkF v D F A D F F F A D F Fα β
=

∂  
+ + ⊗ + + =∑  (3.1) 

 ( ) 2 22 20

22 2 6 2

0

3
01 0 62 2 2 .kr

n k k n n nk L L

t

L L

t t
F t v D F F F fα β

=
+ + + ≤∫ ∫ ∫∑  (3.2) 

那么对于任意 0ε > ，存在 ( )20, , , 0Lfδ δ ε α β= > 使得对于所有 1 2,t t +∈ ，有 

( ) ( ) 02 1 2 1 , ,sn n H
t t F t F t nδ ε−− < ⇒ − < ∀ ∈  

其中 { }0 1 3
max 3,2max ii

s r
≤ ≤

= 。 

证明：命题 3.1 的证明受文献[5]命题 3.1 的启发。即在区间 [ ]1 2,t t +⊂  上对(3.1)进行积分，并在 0sH −

中取内积得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )02 1 1, 1 2 2, 1 2 3, 1 2 4, 1 2, , , , ,sn n n n n nH
F t F t I t t I t t I t t I t t−− ≤ + + +  

其中 

( ) 2

01

23
1, 1 2 1, ,k

s

t r
n k k nk t H

I t t v D F
−=

= ∑ ∫  

( ) ( ) ( )2

01
2, 1 2, div ,s

t
n n n n Ht

I t t A D F F −= ⊗∫  

( ) 2
0

1
3, 1 2, ,s

t
n n Ht

I t t Fα −= ∫  

( ) ( )2

01
4, 1 2, .s

t
n n n nt H

I t t A D F Fβ − =  ∫  

对于 ( )1, 1 2,nI t t ， ( )2, 1 2,nI t t ， ( )3, 1 2,nI t t 的详细放缩见文献[5]，以下直接应用文献[5]的结果，同时详细

对 ( )4, 1 2,nI t t 进行放缩。 
设 0ε > 为任一正实数，找一正实数 0δ > ，使得当 2 1t t δ− < 时，有 

{ }, , 1, 2,3, 4 .
4k nI kε

< ∀ =  
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对于 ( )1, 1 2,nI t t ，有 

( )

( ) ( )

2

01

2

23
1, 1 2 1

3
0 2 11

,

.

k

s

t r
n k k nk t H

kk L

I t t v D F

v f t t

−=

=

=

≤ −∑

∫∑
 

若
( ) 2

2 1 1 3
014 4kk L

t t
v f
εδ

=

− < =
+∑

，有 

( )1, 1 2, .
4nI t t ε

<  

对于 ( )2, 1 2,nI t t ，有 

( ) ( ) ( )

( )

2

01

2

2, 1 2

2
2,3 0 2 1

, div

.

s

t
n n n n Ht

L

I t t A D F F

f t tσ

−= ⊗

≤ −

∫  

若
2

2 1 2 2
2,3 04 4L

t t
f
εδ

σ
− < =

+
，有 

( )2, 1 2, .
4nI t t ε

<  

对于 ( )3, 1 2,nI t t ，有 

( )
( )

2
0

1

2

3, 1 2

0 2 1

,

.

s
t

n n Ht

L

I t t F

f t t

α

α

−=

≤ −

∫  

如果
2

2 1 3
04 4L

t t
a f

εδ− < =
+

，得到 

( )3, 1 2, .
4nI t t ε

<  

对于 ( )4, 1 2,nI t t ，由引理 2.3，得 

( ) ( )

( )( )

2

31

2

11

4
4, 1 2

4
3,3

,

d .

t
n n n nt H

t
n nt L

I t t A D F F

F F

β

σ β τ τ

−
 ≤  

≤

∫

∫
 

接下来，对于 ( ) ( ) [ ), , 1, 0,n R t ∈ × +∞ × +∞ ，考虑 3 的如下集合： 

( ) ( ){ }3 |, , ,n nX R t x F t x R= ∈ ≤  

故得 

( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )

2 2

1 1

2 2
2 6

1 1

5 5
4, 1 2 3,3 3,3, ,

2 63,33
3,3

, , d d , d d

d d .

c
n n

t t
n n nt X R t t X R t

t t
n nL Lt t

I t t F x x F x x

R F F
R

σ β τ τ σ β τ τ

σ β
σ β τ τ τ τ

≤ +

≤ +

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫
 

由(3.2)式得到 

( ) ( )2 2
2 23,33

4, 1 2 3,3 0 2 1 0, .n L LI t t R f t t f
R

σ β
σ β≤ − +  
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取
2

2
3,3 08 Lf

R
σ β

ε
= 和

2
4 23

3,3 08 LR f
εδ

σ β
= ，得到 

( )2 1 4 4, 1 2, .
4nt t I t t εδ− < ⇒ <  

只需取 { }1 2 3 41 4
min , , ,

i
δ δ δ δ δ

≤ ≤
= 。因此对于所有 1 2,t t +∈ ，有 

( ) ( ) 02 1 2 1 , .sn n H
t t F t F t nδ ε−− < ⇒ − < ∀ ∈  

注 3.1：该引理主要用于证明接下来的等度连续。 
步骤二： 
在这一步中，构造柯西问题(1.2)的全局解，应用文献[5]的方法。为此，考虑带有参数 n∈的逼近问

题： 

( )

( ) ( )( )

( ) ( )

4 3

41

3

0 3

,

div div

div 0, ,
0, , .

t n n n n n n n n n

n n n n n n n

n

u J u J J u J u J u J J u J u p

p J J u J u J J u J u

u
u x J u x

µ α β

β

+

−

+

  ∂ − ∆ + ⋅∇ + + = −∇ × 
   = −∆ ⋅∇ +  
 = ×
 =

 

 


 

根据柯西–利普希茨定理，得到柯西问题(1.2)的解 ( )( )1 2 3,nu C L+∈   ，具有以下性质 

div 0, .n n n nu J u u= =  

另外 nu 还满足 

( )

( ) ( )( )

( ) ( )

4 3

41

3

0 3

, ,

div div

div 0, ,

0, , .

t n n n n n n n n n n

n n n n n n

n

n n

u u J u u u J J u u p

p J J u J u J u u

u

u x J u x

µ α β

β

+

−

+

  ∂ − ∆ + ⋅∇ + + = −∇ × 
   = −∆ ⋅∇ +  
 = ×
 =

 

 


 

故得能量不等式 

 ( ) 2 2 62 2

22 2 2 6 0
0 0 0

2 2 2 , 0,n n n nL L LL L

t t t
u t u u u u tµ α β+ ∇ + + ≤ ∀ ≥∫ ∫ ∫  (3.3) 

根据不等式(3.3)，得到序列 ( )nu 在以下空间中有界 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 3 2 1 3 2 1 3 6 6 3, , , , .locL L L H L H L L∞ + + + +∩ ∩ ∩         

利用命题 3.1，得出序列 ( )nu 在 ( )( )1 3,bC H+ −  中是等度连续的。 
设 ( ) ( )0,q q

T ∈ ∞ 
满足 1q qT T +< 且当 q →∞， qT →∞。接下来，假设 ( )q q

θ
∈

是 ( )3
0C∞  中的一个序列，

满足对于所有 q∈， 

( )

( ) ( )

11, 0, 1 ,
4

0, 0, 2 ,

0 1.

q

c
q

q

x x B q

x x B q

θ

θ

θ

  = ∀ ∈ + +   
 = ∀ ∈ +
 ≤ ≤
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利用(3.3)，序列 ( )nu 等度连续以及通过结合 Ascoli's 定理和康托尔对角线过程，得到一个非递减的

数列  

:ϕ → 和 ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 3 3 3 2 1 3 6 6 3, , , , ,u L L C H L H L L∞ + + − + +∈ ∩ ∩ ∩         

使得对于所有 q∈，有 

( )( ) ( )40, ,
lim 0.

q
q nn L T H

u uϕθ
∞ −→∞   

− =  

而对任意 0t > ，序列 ( )( )n n
uϕ 在 2L 空间中弱收敛于 u ，结合上述不等式，得到(2.3)。 

下面证明 u 是问题(1.2)的解。类似于文献[5]中的思路，可证明出 u 满足 

( )4 3, .tu u u u u u u pµ α β +′∂ − ∆ + ⋅∇ + + = −∇ ×在 中   

因此， u 是柯西问题(1.2)的解。 
1) 连续性证明： 
首先证明 u 在 0t = 处的连续性。由能量估计  

( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2 6 2

22 2 2 6 0
0

1 1d ,
2 2L L L L

t

L
u t u s u s u s s uµ α β+ ∇ + + ≤∫  

可得 ( ) 2 2

22 0
L L

u t u≤ ， 
由此立即推出 ( ) 2 2

0

0
limsup

L Lt
u t u

→
≤ 。 

根据事实 ( )u t 在 ( )2 3L  中弱收敛于 0u ，即对任意 ( )2 3v L∈  ，都有  

( )( ) 2
0

0
lim , 0.

Lt
u t u v

→
− =  

由命题 2.1 可知 

( ) 2
0

0
lim 0,

Lt
u t u

→
− =  

即 u 在 0t = 处按 ( )2 3L  连续。 
接下来证明对任意 0t > 的连续性。为证 u 在 ( )0,∞ 上的连续性，引入平移函数 

( ) ( ) ( ) ( ), , 0.v t u t p t p tη ηη η η= + = + >  

而原方程为 
4 0,tu u u u u u u pµ α β∂ − ∆ + ⋅∇ + + +∇ =  

因此平移后的函数满足  
4

0.tv v v v v v v pη η η η η η η ηµ α β∂ − ∆ + ⋅∇ + + +∇ =  

令 u vη ηω = − ，将两式相减并整理可得 

( ) ( )44 .t u u v v p p u uη η η η η η η η η ηω µ ω αω β ω ω ω ω∂ − ∆ + + − +∇ − = ⋅∇ − ⋅∇ − ⋅∇  

将方程在 ( )2 3L  中与 ηω 作内积，利用不可压条件 div 0ηω = 以及分部积分恒等式 ( ) 2, 0
Lη η ηω ω ω⋅∇ = ，

可得  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 22

2 2 2 441 d , , .
2 d L L L LL

t t t u u v v w u
t η η η η η η η ηω µ ω α ω β ω ω+ ∇ + + − = − ⋅∇  (3.4) 
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应用引理 2.2，对非线性阻尼项可得下界估计  

( ) ( )3 32

4 4 2 24 4 4, .
2 2L

u u v v u v uη η η η η η
β ββ ω ω ω− ≥ + ≥∫ ∫ 

 

应用霍尔德不等式以及杨不等式在(3.4)的右端项，有  

2 2 2

2 2

3 2

3 3 2

2 2

22

2 2 24
2

,

1
4
1 d

4
1

232
.

L L L

L L

L

L

w u w u

u

u x

u

η η η η

η η

η η η

η η η

ω ω

ω µ ω
µ

ω ω µ ω
µ

βω ω µ ω
µ β

⋅∇ ≤ ∇

≤ + ∇

= + ∇

≤ + + ∇

∫

∫ ∫



 

 

代入(3.4)得 

( ) ( )2 2

2 2

2
1 d 1 0.
2 d 32L L

t t
t η ηω α ω

µ β
 

+ − ≤ 
 

 

因此应用条件 232 1µ βα ≥ 以及两边积分得  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2

2 2 2 2
.

L L L L
t v t u t v uη η η ηω ω η η η≤ ⇔ − ≤ −  

于是得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2

2 22 2 0 02 2 .
L L L L

u t u t u u u u u uη η η η η+ − ≤ − ≤ − + −  

因为 ( )( ) ( )( )2 2
0 0

0
limsup , ,

L L
u t u u u

η
η η

+→

+ = ，于是 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
0 0

0 0 0
limsup limsup 2 limsup 0.

L L L
u t u t u u u u

η η η
η η η

+ + +→ → →

+ − ≤ − + − =  

由此可得， u 在 + 上的每一点都右连续。同理取  

( ) ( ), ,v u t p p tη ηη η= − = −  

令 0η +→ ，可证出 u 在 t 处左连续。因此 ( )( )2 3,u C L+∈   。 
2) 唯一性证明： 
设 ( ), uu p 和 ( ), vv p 是柯西问题(2.1)的两个弱解。定义差值函数 u vω = − ，满足 ( )0 0ω = 和 div 0ω = 。

将 u 和 v对应的方程两式子相减得 

( ) ( ) ( )4 4 0.t u vu u v v u u v v p pω µ ω αω β∂ − ∆ + ⋅∇ − ⋅∇ + + − +∇ − =  

计算对流项得 

.u u v v u vω ω⋅∇ − ⋅∇ = ⋅∇ + ⋅∇  

代入方程得 

( ) ( )4 4 0.t u vu v u u v v p pω µ ω ω ω αω β∂ − ∆ + ⋅∇ + ⋅∇ + + − +∇ − =  

将上式与ω 相乘，并在 ( )2 3L   取内积，利用 div 0ω = 和 div 0u = ，且 ( ) 2, 0Lu ω ω⋅∇ = 得 
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( )

( )

2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2

2 2

1 d ,
2 d

1, .
4

L L L L

L L L L L

u u v v
t

v v v

ω µ ω α ω β ω

ω ω ω ω ω µ ω
µ

+ ∇ + + −

= − ⋅∇ ≤ ∇ ≤ + ∇
 

通过引理 2.2 得 

( ) ( )3 32

4 4 4 4 2 4 2, .
2 2L

u u v v u v vβ ββ ω ω ω− ≥ + ≥∫ ∫ 
 

应用杨不等式得 

3 3 3
2 2 2 4 2

2
1 1 .

4 232
v vβω ω ω

µ µ β
≤ +∫ ∫ ∫  

 

代入方程得 

2 2 3 3 3
2 2 4 2 2 4 2

2
1 d 1 .
2 d 2 232L L v w v

t
β βω α ω ω ω

µ β
+ + ≤ +∫ ∫ ∫  

 

于是 

2 2
2 2

2
1 d 1 0,
2 d 32L Lt

ω α ω
µ β

 
+ − ≤ 
 

 

由 Gronwall 引理及 ( )0 0ω = ，得对所有 0t ≥ 都有 ( ) 0tω = 成立，故 u v= ，唯一性得证。 
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