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摘  要 

本文研究了三维光滑有界域上广义Boussinesq方程组的时间周期问题。首先，对原方程组重整化，并引

入相应的函数空间。然后，借助算子半群理论、实插值理论和压缩映射原理，证明了定义在单个周期区

间上强解的存在唯一性。最后，基于线性重整化系统周期解的存在唯一性和周期延拓，证明了原非线性

Boussinesq方程组强时间周期解的存在唯一性。 
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Abstract 
This paper investigates the time-periodic problem for the generalized Boussinesq equations in 
three-dimensional smooth bounded domains. First, the original system is reformulated and the 
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corresponding function spaces are introduced. Then, by employing operator semigroup theory, real 
interpolation theory, and the contraction mapping principle, the existence and uniqueness of strong 
solutions on a single period interval are established. Finally, based on the existence and uniqueness 
of periodic solutions to the linearized reformulated system and a periodic extension argument, the 
existence and uniqueness of strong time-periodic solutions to the original nonlinear Boussinesq 
equations are proved. 
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1. 引言 

流体力学模型时间周期问题的研究，不仅为理解流体运动中的周期回复现象给予了理论依据，也为

理解湍流转捩等复杂的物理现象提供了新的视角，目前已成为数学流体力学研究的热点之一。由于非牛

顿流体在生物、工业及工程等领域具有很多应用[1] [2]，其周期流的研究受到了越来越多学者的关注。然

而，刻画非牛顿流体运动的模型为拟线性方程组，这为其数学研究带来很大挑战。 
本文考虑了如下三维广义 Boussinesq 方程组 
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这里的Ω是三维光滑有界区域，未知函数 ( ),v v x t= ， ( ),x tθ θ= ， ( ),p p x t= 分别表示流体的速度，温度

和压力。κ 表示热传导系数。 3eηθ 表示浮力项，其中η为正常数， ( )3 0,0,1e = 
，上标 ⋅表示转置。 表 

示粘性应力张量，其依赖于应变率 ( ) ( )( )1
2

v v v= ∇ + ∇ 
，具体的表达式为 

 ( )( ) ( )
2

22
2 1 ,

p

v vµ
−

= +     (2) 

其中 0µ > 为粘性系数， 2p > 。 vf 和 fθ 表示给定的具有相同时间周期T 的外力。 
当 2p = 时，称(1)为经典的 Boussinesq 方程组，其为 Navier-Stokes-Fourier 方程组的 Oberbeck-Boussinesq

近似[3]。当区域为有界区域时，Climent-Ezquerra，Guillén-González 和 Rojas-Medar [4]考虑了粘性系数和

热传导系数依赖温度的情形，并证明了 2 维和 3 维光滑有界域中正则时间周期解的存在性。当区域为无

界区域时，Van，Xuan 和 Thuy [5]在临界弱 Morrey 空间中证明了 3
 中温和周期解的存在性和渐近稳定

性。Huy，Xuan，Sac 和 Sa [6]应用算子半群估计和实插值理论证明了周期解的存在性。Nakatsuka [7]应
用 Kyed 发展的重构法(见[8])证明了 3

 中周期解的存在性。Hieber，Mahalov 和 Takada [9]研究了具有旋

转和稳定层结效应的情形，并证明了 3
 中时间周期解和概周期解的存在唯一性。基于 Yamazaki 方法[10]，
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Villamizar-Roa，Rodríguez-Bellido 和 Rojas-Medar [11]证明了 ( )3n n ≥ ， ( )3n n+ ≥ 及维数大于等于 4 的

外区域上弱温和时间周期解的存在性及正则性。后来，Nakao [12]通过建立浮力项的 1L 估计，证明了 3 维

外区域上周期解的存在性。 
当 2p ≠ 时，应力和应变率之间的关系是非线性的，此时方程组(1)刻画了非牛顿流体的运动，如血液、

熔融塑料和润滑脂等[1]。 2p < 时对应的流体为剪切稀化流体，而 2p > 时对应的流体为剪切增稠流体。

Wu 和 Wang [13]研究了 3 维环面上双扩散非牛顿流体方程组，并应用 Galerkin 逼近证明了 [ )5 3,2p∈ 时

正则时间周期解的存在性。当 0fθθ = = 时，方程组(1)退化为广义 Navier-Stokes 方程组。Galdi 和 Crisanti 
[14]证明了无穷长圆柱管道中 Womersley 流(时间周期的充分发展流)的存在唯一性。Abbatiello 和

Maremonti [15]证明了 [ )5 3,2p∈ 时 3 维周期环面上时间周期解的存在性。Abbatiello [16]证明了 6 5p >
时 3 维光滑有界域上弱时间周期解的存在性。 

受上述文献和 Brandt 和 Hieber [17]工作的启发，本文主要研究了 2p > 的情形。基于算子半群理论、

实插值理论和压缩映射原理，我们证明了方程组(1)强周期解的存在唯一性。 
符号说明。我们用C 表示一个通常的正常数。对于任意 k∈， k

xD 表示关于 x 的全体 k 阶导数。对于

0m ≥ ，1 q≤ ≤ ∞， ( ):q qL L= Ω 为通常的 Lebesgue 空间，其范数为 qL⋅ ； ( ), ,:m q m qW W= Ω 为通常的 Sobolev
空间，范数定义为 

,
0

: .m q q
k
xW Lk m

f D f
≤ ≤

= ∑  

对于 0 s< < ∞，1 r≤ ≤ ∞，Besov 空间通过实插值空间定义，即 ( ) ( ),

/ ,
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其中， 

( ) ( )1 ,
0

d d0, ; , : .q m qt tS f u L L W f u t
t t

∞  = ∈ ∞ + =  
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∫  

Besov 空间与 Sobolev 空间之间关系为 ,
1

m m q m
q qB W B ∞⊂ ⊂  [18]。 

对于任意 Banach 空间Y ， ( )0, ;qL T Y 表示取值于Y 的 [ ]0,T 上 qL 可积的函数集，其范数定义为 

( )

1

00, ;

0

d , 1 ,
:

ess sup , .
q

T qq
Y

L T Y

Y
t T

f t q
f

f q
≤ ≤


  ≤ < ∞ =  
 = ∞

∫  

类似地，可定义 ( ), 0, ;m qW T Y 。另外，记 { }: | 0cY u Y u
∂Ω

= ∈ = ， { }0 : | d 0xY Y uu
Ω

= ∈ =∫ ， { }: | div 0Y u Y uσ = ∈ = 。 
本文的组织结构如下。第 2 节对 Boussinesq 方程组进行重整化并引入相应的函数空间。最后，第 3

节陈述了主要结果并给出其证明。 

2. 方程组的重整化 

在本节中，我们对 Boussinesq 方程组进行重整化并引入相应的函数空间。 
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首先对 Boussinesq 方程组进行重整化。为此，令 :A = ∆ ，其中表示 Helmholtz 投影算子。定义算

子和非线性项 ( )F w 如下： 
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那么，方程组(1)可以被重写为 
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基于该表示，接下来引入相应的函数空间。注意到对于任意 0
qf Lθ ∈ ，(1)2 为守恒方程，故θ 具有空间

零平均。对于 ( )2,r∈ ∞ ， ( )1,q∈ ∞ ，定义基底空间 0X 为 

 ( ) ( )0 0 0 , 0: : .v q q
cX X X L Lθ
σ= × = Ω × Ω   (6) 

此外，我们用 DA 表示 ( ),
q
cL σ Ω 上的 Dirichlet Stokes 算子，其定义域为 ( ) ( ) ( )2,
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q q
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示 ( )0
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q q
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空间 ( ),s r 是一个 Banach 空间，并且与实插值空间 ( )( )0 ,
,

s r
X D  等同，其范数定义为 

[ ]
0, ,:s r X s rw w w= + 。 

在此基础上，定义解空间为 

( )( ) ( )( ) ( ) ( ){ }per 1,: 0, ; , : 0, ; , 0 ,r rw W T s r w L T s r w w T= ∈ ∈ =且      

其范数为 

( )( ) ( )( )per 1, 0, ; , 0, ; ,: .r rW T s r L T s rw w w= +   
  

外力值空间为 ( )( ): 0, ; ,rL T s r=   。 

3. 主要定理及其证明 

在本节中，我们陈述本文的主要结果并给出其证明。 
定理 1. 令 0T > 。假设 2 p< < ∞， 2 q< < ∞， 2 r< < ∞， 0 1s< < 满足 

3 1 1 .
2 2 2

s
q q
< < +  

假设 ( ) ( ), : ,vf f f s rθ= → 
 是以T 为周期的函数则存在 0δ > 和 * 0η > ，使得如果 ( )( )0, ; ,rL T s rf δ≤

且
*η η≤ ，那么 Boussinesq 方程组(1)存在唯一的周期为T 的时间周期解 ( ) ( ), : ,w v s rθ= → 

 ，并且 

( )( ) ( )( )1, 0, ; , 0, ; , ,r rW T s r L T s rw w Cδ+ ≤  
  

其中算子和空间 ( ),s r 的定义分别为(3)和(7)。 
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注 1. s 的上界保证了 ( ),s r 与 Besov 型空间的等价性，而下界使得相应的 Besov 空间嵌入 L∞且为

Banach 代数，进而控制非齐次项和非线性项。另外， 2q > 源于 s 假设的自然限制，而 2r > 是使得插值不

等式(11)成立的必要条件。 
证明之前首先给出一些结论，关于其证明，可参考[18] [19]。 
引理 1. 假设Ω是一个具有光滑边界的有界区域。设 ( )1,q∈ ∞ 且 ( )1,r∈ ∞ 。假设 g 为光滑函数，且满

足 ( )0 0g = 。那么有以下三条结论成立： 
(1) 若 ( )0 1 2 1 2s q<< + ，则 

( ) 2 2
, 0, ,s q s q

qr c qrB L B Ls r σ= ∩ × ∩  

且范数等价。 
(2) 若 ( )3 2s q> ，则 2s

qrB 是一个 Banach 代数。 
(3) 设 0s > ，则 2s

qrB L∞∩ 是一个代数，并且有 

( ) ( ), , .ss
qrqr L BB

g u C s g u u∞≤  

接下来给出定理 1 的证明。 
证明. 令 R 表示 per 中以 0 为心，以 R 为半径的闭球，其中 0 1R< < 为待定的正常数。定义映射

per: RΦ →  为 ( ) :w uΦ = ，其中 u 是以下问题的解 

 
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

, 0, ,

.0

u t u t F w f t T

u u T

′ + = + ∈

 =






  (8) 

基于 Brandt 和 Hiebe[17]证明的思想方法，后续的证明分为以下 5 步: 
1. 证明算子 −生成一个 0X 上的有界解析半群，并且 ( )0 ρ∈  ； 
2. 验证对于任意 Rw∈ ，有 ( )F w ∈； 
3. 证明对于任意 , Rw w∈  ， ( ) ( ) perF w F w C w w− ≤ − 

 
； 

4. 验证对于适当小的η和充分小的外力，Φ为严格压缩映射，然后应用压缩映射原理证明问题(8)解
的存在性； 

5. 结合(5)对应线性问题周期解的唯一性将解进行周期延拓，进而得到定义在 ×Ω 上的强周期解的

存在性。 
第 1 步： −生成一个 0X 上的有界解析半群，并且 ( )0 ρ∈  。 
一方面，根据[20]中的结果，可知算子 DA 在 ,

q
cL σ 上生成一个 0C 类有界解析半群且 ( )0 DAρ∈ 。另一方

面，根据[17]中的结果，可知 Nκ∆ 在 ( )0
qL Ω 上生成一个有界解析半群且 ( )0 Nρ κ∈ ∆ 。所以，利用算子的

对角结构和所涉及算子的可逆性，可得算子 − 在 0X  (定义为(6))上生成一个有界解析半群，并且

( )0 ρ∈  。 
第 2 步：对于任意 Rw∈ ， ( )F w ∈。 
由 的定义(2)及 div 0v = ，直接计算可得 
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对于 ( )3 2s q> ， 2s
qrB 嵌入 L∞，且对于有界区域， L∞嵌入 qL ，故由引理 1 可知 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 20, ; 0, ;
.r s q r s

qr qrL T B L L T B
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≤ ≤
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  (9) 

根据投影算子在 qL 中的有界性和 Minkowski 不等式，我们有 

 

( ) ( )( ) ( )
( )

( )( )
( )

( ) ( ) ( )

2

2

2 22

2
2 2

0, ;

2
2 2

0, ;

30, ; 0, ;0, ;

1 2 3 4 5

2 1

1 1

  : .

r s
qr

r s
qr

r s r sr s
qr qrqr

p

L T B

p

L T B

L T B L T BL T B

F w C v v

C v v

C v v C e C v

I I I I I

µ

µ

ηθ θ

−

−

 
 ≤ ∇ + ⋅
 
 

 
 + + − ∆
 
 

+ ⋅∇ + + ⋅∇

= + + + +


 





  (10) 

容易得到 4I 项的估计为 
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对于 2r > ，应用 Gagliardo-Nirenberg 插值不等式和 Besov 空间的插值不等式，不难得到 

 ( ) ( ) ( )1, 2 2 22 1

1 1
2 2

0, ; 00, , ;; .r s rs
q qr rr

s
qL T W T B L T BB Cv v v∞ + +

      
   

≤   (11) 

因为 , 0,q q
cv L Lσ θ∈ ∈ ，所以 

 ( ) ( ) per2 2 20, ; 0, ; .r s r s
qr qrL T B L T Bw C w C w+ ≤ ≤ 

   (12) 

对于 ( )3 2s q> ， 2s
qrB 嵌入 L∞，那么，结合(11)和(12)可以推出 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 1

1, 2 2 2

per

0, ;0, ;

1 1
2 2

0, ; 0, ;

.

s
qr

r s r s
qr qr

L T BL T L

W T B L T B

v C v

C v v

C v C

∞ +∞ ∞

+

≤

   ≤    
   

≤ ≤





  (13) 

注意到 ( )1, 0,rW T 嵌入 ( )0,L T∞ ，故有 
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( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 1

2 2 1, 2

1 0, ; 0, ;

3 1
2 2

0, ; 0, ; .

r s s
qr qr

r s r s
qr qr

L T B L T B

L T B W T B

I C v v

C v v

+ ∞ +

+

≤

   ≤    
   

 

对于 2I 项，根据引理 1，(11)和(13)可得 

( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )1,

22

2 2

2

2

1 2

2

2

2

2 0, ;0, ;

0, ; 0, ;

0,

1 3
2 2

;

0

0

, ; 0,

;

;

,

1

( )

.

r ss qrqr

s r s
qr

r s r

qr

s r s
qr qr

s
qr qr

L T BL T B

L T B L T B

L T B L T B

W T B L T B

I C h v v

C v v

v

v

C

C v

v

+

∞

∞

∞ + +

      
   

≤ − ∆

≤ ∆

≤

≤





 

由于 ( )1, 0,rW T 嵌入 ( )0,L T∞ ， 2 2s
qrB + 嵌入 2 1s

qrB + ，故应用引理 1 可得 3I 项和 5I 项的估计为 

( ) ( )

( ) ( )

2 2

1, 2 2 2

3 0, ; 0, ;

0, ; 0, ; ,

s r s
qr qr

r s r s
qr qr

L T B L T B

W T B L T B

I C v v

C vv

∞

+

≤ ∇

≤
 

( ) ( )

( ) ( )

2 2

1, 2 2 2

5 0, ; 0, ;

0, ; 0, ; .

s r s
qr qr

r s r s
qr qr

L T B L T B

W T B L T B

I C v

C v

θ

θ

∞

+

≤ ∇

≤
 

结合(10)，(12)，空间 per 范数的定义和 1 5~I I 项的估计，可以发现 

 ( ) ( )per per

2
.F w C ww Cη≤ +    
  (14) 

第 3 步：对于任意 , Rw w∈  ， ( ) ( ) perF w F w CR w w− ≤ − 

 
。 

对于任意 , Rw w∈  ，直接计算可得 

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )

2 2
2 22 2

2
2 2

2 2
2 22 2

2
2 2

2 1 1

2 1

1 1

1 1 .

div div

p p

p

p p

p

v v v

v v v

v v

v Av v Av

v

v v v

µ

µ

µ

µ

− −

−

− −

−

 
 = ∇ + − + ⋅
 
 

 
 + ∇ + ⋅ −
 
 

  
  + + − + ∆
    

  
  + + − ∆ −
    

− − −



 



 

 

  

  

  

 

















 

然后，由 F 的定义(4)，(9)和 Minkowski 不等式得到 
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( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )
( )

( )( ) ( ) ( )( )
( )

( )( ) ( )( )
( )

( )( ) ( )
( )

( )

2

2

2

2

2

2 2
2 22 2

0, ;

2
2 2

0, ;

2 2
2 22 2

0, ;

2
2 2

0, ;

0, ;

1 1

1

1 1

1 1

r s
qr

r s
qr

r s
qr

r s
qr

r s
qr

p p

L T B

p

L T B

p p

L T B

p

L T B

L T B

F w F w

C v v v

C v v v

C v v v

C v v v

C v v v v Cη

− −

−

− −

−

−

 
 ≤ ∇ + − + ⋅
 
 

 
 + ∇ + ⋅ −
 
 

 
 + + − + ∆
 
 

 
 + + − ∆ −
 
 

+ ⋅∇ − ⋅∇ +





 



 

 



  

  

 





( )

( )

2

2

0, ;

0, ;

1 2 3 4 5 6 7: .

r s
qr

r s
qr

L T B

L T B
C v v

J J J J J J J

θ θ

θ θ

−

+ ⋅∇ − ⋅∇

= + + + + + +







  (15) 

由空间 per 范数的定义可得 6J 项的估计为 

per6 .J Cη θ θ≤ − 


 

借助函数 ( ) ( ) ( )
2

21 0
p

h y y y
−

= + > 的光滑性和 Lagrange 中值定理，可知存在函数 peru∈ 使得 

( )( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )

2 2

2 2 2

2 2 : :
2

2 : : .
2

h v h v

h u v v

ph u v v v v v v

p v v v v v v

−

′= −

− ′= − − + − 
 

−
+ − + −

 









  

  

 

  

      

     

 

然后，由引理 1 可知 

( )( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2
2 1

2 2

2 1 2 2

2
1 0, ; 0, ;

0, ;

0, ; 0, ;

2 2 2

0, ; 0, ; 0, ; 0, ;

2 1
2

, 1

s s
qr qrr s

qr

s s
qr qr

r s s s
qr qr qr

L T B L T B
L T B

L T B L T B

L T L L T B L T B L T B

pJ C h u v v

v v v

C s u u v v

∞ ∞
+

∞ ∞

∞ ∞ + ∞ ∞

 −   ′≤ − + +    

× −

        ≤ + +                 









  

  

   

( ) ( )20, ;
.s

qrL T B
v v ∞


 


× − 

 

类似可得 
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( )( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2
2

22

2 2 2

2
3 0, ; 0, ;

0, ;

0, ;0, ;

2

0, ; 0, ; 0, ; 0, ;

0, ;

2 1
2

, 1

s s
qr qrs

qr

r ss
qrqr

s s s
qr qr qr

qr

L T B L T B
L T B

L T BL T B

L T L L T B L T B L T B

L T B

pJ C h u v v

v v v

C s u u v v

v v

∞ ∞
∞

∞

∞ ∞ ∞ ∞ ∞

∞

 −   ′≤ − + +    

× − ∆

      ≤ + +             

× −











  

 

   

 ( ) ( )22 0, ; .r ss
qrL T Bv∆

 

进而，利用(11)，(13)， 0 1R< < 以及空间 per 范数的定义，我们得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )
( )

1, 2 2 2 1, 2 2 2

2 2

per per per

per per per

2
1 0, ; 0, ; 0, ; 0, ;

0, ;

2

1

1

r s r s r s r s
qr qr qr qr

r s
qr

W T B L T B W T B L T B

L T B

J C R v v v v

v v

C R R v v v v

C v v v v

+ +

+

 ≤ + + 
 

× −

≤ + + −

≤ + −

 



 

 

  

  

  

  

 

以及 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )( )

1, 2 2 2 1, 2 2 2

1, 2 2 2 2 2

per per pe

1 1 1 1
2 2 2 22

3 0, ; 0, ; 0, ; 0, ;

1 1
2 2

0, ; 0, ; 0, ;

2

1

1

r s r s r s r s
qr qr qr qr

r s r s r s
qr qr qr

W T B L T B W T B L T B

W T B L T B L T B

J C R v v v v

v v v v v

C R v v v v

+ +

+ +

 
        ≤ + +               
 

   × − −   
   

≤ + + −

 

 

 

    

( )
r

per per per .

R

C v v v v≤ + − 

    

 

对于 2J 项和 4J 项，类似于 1I 项和 2I 项估计的推导，结合(12)不难得出 

( )( )
( )

( ) ( )

( )( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2
2 1

2
2

2 2 2 2 1, 2

2
2

2 4 0, ;
0, ;

2
2

0, ;
0, ;

1 1
2 2

0, ; 0, ; 0, ;0, ;

0,0, ;

1 1

1 1

,

,

s
qrr s

qr

r s
qrs

qr

r s r s r s
qr qr qr

r

p

L T B
L T B

p

L T B
L T B

L T B L T B W T BL T L

LL T L

J J C v v v

C v v v

C s v v v v v v

C s v v

∞
+

∞

+ +∞ ∞

∞ ∞

−

−

+ ≤ + − −

+ + − ∆ −

     ≤ − −         

 +  
 

 

 

   

 

 





 ( ) ( ) ( )2 2 1, 2 2 2

per per

1 1
2 2

; 0, ; 0, ;

.

s r s r s
qr qr qrT B W T B L T Bv v v

C v v v

+ +
    −   
   

≤ −

 

 

  

 

对于 5J 项，应用(12)，引理 1， ( )1, 0,rW T 嵌入 ( )0,L T∞ 以及 2 2s
qrB + 嵌入 2 1s

qrB + 可知 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2

2

1, 2 2 2 1

2 22

per per per

, 2 2 2

5 0, ; 0, ;

0, ;

0, ; 0, ;

0, ; 0, ;0

0, ; 0,

, ;

;

.

r s r s r s r s
qr qr q

r s r s
qr qr

s s r sr s
qr qr qrqr

r qr

L T B L T B

L T B L T B L T B

W T B L T B W T B L T

T B

B

L

J v v v v v v

C v v v C v v v

C v

C v v v C v v

v v

v

v

∞ ∞

+ +

≤ ⋅ ∇ −∇ + − ⋅∇

≤ ∇ −

≤

+ −

+

∇

−

− −

≤ +

  

  

 

 



    

 

类似地，可得 7J 项的估计为 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )1

2

,

2

2 2 22

per per

2 1, 22 2 2 2

per

0, ; 0, ;0,

7 0, ;0, ;

0, ; 0, ; 0, ;

;

0

,

, ;

0 ;

r sr s
qrqr

s s r sr sqr qr qrq

r s r sr s r sqr qrqr q

r

rW T B W T B

L T BL T B

L T B L T B L T BL T B

L T B L T B
C v C v

J v v v

C v C v v

C v C v

v

v

θ θ θ

θ

θ θ

θ

θ

θ

θ θ θ

∞ ∞

+ +≤

≤ ⋅ ∇ −∇ + − ⋅∇

≤ ∇ − + − ∇

≤ −

+

+

− −

−



 







 



 



   
per .



 

综合(15)和 1 7~J J 项的估计可得 

 
( ) ( )

( )
per per

per .

F w F w CR w w C w w

C R w w

η

η

− ≤ − + −

≤ + −

  



 



 



  (16) 

第 4 步：Φ为严格压缩映射 
对于任意 Rw∈ ，由于 ( )00, ;ru L T X∈ ，故有 

( ) ( )( )per .w C F w fΦ ≤ +   
 

由(14)可知存在正常数 1C 和 2C 使得 

( ) ( ) perpper er1 1 2

2

2
1 1 2 .

w C C ww C

C R C R C

f

f

η

η

Φ ≤ + +

≤ + +

  



 



 

取 { }2min 1,2R C f= 
，若 ( )1 21 8f C C≤

， ( )11 4Cη ≤ ，则有 

( ) per
1 1 1 .
4 4 2

w R R R RΦ ≤ + + ≤


 

即， ( )R RΦ ⊂  。 
另一方面，根据映射Φ的定义和(16)，可得对于所有 , Rw w∈  ，存在正常数 3C 使得 

( ) ( ) ( ) ( )

( )
per

per3 .

w w C F w F w

C R w wη

Φ −Φ ≤ −

≤ + −

 



 







 

若 { }( )1 3 21 8max ,f C C C≤
， { }( )1 31 4max ,C Cη ≤ ，则有 

( ) ( ) per

per

3 2
3 3 2

1 12
4 8

1
2

.

w w C C
C C C

w w

 
Φ −Φ ≤ + 

 

= −












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因此， : R RΦ →  是一个严格压缩映射。应用压缩映射原理可得周期问题(8)存在唯一解 perw∈ ，其定

义在 [ ]0,T ×Ω上且满足 ( ) ( )0w w T= 。 
第 5 步：强周期解的存在性。 
根据第 1 步的结论，可知对于任意给定的 f ∈，(5)对应线性问题存在唯一的时间周期解 

( ) ( )e d , .
t t

Lw t f t tτ τ−

−∞
= − ∈∫ 

  

故可将上一步得到的解 ( ),w x⋅ 周期性地延拓到整个实轴上，进而得到 Boussinesq 方程组周期问题(1)强周

期解的存在唯一性。至此完成了定理 1 的证明。 
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