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摘  要 

作为强Hopfian模、强co-Hopfian模的推广，本文引入了 ∆ -强Hopfian模与∇ -强co-Hopfian模，并研究

了其相关性质。实例表明，∆ -强Hopfian模未必是强Hopfian模，∇ -强co-Hopfian模也未必是强co-Hop-
fian模。此外，本文还针对局部投射、局部内射条件下的 ∆ -强Hopfian模与∇ -强co-Hopfian模作了细致

研究。 
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Abstract 
As generalizations of strongly Hopfian (co-Hopfian) modules, ∆ -(∇ -) strongly Hopfian (co Hopfian) 
modules are introduced and their properties are studied. Examples show that a ∆ -strongly Hop-
fian module need not be a strongly Hopfian module and an ∇ -strongly co-Hopfian module need not 
be a strongly co-Hopfian module. Moreover, ∆ -strongly Hopfian and ∇ -strongly co-Hopfian lo-
cally projective or locally injective modules are studied in detail. 
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1. 引言 

借助模的自同态性质开展研究是代数学中的经典课题。例如，有这样一个著名结论：诺特模上的满

自同态、阿廷模上的单自同态均为自同构。受此启发，众多学者相继研究了 Hopfian、co-Hopfian 模及其

各类推广形式(参见文献[1]-[5])。Hopfian 模与 co-Hopfian 模是一对对偶概念，分别由 V.A. Hiremath 与

K.Varadarajan提出，相关理论可参考文献[6]。若模 M的任意满同态(单同态)都是自同构，则称M为Hopfian 
(co-Hopfian)模。Hmaimou、Kaidi 与 Campos 在[7]中给出了强 Hopfian 模与强 co-Hopfian 模的定义。设 M
为模，若对 M 的任意自同态 f，升链 2 nKerf Kerf Kerf⊆ ⊆ ⊆ ⊆ 最终稳定，则称 M 为强 Hopfian 模；

若对 M 的任意自同态 f，降链 2Im Im Im nf f f⊇ ⊇ ⊇ ⊇ 最终稳定，则称 M 为强 co-Hopfian 模。现有

针对强 Hopfian、强 co-Hopfian 模的研究，均统一考察模上全部自同态的迭代链行为，围绕该类模的直和

分解遗传性、子模与商模封闭性、多项式模扩张、对应环结构等方向形成大量成果。现有研究虽讨论了

模与环上 Total 算子的基础封闭规律，但相关分析均建立在全体自同态的框架之下，并未针对奇异、余奇

异两类特殊自同态子集展开细化讨论。早在上世纪 80 年代，已有学者建立模的 Total 算子理论，完整区

分出两类核心自同态子集：奇异自同态集合 ( ) ( ){ }| eM f End M Kerf M∆ = ∈ ≤ 与余奇异自同态集合

( ) ( ){ }| ImM f End M f M∇ = ∈  ，并将 Total 算子的研究拓展至整个模范畴，分析函子作用下 ( )M∆ 与

( )M∇ 的变换特征。同时有相关研究专门讨论零 Total 模的结构特征，证明无穷维向量空间、半单模均属

于零 Total 模，而这类模难以用传统强 Hopfian 理论进行有效判定。后续相关研究进一步完善 Total 算子

理论，提出 Toto 模概念搭建模层面 Total 算子基础框架，针对局部投射、局部内射模开展专项讨论，得

到两类模下 ( )M∆ 与 ( )M∇ 的包含关系：局部内射模满足 ( ) ( )M M∇ ⊆ ∆ ，局部投射模满足

( ) ( )M M∆ ⊆∇ 。也有研究工作将 Total 理论延伸至环论层面，刻画零 Total 环、Total 诱导根的结构，并

分析其在多项式环上的传递规律。同时结合模的置换性质，讨论奇异自同态对模直和分解结构带来的影

响。上述系列工作充分证明： ( )Tot M 与 ( )M∇ 是刻画局部内射、局部投射模的核心双边理想算子，能够

建立自同态子集与模根、总自同态环 ( )Tot M 之间的等价关联。但目前已有成果均未将 ∆，∇子集约束引

入强 Hopfian 模的迭代稳定判定框架，缺少仅限定奇异、余奇异自同态的广义 Hopfian 类模概念，存在明

显研究空白，也无法覆盖无穷维向量空间、半单模等传统理论难以刻画的模类。针对上述研究缺口，本

文以奇异自同态子集 ( )M∆ 、余奇异自同态子集 ( )M∇ 作为约束范围，将经典强 Hopfian、强 co-Hopfian
模做自然推广，引入 ∆ -(∇ -)强 Hopfian (co Hopfian)模的概念，并系统研究两类广义模的基础性质。实例

验证：∆ -强 Hopfian 模不一定是强 Hopfian 模，∇ -强 co-Hopfian 模也不一定是强 co-Hopfian 模。这说明

本文定义的模类覆盖范围更广，可容纳更多传统理论无法处理的模对象。若无特殊说明，本文中所有环

均为含有单位元的结合环，所有模均为左幺模。设 R 为环，M 为模，N M≤ 表示 N 是 M 的子模， |N M
表示 N 是 M 的直和项， ( )End M 表示 M 的自同态环。设 E 是 M 的子模，若对 M 的任意非零子模 A，有

0E A ≠ ，则称 E 为本质子模，记为 eE M≤ 。对偶地，设 S 是 M 的子模，若对 M 的任意真子模 T 都有
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M S T≠ + ，则称 S 为小子模，记为 S M 。下面给出后续证明所需的引理。 
引理 1.1. ([8]，命题 5.20)设 1 1K M M≤ ≤ ， 2 2K M M≤ ≤ ，且满足 1 2M M M= ⊕ ，则： 
(1) 1 2 1 2eK K M M⊕ ≤ ⊕ 当且仅当 1 1eK M≤ 且 2 2eK M≤ ； 
(2) 1 2 1 2K K M M⊕ ⊕ 当且仅当 1 1K M 且 2 2K M 。 

2. ∆ -强 Hopfian 模 

本节给出 ∆ -强 Hopfian 模的定义，并研究其基本性质。 
定义 2.1. 设 M 为模。若对任意 ( )f M∈∆ ，升链 2 nKerf Kerf Kerf⊆ ⊆ ⊆ ⊆ 最终稳定，则称 M

为 ∆ -强 Hopfian 模。 
例 2.2. (1) 所有半单模都是 ∆ -强 Hopfian 模； 
(2) 关于本质子模满足升链条件的模均为 ∆ -强 Hopfian 模。 
定理 2.3. 设 M 为模，则下述命题等价： 
(1) M 是 ∆ -强 Hopfian 模； 
(2) 对任意 ( )f M∈∆ ，存在整数 1n ≥ 使得 1n nKerf Kerf += ； 
(3) 对任意 ( )f M∈∆ ，存在整数 1n ≥ 使得 Im 0nf = 。 
证明：(1)⇔ (2)显然成立。 
(2)⇒ (3)只需证明 Im 0n nf Kerf = 。已知 n

eKerf M≤ ，任取 Im n nx f Kerf∈  ，则存在 y M∈ 使得

( )nf y x= 且 ( ) 0nf x = ，于是 ( ) ( )2 0n nf y f x= = ，即 ny Kerf∈ ，因此 0x = 。 
(3)⇒ (2)显然成立。 
推论 2.4. 设 M 为乘法模。若对任意 ( )f M∈∆ ，均存在正整数 n ，使得 1Im Imn nf f += ，则 M 是 ∆ -

强 Hopfian 模。 
证明：记 Imn nN Kerf f=  。由于 Im nf 是乘法模，故存在环 R 的理想 I 使得 ( )nN If M= ，于是

( ) ( ) ( )20 n n nf N If M If M N= = = = 。结合 n
eKerf M≤ 可得 Im 0nf = 。由定理 2.3 可知 M 为 ∆ -强 Hopfian

模。 
命题 2.5. 设 M 为模，N M≤ 。若 M 是 ∆ -强 Hopfian 模，且 N 是 M 的直和项，则 N 与商模 M N 均

为 ∆ -强 Hopfian 模。 
证明：只需证明子模 N 是 ∆ -强 Hopfian 模。不妨设 M N L= ⊕ ，取 ( )h N∈∆ ，将其延拓为 M 上的自

同态 0f h= ⊕ ，其中 0 表示模 L 上的零自同态。由引理 1.1 易知 ( )f M∈∆ 。因 M 是 ∆ -强 Hopfian 模，

故存在自然数 n 使得 1n nKerf Kerf += ，不难验证 1n nKerh Kerh += ，因此 N 是 ∆ -强 Hopfian 模。 
定理 2.6. 设 1 2M M M= ⊕ ，且 1M ， 2M 均为 M 的全不变子模。若 1M ， 2M 都是 ∆ -强 Hopfian 模，

则 M 也是 ∆ -强 Hopfian 模。 
证明：任取 ( )f M∈∆ ，由于 1M ， 2M 是全不变子模，故 f 在 1M ， 2M 上的限制

11 Mf f= 、
22 Mf f=

分别为 1M ， 2M 的自同态。由 1 eKerf Kerf M≤ ≤ ， 2 eKerf Kerf M≤ ≤ ，可得 1 1 1eKerf Kerf M M= ≤ ，

2 2 2eKerf Kerf M M= ≤ ，即 ( )1 1f M∈∆ ， ( )2 2f M∈∆ 。因 1M ， 2M 为 ∆ -强 Hopfian 模，故存在整数 1n ≥ ，

使得 1
1 1
n nKerf Kerf += ， 1

2 2
n nKerf Kerf += 。又因 1 2f f f= ⊕ ，故存在整数 1n ≥ ，使得 1n nKerf Kerf += ，结论

得证。 
若一个模的自同态环是阿贝尔环，则称该模为阿贝尔模。 
推论 2.7. 设 1 2M M M= ⊕ ，且 M 为阿贝尔模。若 1M ， 2M 均为 ∆ -强 Hopfian 模，则 M 也是 ∆ -强

Hopfian 模。 
证明：由于 M 是阿贝尔模，其所有直和项均为全不变子模。结合定理 2.6，结论成立。 
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推论 2.8. 设
1 ii n

M M
≤ ≤

= ⊕ ，且每个 iM 都是 M 的全不变子模。若每一个 iM 均为 ∆ -强 Hopfian 模，则

M 也是 ∆ -强 Hopfian 模。 
下面举例说明， ∆ -强 Hopfian 模未必是强 Hopfian 模。 
例 2.9. 若环 R 是半单阿廷环，则模 M 为 Hopfian 模当且仅当 M 有有限长度。因此域 F 上的向量空

间V 为 Hopfian 模当且仅当V 是有限维空间。这样，无穷维向量空间是 ∆ -强 Hopfian 模，但它不是 Hopfian
模，从而也不是强 Hopfian 模。 

设 M 为模，多项式模 [ ]M X 中的元素形如形式和 0 1
k

ka a X a X+ + +  ( 0, ik a M≥ ∈ )，简记为
0

k
i

i
i

a X
=
∑ ，

约定 0
0 0a X a= 。 [ ]M X 中加法按对应系数相加定义， [ ]R X -模结构由下式给出： 

0 0 0

k z k z
i j u

i j u
i j u

X a X c Xλ
+

= = =

   ⋅ =  
   
∑ ∑ ∑ ， 

其中 u i j
i j u

c aλ
+ =

= ∑ ， i Rλ ∈ ， ja M∈ ，详细定义参见。 

引理 2.10. ([9]，引理 1.7)设 N M≤ 。则 N 是 R -模 M 的本质子模当且仅当 [ ]N X 是 [ ]R X -模 [ ]M X
的本质子模。 

定理 2.11. 设 M 为 R -模。若 [ ]M X 作为 [ ]R X -模是 ∆ -强 Hopfian 模，则 M 作为 R -模也是 ∆ -强
Hopfian 模。 

证明：任取 ( )f M∈∆ ，定义映射 [ ] [ ] [ ]:f X M X M X→ ，满足 [ ]( ) ( )i i
i if X m X f m X=∑ ∑ ，易知

[ ]f X 是 [ ]M X 的自同态。可以验证 [ ] ( )[ ]Kerf X Kerf X= 。由 eKerf M≤ ，结合引理可知 

[ ] [ ]eKerf X M X≤ ，即 [ ] [ ]( )f X M X∈∆ 。因 [ ]M X 是 ∆ -强 Hopfian [ ]R X -模，故存在整数 n ，使得

[ ] [ ] 1n nf X f X += ，进而推出 1n nf f += ，证明完毕。 

3. ∇ -强 Co-Hopfian 模 

定义 3.1. 设 M 为模。若对任意 ( )f M∈∇ ，降链 2Im Im Im nf f f⊇ ⊇ ⊇ ⊇ 最终稳定，则称 M
为∇ -强 co-Hopfian 模。 

例 3.2. (1) 所有半单模都是∇ -强 co-Hopfian 模。 
(2) 关于小子模满足降链条件的模均为∇ -强 co-Hopfian 模。 
注记 3.3. 整数环 Z 上的模 Z Q 的自同态要么是零自同态，要么是自同构，因此 Z Q 是∇ -强 co-Hopfian

模。但 ( )Rad Z ZQ Q= ，且该模不满足阿廷模的条件，即 Z Q 的小子模不满足降链条件。 
定理 3.4. 设 M 为模，则下述命题等价： 
(1) M 是∇ -强 co-Hopfian 模； 
(2) 对任意 ( )f M∈∇ ，存在整数 1n ≥ 使得 1Im Imn nf f += ； 
(3) 对任意 ( )f M∈∇ ，存在整数 1n ≥ 使得 nKerf M= 。 
证明： (1)⇔ (2)显然成立。 
(2)⇒ (3)只需证明 Im n nf Kerf M+ ⊇ 。已知 Im nf M ，任取 x M∈ ，则 ( ) 2Im Imn n nf x f f∈ = ，于

是存在 y M∈ 使得 ( ) ( )2n nf y f x= ，从而得 ( )( ) 0n nf f y x− = ，即 ( )n nf y x Kerf− ∈ 。因此 

( ) ( )( ) Imn n n n nx f y f f y x f Kerf= − − ∈ + 。 
(3)⇒ (2)显然成立。 
命题 3.5. 设 M 为模，N M≤ 。若 M 是∇ -强 co-Hopfian 模，且 N 是 M 的直和项，则 N 与商模 M N

均为∇ -强 co-Hopfian 模。 
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证明：只需证明子模 N 是∇ -强 co-Hopfian 模。不妨设 M N L= ⊕ ，取 ( )h N∈∇ ，将其延拓为 M 上

的自同态 0f h= ⊕ ，其中 0 表示模 L 上的零自同态。由引理 1.1 易知 ( )f M∈∇ 。因 M 是∇ -强 co-Hopfian
模，所以存在自然数 n 使得 1Im Imn nf f += 。不难验证 1Im Imn nh h += ，因此 N 是∇ -强 co-Hopfian 模。 

定理 3.6. 设 1 2M M M= ⊕ ，且 1M ， 2M 均为 M 的全不变子模。若 1M ， 2M 都是∇ -强 co-Hopfian 模，

则 M 也是∇强 co-Hopfian 模。 
证明：任取 ( )f M∈∇ ，由于 1M ， 2M 是全不变子模，故 f 在 1M ， 2M 上的限制

11 Mf f= 、
22 Mf f=

分别为 1M ， 2M 的自同态。由 1Im Imf f M≤  ， 2Im Imf f M≤  ，结合([10], 19.3)可得 1 1Im f M ，

2 2Im f M ，即 ( )1 1f M∈∇ ， ( )2 2f M∈∇ 。因 1M ， 2M 为∇ -强 co-Hopfian 模，故存在整数 1n ≥ ，使得
1

1 1Im Imn nf f += ， 1
2 2Im Imn nf f += 。又因 1 2f f f= ⊕ ，故存在整数 1n ≥ ，使得 1Im Imn nf f += ，结论得证。 

推论 3.7. 设 1 2M M M= ⊕ ，且 M 为阿贝尔模。若 1M ， 2M 均为∇ -强 co-Hopfian 模，则 M 也是∇ -
强 co-Hopfian 模。 

推论 3.8. 设
1 ii n

M M
≤ ≤

= ⊕ ，且每个 iM 都是 M 的全不变子模。若每一个 iM 均为∇ -强 co-Hopfian 模，

则 M 也是∇ -强 co-Hopfian 模。 
下面举例说明，∇ -强 co-Hopfian 模未必是强 co-Hopfian 模。 
例 3.9. 半单模 M 为弱 co-Hopfian模当且仅当其每个齐次分量都是有限生成模(参见[11]推论 1，[10])。

因此半单模不一定是弱 co-Hopfian 模，进而也不一定是强 co-Hopfian 模，但所有半单模都是∇ -强 co-
Hopfian 模。 

例 3.10. 整数环 Z 上的模 Z Z 是∇ -强 co-Hopfian 模，但它不是强 co-Hopfian 模。 

4. 局部投射、局部内射的∆ -强 Hopfian 模与∇ -强 Co-Hopfian 模 

定义 4.1. ([12])设V 为模。若对V 的任意非本质子模 A ，都存在V 的非零内射子模Q 满足 0A Q = ，

则称V 为局部内射模。设W 为模。若对W 的任意非小子模 B ，都存在W 的非零投射直和项 P 满足 P B≤ ，

则称W 为局部投射模。 
引理 4.2. ([12]，p. 43，推论 2.4) 
(1) 若V 是局部内射模，则 ( ) ( )V V∇ ⊆ ∆ ； 
(2) 若W 是局部投射模，则 ( ) ( )W W∆ ⊆∇ 。 
参照文献([7]，定理 3.2)，可得如下推论： 
推论 4.3. 设 M 为模，则有： 
(1) 若 M 是局部投射的∇ -强 co-Hopfian 模，则 M 是 ∆ -强 Hopfian 模； 
(2) 若 M 是局部内射的 ∆ -强 Hopfian 模，则 M 是∇ -强 co-Hopfian 模。 
定义 4.4. 设 R 为环。若左正则模 R R 是 ∆ -强 Hopfian 模(∇ -强 co-Hopfian 模)，则称 R 为左 ∆ -强

Hopfian 环(左∇ -强 co-Hopfian 环)。 
命题 4.5. 每一个半完全的∇ -强 co-Hopfian 环都是 ∆ -强 Hopfian 环。 
证明：半完全投射模均为局部投射模，结合推论 4.3 即可证得。 
命题 4.6. 环 R 为左 ∆ -强 Hopfian 环当且仅当对任意 r R∈ ，若 r 的左零化子满足 ( ) el r R≤ ，则存在

自然数 n 使得 0nr = 。 
证明：由定理 2.2 可直接推出。 
下述结果是 Mewborn-Winton 定理在交换情形下的结论。 
推论 4.7. 若交换环 R 关于左零化子满足升链条件，则 ( )Z R 是幂零的。 
推论 4.8. 设 R 为左 ∆ -强 Hopfian 环，则 ( ) ( )Z R J R⊆ 。 
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证明：结合([1]，推论 15.10)与命题 4.6，结论显然成立。 
推论 4.9. 设 R 为连续诺特环，则 R 的 Jacobson 根中任意元素均为幂零元。 
证明：因为 R 为连续环，所以 ( ) ( ){ }| eJ R r R l r R= ∈ ≤ 。又因诺特环必为左 ∆ -强 Hopfian 环，结合命

题 4.6 即得结论。 
命题 4.10. 环 R 为左∇ -强 co-Hopfian 环当且仅当对任意 r R∈ ，若主左理想 Rr R ，则存在自然数

n 使得 0nr = 。 
证明：由定理 3.2 可直接推出。 
由于 ( ) ( ){ }|R Rr R RrR JJ R R= ∈ ⊆ ，∇ -强 co-Hopfian 环的 Jacobson 根中任意元素都是幂零元。又

因任意阿廷环均为∇ -强 co-Hopfian 环，于是可得下述推论。 
推论 4.11. 设 R 为左阿廷环，则其 Jacobson 根满足 ( ) { }| , 0nr R nJ R N r∈ ∃ ∈ ∋ == 。 
推论 4.12. 设 R 为交换∇ -强 co-Hopfian 环，则多项式环 [ ]R x 也是∇ -强 co-Hopfian 环。 
证明：只需证明 [ ]R x 的 Jacobson 根中所有元素均为幂零元。已知 [ ]( ) ( )[ ]J R x J R x= ，且多项式

( ) 0 1
n

nf x a a x a x= + + + 为幂零元当且仅当系数 0 1, , , na a a 均为幂零元，结合命题 4.10 即可证得结论。 
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