
Pure Mathematics 理论数学, 2026, 16(8), 131-146 
Published Online August 2026 in Hans. https://www.hanspub.org/journal/pm 
https://doi.org/10.12677/pm.2026.168187  

文章引用: 刘慧萍, 廖冬妮. 关于 Cayley Heisenberg群上次椭圆 p-Laplace算子的唯一延拓性[J]. 理论数学, 2026, 16(8): 
131-146. DOI: 10.12677/pm.2026.168187 

 
 

关于Cayley Heisenberg群上次椭圆p-Laplace 
算子的唯一延拓性 
刘慧萍，廖冬妮* 

赣南师范大学数学与计算机科学学院，江西 赣州 
 
收稿日期：2026年7月12日；录用日期：2026年8月14日；发布日期：2026年8月25日 

 
 

 
摘  要 

本文的主要目标是建立Cayley Heisenberg群 nC 上次椭圆p-Laplace方程的解的唯一延拓性，通过引入

Almgren函数并研究其相关性质，在频率函数局部有界的假设下，建立能量积分的二重性，进而得到次

椭圆p-Laplace方程的弱解的唯一延拓性。 
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Abstract 
The main purpose of this paper is to establish the unique continuation property of solutions to the 
p-subelliptic-Laplace equation on Cayley Heisenberg group. By introducing the Almgren function 
and presenting its relevant properties, a doubling estimate for the energy integral is established 
under the assumption that the frequency function is locally bounded, thereby establishing the 
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unique continuation property of weak solutions to the p-subelliptic-Laplace equation. 
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1. 引言 

近些年来，大量学者研究了二阶椭圆方程解的唯一延拓性(见[1]-[9])。关于非线性次椭圆算子的唯一

延拓性也有一些研究成果，如 Liu 等人[10]研究了 Heisenberg 群上次 p-Laplace 方程的唯一延拓性；Wang
和 Liao [11]建立了四元数 Heisenberg 群的次-Laplace 方程表示式及其性质，并在该群上证明了带位势的

次-Laplace 方程的唯一延拓性；Zhu [12]则研究了四元数 Heisenberg 群上次-Laplace 方程的基本解；Niu 和

Wang [13]建立了 Carnot 群上函数的表示公式及性质，进而证明了该群上次-Laplace 方程的唯一延拓性。 
我们知道，Cayley Heisenberg 群是四元数 Heisenberg 群的自然拓广，其上的几何结构更加复杂。这

主要体现在 Cayley Heisenberg 群的李代数源于八元数代数的非交换、非结合乘法(八元数虚部乘法不满足

结合律)，这导致李括号关系相较于 Heisenberg 群、四元数 Heisenberg 群更为复杂，从而显著增加了在该

群上应用 Almgren 频率函数法研究解的唯一延拓性的难度。自然地，Cayley Heisenberg 群上的，形如 

 ( ) ( )
7 2 2

1 0
div 0, 1

n p pp
L rm rm rm

r m
u X X u X u u u p− −

= =

∆ = = = < < ∞∑∑ X X ， (1.1) 

其弱解的唯一延拓性该如何建立？本文重点研究该问题。 
本文通过在 Cayley Heisenberg 群上引入 Almgren 函数并给出相关性质，在频率函数局部有界的假设

下建立能量积分的二重性，进而建立次椭圆 p-Laplace 方程的解的唯一延拓性。本文的主要结果如下。 
定理 1.1 对 ( )1u C∀ ∈ Ω ，假设存在两个同心球

0 0k KB B⊂ ⊂Ω，使得频率函数 ( )pN k 具有良好定义，

即对每个 ( )0 0,k k K∈ ， ( ) 0pH k > 且 ( )
( )0 0,p L k K

N k ∞ < ∞。那么，对 ( )2 0 0,k k K∀ ∈ ， ( )*
0 0,k k K∃ ∈ ，使得对

*
1 2,k k k ∀ ∈ ，有 

 
2 1

2 2d 2 d ,
k k

p pp p

B B

u u
H H

d d∂ ∂
Ψ ≤ Ψ

∇ ∇∫ ∫  (1.2) 

即 ( ) ( )2 12p pH k H k≤ ，其中 ( ) ( ),p pN k H k 的具体表达式见(3.2)，(3.5)， dH 表示 8 7n+
 中的 8 6n + 维

Hausdorff 测度。 
基于定理 1.1 在频率函数 ( )pN k 局部有界的假设下，得到的关于能量积分 ( )pH k 的二重性，进而建

立次椭圆 p-Laplace 方程(1.1)的解的唯一延拓性。 
定理 1.2 设 ( )1, pu HW∈ Ω 是次 p-Laplace 方程(1.1)的弱解，即 u 满足 

 ( )2 1,
0, d d 0, ,p pu u HWϕ ϕ−

Ω
= ∀ ∈ Ω∫ a sX X X  (1.3) 

或者说， u 是次 p-能量泛函 
 ( ) d d , 1 ,pI v v p

Ω
= < < ∞∫ a sX  (1.4) 
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的局部极小值点，其中水平向量场X和水平 Sobolev 空间 ( )1,
0

pHW Ω 的定义分别见(2.2)和定义 2.4，开球

0kB 、
0KB 满足

0 0k KB B⊂ ⊂Ω，并且当 ( ]0 0,k k K∈ 时 ( ) 0pH k > ， ( )
( )0 0,p L k K

N k ∞ < ∞。那么，对Ω的某个

开球 B ，若 0Bu = ，则 0u
Ω
≡ 。 

本文结构如下：第 2 节给出 Cayley Heisenberg 群的基本概念、后续证明中涉及到的相关定义、性质

和一些记号；第 3 节引入 Cayley Heisenberg 群上的频率函数，并给出建立能量积分的二重性时所需要的

相关性质；第 4 节建立主要结果的证明。 

2. 预备知识 

在本节中，我们介绍 Cayley Heisenberg 群的基本概念、后续证明中涉及到的相关定义、性质和一些

记号。 
在本文中，我们始终使用C 表示通用的正常数，要注意的是，在不同情形下，甚至在同一行的估计

式中C 的值都可能是不同的。例如，当我们记 ( ),C C n p= 时，表示C 的取值仅依赖于 n 和 p 。 dH 表示
8 7n+
 中的 8 6n + 维 Hausdorff 测度。∇为 8 7n+

 中的普通梯度，div 为 8 7n+
 中的普通散度， nI 为 n 阶单位

矩阵。 
设 ( )3= ×   为四元数代数，我们用 ( ){ }, | ,′ ′= ∈x x x x  表示八元数 Cayley 代数，配备了以下

乘法： 

( )( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , .′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= = − + ∀ = = ∈ab x x y y xy y x y x x y a x x b y y   

对 ( ), ′= ∈a x x ，其共轭定义为 ( ), ′−x x ，即 ( ) ( ), ,′ ′= = −a x x x x 。 a 的实部记为 

( ) ( ) ( )1Re Re , , ,
2
 
 ′ ′ ′= = +a x x x x x x ， a 的虚部记为 ( ) ( ) ( )1Im Im , , ,

2
 ′ ′ ′= = − a x x x x x x ， a 的模记为

( )1 2=a aa 。 

用 7n nC = × 表示 Cayley Heisenberg 群，其乘法运算如下： 

 ( )( )1 2 1 2 1 1 2 2
1

, , , ; , , , ; , , , , 2 Im ,
n

n n n n r r
r=

 = + + + + + 
 

∑a a a s b b b t a b a b a b s t a b    (2.1) 

7, , 1,2, , ; , .r r r n∀ ∈ = ∀ ∈a b s t   

将 ( ) ( )1 2, , , , ; n
n C= ∈a s a a a s  ， ( ) ( )1 2, , , , ; n

n C= ∈b t b b b t  按分量方式表示为： 

( ) ( ) ( )1 2 10 11 17 20 21 27 0 1 7 1 2 7, , , , ; , , , , , , , , , , , , ; , , , ,n n n nx x x x x x x x x s s s= =a s a a a s       

( ) ( ) ( )1 2 10 11 17 20 21 27 0 1 7 1 2 7, , , , ; , , , , , , , , , , , , ; , , , .n n n ny y y y y y y y y t t t= =b t b b b t       

对 1,2, ,r n= 
，左不变向量场{ }0 1 7 1 2 7 1

, , , , , , , n
r r r r

X X X S S S
=

  构成了 nC 的李代数 ( )nCl  的一组基

[14]，其中 

0 1 2 3 4 5 6 7
0 1 2 3 4 5 6 7

2r r r r r r r r
r

X x x x x x x x
x s s s s s s s

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − + + + + + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 

1 0 3 2 5 4 7 6
1 1 2 3 4 5 6 7

2r r r r r r r r
r

X x x x x x x x
x s s s s s s s

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + − + − − + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 

2 3 0 1 6 7 4 5
2 1 2 3 4 5 6 7

2r r r r r r r r
r

X x x x x x x x
x s s s s s s s

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − − − − − + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
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3 2 1 0 7 6 5 4
3 1 2 3 4 5 6 7

2r r r r r r r r
r

X x x x x x x x
x s s s s s s s

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + − + + − + − ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 

4 5 6 7 0 1 2 3
4 1 2 3 4 5 6 7

2r r r r r r r r
r

X x x x x x x x
x s s s s s s s

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − + + − − − − ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 

5 4 7 6 1 0 3 2
5 1 2 3 4 5 6 7

2r r r r r r r r
r

X x x x x x x x
x s s s s s s s

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + − + − + − + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 

6 7 4 5 2 3 0 1
6 1 2 3 4 5 6 7

2r r r r r r r r
r

X x x x x x x x
x s s s s s s s

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + − − + + − ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 

7 6 5 4 3 2 1 0
7 1 2 3 4 5 6 7

2

, 1,2, ,7.

r r r r r r r r
r

j
j

X x x x x x x x
x s s s s s s s

S j
s

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − − − + + − − ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

∂
= =
∂



 

上述向量场的李括号计算结果如下： 

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ]
[ ] [ ]

1

0

2 6 4 2 7 5

3 4 7 3 5 6 3 6 5

3 7 4

4 5 1

2 3 1 3 2 1 4 5

1 5 4 1 6 7 1 7 6

4 6 2 4

, , 1, ,7;

, 4 , , 4 ;

, 4 , , 4 , , 4

,

, 4 , , 4 , , 4 ,

, 4 , , 4 , 4 ;

4

, 4 , , 4 ,

,

;

r r r r r r

r r r

r rj j

r r r r

r r r r r r

r r

r

r

r

r

r r

r

r

X X

X X S j

X X S X X S

X X S X X S X X S

X X S

X X S X X

S X X S X X S

X X S X X S X X S

S X

  
= = − =

= − = − =

= =

= − = −

= = − =

= −

= =



[ ]
[ ] [ ]
[ ]

7 3

5 6 3 5 7 2

6 7 1,

, 4 ;

, 4 ;

4 ,

, , 4
r

r r r

r r

r

X

X S

X X S X S

X

X

S

=

=

=

− =

 

其余均为 0。注意到，Cayley Heisenberg 群 nC 的李代数 ( )nCl  的中心是由{ }1 2 7, , ,S S S 张成的，即 

( ), 0, 1, ,7, .n
jX S j X C=  ∀ ∈ =  l   

因此，Cayley Heisenberg 群 nC 是二步幂零李群，其上的广义梯度(水平梯度)为 

 ( ) ( )1 2 10 11 17 0 1 7; ; ; , , , ; ; , , , .n n n nX X X X X X X X X= =   X  (2.2) 

注 2.1 对 1,2, ,r n= 
，我们记 

 

1 2 3 4 5 6 7

0 3 2 5 4 7 6

3 0 1 6 7 4 5

2 1 0 7 6 5 4

5 6 7 0 1 2 3

4 7 6 1 0 3 2

7 4 5 2 3 0 1

6 5 4 3 2 1 0

2

r r r r r r r

r r r r r r r

r r r r r r r

r r r r r r r
r

r r r r r r r

r r r r r r r

r r r r r r r

r r r r r r r

x x x x x x x
x x x x x x x
x x x x x x x
x x x x x x x

R
x x x x x x x
x x x x x x x
x x x x x x x
x x x x x x x

− − − − − − −
− − −

− − −
− − −

=
− − −

− − −
− − −

− − −

,

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (2.3) 

此时， G′= ⋅∇X ，其中 
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8 1

8

0
.

0 n

I R
G

I R

 
 ′ =  
 
 



   



 (2.4) 

事实上， rR 是八元数右乘算子的矩阵表示，它将八元数乘法转化为线性变换(右乘)，便于在矩阵群中

研究 nC 的结构。此外， G′= ⋅∇X 这一等式还表明 rR 将欧氏空间的梯度∇提升为 nC 上的“水平”微

分算子，保持八元数代数与 Heisenberg 结构的相容性。 
我们注意到，当方程(1.1)中 p 取值为 2 时，为经典的 Kohn-Laplace 方程 

7
2

1 0
0.

n

L rm
r m

u X u
= =

∆ = =∑∑  

通过直接计算，我们有 

性质 2.1 ( ) ( )
7

1 0
div

n

L rm rm
r m

u X X u G u
= =

∆ = = ∇∑∑ ，这里 

 

8 1

8

1

0

.
0 n

n

I R

G
I R

R R R

 
 
 =
 
 
 



   





 

 (2.5) 

证明 
( )
( )

10 11 17 0 1 7

10 11 17 0 1 7

8

810 11 17 0 1 7 1 2 7

1

8 1

10 11
8

, , , ; ; , , ,

, , , ; ; , , ,
0

, , , ; ; , , , ; , , ,
0

0
, ,

0

L n n n

n n n

n n n

n

n

X X X X X X

X X X X X X
I

Ix x x x x x s s s
R R

I R

x x
I R

∆ =

⋅

 
  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  
 

 
∂ ∂ 

  ∂ ∂ 
 

=

=

  

  



  

   







   



XX



 

17 0 1 7 1 2 7

8 1

810 11 17 0 1 7 1 2 7

1

10 11 17 0 1 7 1

, ; ; , , , ; , , ,

0

, , , ; ; , , , ; , , ,
0

, , , ; ; , , , ;

n n n

nn n n

n

n n n

x x x x s s s

I R

I Rx x x x x x s s s
R R R

x x x x x x s

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 
  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  
 

=

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

   



   

   





  



 

2 7

, , , ,
s s

 ∂ ∂
 ∂ ∂ 





 

其中 

 
72 2

7 7
1 1 0

4 4 .
n n

r r rm
r r m

R R R I x I
= = =

 = = =  
 

∑ ∑∑a  (2.6) 

结论得证。 
定义集合Λ为集合 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1,2,3 , 1,4,5 , 1,7,6 , 2,4,6 , 2,5,7 , 3,4,7 , 3,6,5 中三元组的循环置换，即 

( ){ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )}

1,2,3 , 2,3,1 , 3,1,2 , 1,4,5 , 4,5,1 , 5,1,4 , 1,7,6 , 7,6,1 , 6,1,7 ,

2,4,6 , 4,6,2 , 6,2,4 , 2,5,7 , 5,7,2 , 7,2,5 , 3,4,7 , 4,7,3 ,

7,3,4 , 3,6,5 , 6,5,3 , 5,3,6 .

Λ =
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简记
10 11 17 0 1 7

, , , ; ; , , ,
n n nx x x x x x

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ =  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
a   

 ，
1 2 7

, , ,
s s s

 ∂ ∂ ∂
∂ =  ∂ ∂ ∂ 
s 

 ，则性质 2.1 可以改写为 

性质 2.1’ 

 

( )

( )

1 1 1

2 2 27 7 7

02
1 0 1 0 1 0

2 2 7 7
2

1 , , 0 1

,

4

4 4

L

n n n

r r r r
r r r

n n

r rj
r m r m j rj j r jrm

n

ri rm
r i m j r m jrm j rj m

R

G

x x
x s x sx

x x
x s x s

R R R
= = =

= = = = =

= = =

∂ 
∆ = ∂ ∂ ⋅ ⋅ ∂ 

= ∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂

 ∂ ∂ ∂
= + −  ∂ ∂ ∂ ∂∂  

 ∂ ∂
+ − +  ∂ ∂ ∂ ∂ 

∑ ∑ ∑

∑∑ ∑∑∑

∑ ∑ ∑∑

a
a s

s

a a s a a s s a

 

     

2

2
1

,
n

js=

∂
∂∑

 (2.7) 

其中G 的定义见(2.5)， ( ), ,i m j ∈Λ。 
下面我们给出后续证明中涉及到的相关定义。 
定义 2.1 (伸缩变换族)对 ( ), nC∈a s  ， nC 上的伸缩变换族{ }: 0θδ θ > 定义为 ( ) ( )2, ,θδ θ θ=a s a s 。

不难发现， θδ 满足分配律，即 ( )( )( ) ( ) ( ), , , ,θ θ θδ δ δ=a s b t a s b t 。齐次维数记为 8 14Q n= + 。 
定义 2.2 记 ( )8 7

8 7,n
n+= ∈e

 

0 0 为 nC 的原点，对 ( ), nC∀ ∈a s  ， ( ),a s 与 e 的距离为 

 ( ) ( )
1

21 47 724 2 24

1 0 1
: , .

n

rm j
r m j

sd d x
= = =

= = + = +
       
∑∑ ∑a s a s  (2.8) 

更一般地，对 ( ) ( ), , , nC∀ ∈a s b t  ， ( ),a s 与 ( ),b t 之间的距离为 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1, ; , , ,d d −=a s b t b t a s ，其中

( ) 1, −b t 为 ( ),b t 关于群 nC 上乘法运算(2.1)的逆元，即 ( ) 1 1, , Im
2

−  = − − + 
 

b t b t bb 。 

由 θδ 的定义式知， ( ),d a s 关于 θδ 是一次齐次的，即 ( )( ) ( ), ,d dθδ θ=a s a s 。 
定义 2.3 (Cayley Heisenberg 球)我们用 ( ) ( ){ }, | ,n

kB C d k= ∈ <a s a s 表示中心为 e ，半径为 0k > 的

Cayley Heisenberg 球。球 kB 的边界我们记为 ( ) ( ){ }, | ,n
kB C d k∂ = ∈ =a s a s 。 

按照 Heisenberg 群上的水平 Sobolev 空间的一般定义方法(见[10])，Cayley Heisenberg 群 nC 上的水

平 Sobolev 空间遵循如下定义。 
定义 2.4 (水平 Sobolev 空间)设 nCΩ⊂  为一个开集， , 1q p∈ ≥ ，称集合 

( ){ }, | 0,:q p pHW f f L qα α= Ω→ ∈ Ω ≤ ≤ X  

为水平 Sobolev 空间，其中 ( )1 2 8, , , nα α α α=  为多重指标， ( )1,2, ,8i i nα ∈ =  ，
8

1

n

i
i

α α
=

=∑ ， 

8 8 7 8 6 81 2
10 11 17 0 1 8

n n n
n n nf X X X X X Xα α α αα αα − −=   X 表示 f 的α 阶广义梯度。特别地，当 1q = 时， ( )1, pHW Ω 是一

个赋予如下范数的 Banach 空间： 

( ) ( ) ( )( ) ( )1,

1 1

d d ,p p
p

p p p pp p
HW L Lf f f f f

Ω Ω Ω Ω
 = + = +  ∫ a sX X  

其中

1
7 22

1 0

n

rm
r m

f X f
= =

 =  
 
∑∑X 。此外，我们用 ( )1,

0
pHW Ω 表示 ( )0C∞ Ω 在 ( )1, pHW Ω 中的闭包。 
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3. 频率函数的定义与相关性质 

频率函数最初由 Almgren [15]针对调和函数引入，是定量研究调和函数唯一延拓性的一个重要工具。

后来，Garofalo 和 Lin [1]将 Almgren 频率函数应用在强唯一延拓性问题中。Garofalo 和 Lanconelli [2]则推

广了关于 Heisenberg 群上次-Laplace 方程的频率函数，该频率函数的形式也是 Granlund 和 Marola [6]在
欧氏空间上针对 p-调和函数所定义的频率函数的推广。最近几年，Liu [10]等人给出了 Heisenberg 群上次

p-Laplace 方程的频率函数，进而建立了该方程解的唯一延拓性。在本节，我们首先引入 Cayley Heisenberg
群上的 Almgren 频率函数，并给出建立能量积分的二重性时所需要的一些相关性质。 

根据 Heisenberg 群的一般记法，在形式上，记 

 
( ) ( ) { }

2

2 , , \
,

nC
d

Ψ = ∈
a

a s e
a s

  (3.1) 

为权函数。 

定义 3.1 对 0k∀ > ，定义 d dn
k

k C B
B = Ψ∫ a s


，

d
dn nk kC CB B
k

∂ =
 

，其中Ψ如(3.1)所定义。 

对上述定义作极坐标变换(见[16])，容易得到，存在常数 ( ) 0Qλ λ= > ，使得 
1, ,n n

Q Q
k kC CB k B Qkλ λ −= ∂ =

 
 

其中 8 7Q n= + 。 
回顾余面积公式，设 ( )1 Nf L∈  ， ( )Lip Ng∈  ，则 

 ( ) ( )
( ){ } 1d d d ,N Ng

f x
f x x H

g xρ
ρ

+∞

−−∞ =
=

∇∫ ∫ ∫


 (3.2) 

其中 1d NH − 表示 N
 中的 1N − 维 Hausdorff 测度，且 a.e. ρ 在{ }g ρ= 上有 0g∇ ≠ 。则对 ( )1 8 7nLϕ +∀ ∈  ，

由(3.2)可得 

 
0

d d d d .
k

k

B B
H

dρ

ϕϕ ρ
∂

=
∇∫ ∫ ∫a s  (3.3) 

特别地， 

 
0

d d , d .n n
k

k
k kCH CHB B

B H B H
d dρ

ρ
∂ ∂

Ψ Ψ
= ∂ =

∇ ∇∫ ∫ ∫  (3.4) 

类似 Garofalo 与 Lanconelli [2]在 Heisenberg 群引入的次 p-Laplace 方程的频率函数定义，我们给出

Cayley Heisenberg 群上次 p-Laplace 方程的频率函数的定义。 
定义 3.2 设 nCΩ⊂  为一个开集， ( )1, 1 ,p

ku HW C B∈ ∩ Ω ⊂Ω，定义能量积分为 

 ( ) 2 d ,
k

p p

p B

u
H k H

d∂
= Ψ

∇∫  (3.5) 

其中Ψ如(3.1)所定义，且次 p-Dirichlet 积分为 

 ( ) d d ,
k

p
p B

D k u= ∫ a sX  (3.6) 

则频率函数定义为 

( ) ( )
( ) ( )

1

, 0.
p

p
p p

p

k D k
N k H k

H k

−

= ≠  
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为了在频率函数 ( )pN k 局部有界的假设下建立能量积分 ( )pH k 的二重性，进而得到次 p-Laplace 方

程解的唯一延拓性，我们给出以下命题和引理。 

命题 3.1 等式
( )

2
2

2 ,
d

d
=

a
a s

X 成立，其中X、 d 分别如(2.2)、(2.8)所定义。 

证明 经计算，对 1,2, ,r n= 
，有 

( )
( )

7 723
0 0

1 10

23
1 1 0 1 3 2 2 3 5 4 4 5 7 6 6 7

23
2 2 3 1 0 2 1 3 6 4 7 5 4 6 5 7

23
3 3 2 1 1 2 0 3 7

2 ,

,

,

r rj r rj j
j jr j

r r r r r r r r r

r r r r r r r r r

r r r r r r

X d d x d d x x s
x s

X d d x x s x s x s x s x s x s x s

X d d x x s x s x s x s x s x s x s

X d d x x s x s x s x

−

= =

−

−

−

 ∂ ∂
= − = − ∂ ∂  

= + + − + − − +

= − + + + + − −

= + − + +

∑ ∑a

a

a

a( )
( )
( )
( )

4 6 5 5 6 4 7

23
4 4 5 1 6 2 7 3 0 4 1 5 2 6 3 7

23
5 5 4 1 7 2 6 3 1 4 0 5 3 6 2 7

23
6 6 7 1 4 2 5 3 2 4 3 5 0 6 1 7

23
7

,

,

,

,

r r r

r r r r r r r r r

r r r r r r r r r

r r r r r r r r r

r

s x s x s x s

X d d x x s x s x s x s x s x s x s

X d d x x s x s x s x s x s x s x s

X d d x x s x s x s x s x s x s x s

X d d x

−

−

−

−

− + −

= − − − + + + +

= + − + − + − +

= + + − − + + −

=

a

a

a

a( )7 6 1 5 2 4 3 3 4 2 5 1 6 0 7 ,r r r r r r r rx s x s x s x s x s x s x s− + + − − + +

 

简记 ( ) ( )0 1 2 3 4 5 6 7, , , , , , , 1,2, ,,r r r r r r r r rD X d X d X d X d X d X d X d X d r n= = 


，于是有 

 
( )

( ) ( )

0 1 2 3 4 5 6 7

23
0 1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7

, , , , , , ,

1, , , , , , , , , , , , , .
2

r r r r r r r r r

r r r r r r r r r

D X d X d X d X d X d X d X d X d

d x x x x x x x x R s s s s s s s−

=

 +  
= a



 
 (3.7) 

其中 ( )1,2, ,rR r n=  如(2.3)所定义。现在应用(2.6)，得 

( )

( ) ( )

( ) ( )

7 22

1 0 1

26
0 1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7

1

2
0 1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7

74 26 2
1

1 0

1, , , , , , , , , , , , ,
2

1, , , , , , , , , , , , ,
2

1 ,
2

n n

rm r r
r m r

n

r r r r r r r r r
r

r r r r r r r r r

n

rm
r m

d X d D D

d x x x x x x x x s s s s s s s R

x x x x x x x x R s s s s s s s

d x s

= = =

−

=

−

= =

= =

 + ⋅  
 ⋅ + 

=

=



+

∑∑ ∑

∑

∑∑

a

a

a a

X 



 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7
1

2
0 1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7

1

1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7
1

746 2

0

, , , , , , , , , , , ,

1 , , , , , , , , , , , , ,
2
1 , , , , , , , , , , , ,
4

n

r r r r r r r r r
r

n

r r r r r r r r r
r

n

r r
r

rm
m

s s s s s s R x x x x x x x x

x x x x x x x x R s s s s s s s

s s s s s s s R R s s s s s s s

d x

=

=

=

−

=

⋅


+

+ 

⋅

=

⋅

⋅

⋅

∑

∑

∑

a

a







( )

7 7 72 2 22 6 2 2

1 1 1 0 1

227 72 26 2 2 6 4
2

1 0 1
.

,

n n

j rm j
r j r m j

n

rm j
r m j

s d x s

d x s d d
d

−

= = = = =

− −

= = =

   
+   

   
 

= =

+ +

  + = 
 


 

∑∑ ∑ ∑∑ ∑

∑∑ ∑

a a a

a
a a

a s

 

其中 
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( ) ( )

( ) ( )

1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7
1

0 1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7
1

, , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , , , 0.

n

r r r r r r r r r
r

n

r r r r r r r r r
r

s s s s s s s R x x x x x x x x

x x x x x x x x R s s s s s s s

=

=

⋅

=

⋅

⋅ ⋅ =

∑

∑




 (3.8) 

命题得证。 

命题 3.2 等式
1

L
Qd

d
−

∆ = Ψ成立，其中 8 14Q n= + ， ,L d∆ 分别如(2.7)、(2.8)所定义。 

证明 由(2.7)与(2.8)，有 

 

( )
( )

2 2 27 7

02
1 0 1 1 0

2 2 27 7
2

2
1 , , 1 0 1

4

4 4 , ,

n n

L r rj
r m r j rj j r jrm

n n

ri rm
r i m j r m jrm j rj m j

d x x
x s x sx

x x d
x s x s s

= = = =

= = = =

  ∂ ∂ ∂
∆ = + −   ∂ ∂ ∂ ∂∂  

 ∂ ∂ ∂
+ − +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

∑∑ ∑∑

∑ ∑ ∑∑∑ a s

 (3.9) 

其中 ( ), ,i m j ∈Λ。对 1,2, ,7j =  ，有 ( ) ( )31, ,
2 j

j

d s d
s

−∂
=

∂
a s a s ，于是对 ( )1,2, , ; , ,r n i m j= ∈Λ ，有 

 ( ) ( ) ( )
2

23 71 3, , , ,
2 2j j rj

rj j rj

d s d s x d
x s x

− −∂ ∂
= = −

∂ ∂ ∂
a s a s a a s  (3.10) 

 ( ) ( )
2

2 7
0

0

3, , ,
2 j r

r j

d s x d
x s

−∂
= −

∂ ∂
a s a a s  (3.11) 

 ( ) ( )
2

2 73, , ,
2ri ri j rm

rm j

x d x s x d
x s

−∂
= −

∂ ∂
a s a a s  (3.12) 

 ( ) ( )
2

2 73, , .
2ri ri m rj

rj m

x d x s x d
x s

−∂
= −

∂ ∂
a s a a s  (3.13) 

结合(3.10)与(3.11)，我们有 

 ( )
2 27

0
1 1 0

, 0.
n

r rj
r j rj j r j

x x d
x s x s= =

  ∂ ∂
− =   ∂ ∂ ∂ ∂   

∑∑ a s  (3.14) 

由(3.12)与(3.13)可得 

 
( )

( )
2 2

1 , ,
, 0.

n

ri
r i m j rm j rj m

x d
x s x s=

  ∂ ∂
− =   ∂ ∂ ∂ ∂   

∑ ∑ a s  (3.15) 

直接计算得到 

 
( ) ( )

27 7 2 43 2 7 2
2

1 0 1 0

72 2 43 3 7 2

1 0

, 2 3

8 2 3 ,

n n

rm rm
r m r mrm

n

rm
r m

d d x d x
x

n d d d x

− −

= = = =

− − −

= =

 


 ∂
= + 

− ∂ 

⋅ + −



=

∑∑ ∑∑

∑∑

a s a a

a a a
 (3.16) 

 
( ) ( )

27 7 7 7
2 2 3 7 2

2
1 0 1 1 0 1

72 23 7 2

1 0

4 , 2 3

14 3 .

n n

rm rm j
r m j r m jj

n

rm
r m

x d x d d s
s

d d x

− −

= = = = = =

− −

= =

 ∂
= − 

∂  

⋅ −=

∑∑∑ ∑∑∑

∑∑

a s

a s

 (3.17) 
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将(3.16)与(3.17)相加，得 

 

( )

( ) ( )
( )
( )

2 27 7 7
2

2 2
0 1 0 11

72 2 4 23 3 7 2

1 0
2 2 23 3 7 4

2 2 23 3 3

2

2

4 ,

8 14 2 3

8 14 2 3

8 14 2 3

8 14 1 1 .

n n

rm
m r m jr rm j

n

rm
r m

x d
x s

n d d d x

n d d d d

n d d d

n Q
d dd

= = = ==

− − −

= =

− − −

− − −

 ∂ ∂
+ 

∂ ∂

=

 

+ + − +

+ + −

= + + −

+ −
= = Ψ

=

−

∑ ∑∑∑∑

∑∑

a s

a a a s

a a a

a a a

a

 (3.18) 

最后，将(3.14)、(3.15)以及(3.18)代入(3.9)，即得结论。 
引理 3.1 在 \nC e 上，有 

 
7

1 0
, 0,

n

rm rm
r m

d X dX
= =

Ψ = Ψ =∑∑X X  (3.19) 

其中 , ,d ΨX 如(2.2)，(2.8)，(3.1)所定义。 
证明 由(3.1)，对 1,2, , ; 0,1, ,7r n m= = 

，有 

 2 26 62 , .rm j
rm j

d x d s
x s

− −∂ ∂
Ψ = Ψ = −

∂ ∂
s a  (3.20) 

于是，有 

 

( )

( )

72 26
0 0

1

2 26
1 1 0 1 3 2 2 3 5 4 4 5 7 6 6 7

2 26
2 2 3 1 0 2 1 3 6 4 7 5 4 6 5 7

2 26
3 3 2 1 1 2 0 3 7 4

2 ,

2 ,

2 ,

2

r r rj j
j

r r r r r r r r r

r r r r r r r r r

r r r r r r

X d x x s

X d x x s x s x s x s x s x s x s

X d x x s x s x s x s x s x s x s

X d x x s x s x s x s

−

=

−

−

−

 
Ψ = + 

 

 Ψ = − + − + − − + 

Ψ = + − − − − + +

Ψ = − −



+



+




∑s a

s a

s a

s a ( )

( )

( )

6 5 5 6 4 7

2 26
4 4 5 1 6 2 7 3 0 4 1 5 2 6 3 7

2 26
5 5 4 1 7 2 6 3 1 4 0 5 3 6 2 7

2 26
6 6 7 1 4 2 5 3 2 4 3 5 0

,

2 ,

2 ,

2

r r r

r r r r r r r r r

r r r r r r r r r

r r r r r r r r

x s x s x s

X d x x s x s x s x s x s x s x s

X d x x s x s x s x s x s x s x s

X d x x s x s x s x s x s x s

−

−

−

− + −

Ψ = + + + − − − −

Ψ = − − + − + − +

Ψ = −

 
 

 
 

+

 


− − + +



s a

s a

s a ( )

( )

6 1 7

2 26
7 7 6 1 5 2 4 3 3 4 2 5 1 6 0 7

,

2 .

r

r r r r r r r r r

x s

X d x x s x s x s x s x s x s x s−

−

Ψ = + − − + + −

 


−



 
 s a

 

简记 ( ) ( )0 1 2 3 4 5 6 7, , , , , , , 1,2, , ,r r r r r r r r rD X X X X X X X X r n′ = Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ = 


，则有 

 
( )

( ) ( )

0 1 2 3 4 5 6 7

2 26
0 1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7

, , , , , , ,

12 , , , , , , , , , , , , , .
2

r r r r r r r r r

r r r r r r r r r

D X X X X X X X X

d x x x x x x x x R s s s s s s s−

′ = Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ

 −=   
s a



 
 (3.21) 

结合(3.7)、(3.21)、(2.6)以及(3.8)，得 
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( ) ( )

( ) ( )

7

0 11

23
0 1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7

1

2 26
0 1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7

72 29 2

1 0

1, , , , , , , , , , , , ,
2
12 , , , , , , , , , , , , ,
2

2

n n

rm rm r r
m rr
n

r r r r r r r r r
r

r r r r r r r r r

n

rm
r m

X dX D D

d x x x x x x x x s s s s s s s R

d x x x x x x x x R s s s s s s s

d x

= ==

−

=

−

−

= =

′ ′Ψ =

 = +  
 ⋅ −

=



∑ ∑∑

∑

∑

a

s a

a s





 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2
1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7

1

4
0 1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7

1

2
1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7

1

1 , , , , , , , , , , , , ,
2

1 , , , , , , , , , , , , ,
2
1 , , , , , , , , , , , ,
4

2

n

r r r r r r r r r
r

n

r r r r r r r r r
r

n

r r
r

s s s s s s s R x x x x x x x x

x x x x x x x x R s s s s s s s

s s s s s s s R R s s s s s s s

d

=

=

=

 + ⋅ ⋅

− ⋅ ⋅

− 


=

⋅

∑ ∑

∑

∑

s

a

a







4 2 4 29 0,− −  =
 
 a s a s

 

结论得证。 
此时，(3.1)可改写为 

 2 .dΨ = X  (3.22) 

下面，我们给出 ( )pH k 与 ( )pD k 的一些性质。 
引理 3.2 设 u 是定义在 KB 上的(1.1)的弱解，即 u 满足(1.3)或(1.4)，则对 ( )0,k K∀ ∈ ，有 

 ( ) 2 ,
d , 1 .

k

p
p B

u d
D k u u H p

d
−

∂
= ∀ < < ∞

∇∫
X X

X  (3.23) 

证明 当 2p = 时，由散度定理[17]易得(3.23)。对1 p< < ∞且 2p ≠ 情形，注意到 ( )2
Ku C B∉ ，这时需

要用到一种近似方法[18]。设 ( )0,1ε ∈ ， M 为满足 kB M⊂ ⊂Ω的有界开集，类似[16]中的做法，构造函

数序列 ( ){ } ( )# 1,| 0,1 pu HW Mε ε ∈ ⊂ ，使得这些 #uε 的极小化变分积分 ( )I vε 对所有容许函数 ( )uv A M∈ 均有 

效，其中 ( ) ( ) ( ){ }1, 1,
0|p p

uA M v HW M v u HW M= ∈ − ∈ ， ( ) ( )2 2 d d
p

M
I v vε ε= +∫ a sX 。 

我们知道，极小化函数 #uε 是唯一的，从而 #uε 满足 

 ( )
2

7 2 2# #

1 0
0.

p
n

rm rm
r m

X u X uε εε
−

= =

 
 + =
  

∑∑ X  (3.24) 

考虑向量场 ( )
2

2 2# #
p

F u uε ε εε
−

= + X X ，有 

 

( )
( ) ( )

( ) ( )

( )

2
2 22# #

2 2
72 22 2# # # # # #

1 0

2 2# 72 22 2# # # #

1 0

2
2 2#

d d

d div d d

,
d d d

k

k k

k k

k

p

B

p p
n

rm
rmB B

r m

p p
n

rm rmB B
r m

p

B

u u

X du X u u H u u u
d

u d
u u H X u X u

d

u

ε ε

ε ε ε ε ε ε

ε
ε ε ε ε

ε

ε

ε ε

ε ε

ε

−

− −

∂
= =

− −

∂
= =

−

∂

+

= + ⋅ − + ⋅
∇

  
  = + ⋅ ⋅ − +
 ∇    

= + ⋅

∫

∑∑∫ ∫

∑∑∫ ∫

∫

a s

a s

a s

X X

X X X

X X
X X

X

#
#

,
d ,

u d
u H

d
ε

ε ⋅ ∇

X X

 (3.25) 
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其中应用了散度定理[17]和(3.24)。 
注意到， ( ), , 0N N p Q M∃ = > ，使得 

 ( ) ( )#
,max , ,M u Nε∈ ≤a s a sX  (3.26) 

且对每一个 ( ), M∈a s 以及上述 #,N uεX 具有指数为 ( )( ), 0p Qβ β β= > 的 Hölder 连续性，即对 

( ) ( ), , , M∈a s b t ，有 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )# #, , , , , .u u N d
β

ε ε  − ≤  a s b t a s b tX X  (3.27) 

于是由(3.26)和 Poincaré 不等式，得
( )1,

#
pHW M

u Cε ≤ 。注意，这里的正常数C 与 ε 无关(见[19])。由 ( )1, pHW M
的弱紧性知，存在{ }#uε 的一个子列，不妨仍记为{ }#uε ，存在 ( )uA Mµ∈ ，使得当 0ε → 时， 

( )( )# 1, pu HW Mε µ 。因为 #uε 是 ( )I vε 的极小值点，故对 ( )uA Mτ∀ ∈ ，有 

( ) ( )#

0 0
limd d lim inf d d .p p

M M
I I uε ε εε ε

τ τ µ
→ →

= ≥ =∫ ∫a s a sX X  

即 µ 是 ( )uA M 中使得 d dp

M
v∫ a sX 最小的函数，因此 uµ = 。 

我们注意到，(3.26)和(3.27)表明{ }#uεX 是一致有界且等度连续的。下面，我们将说明{ }#uε 是一致有界

且等度连续的。应用次 p-Laplace 方程的最大值原理[20]，并且 ( )# 1,
0

pu u HW Mε − ∈ ，由此可得{ }#uε 是一致

有界的。此外，根据(3.26)和 Morry 引理[21]可得{ }#uε 是等度连续的。此时，我们应用 Ascoli-Arzela 定理

知，存在{ }#uε 的一个子列和{ }#uεX 的一个子列，这里我们仍旧记为{ }#uε 和{ }#uεX ，使得 

( )# #, 0 .u u u uε ε ε→ → →X X  

现在，在等式(3.25)两端令 0ε → 即得(3.23)，结论得证。 
注 3.1 虽然 Cayley Heisenberg 群 nC 本身是非交换、非椭圆的幂零李群，但我们在证明中是通过局

部化和嵌入欧氏空间的方式，将问题转化为在开集 M ⊂Ω上定义的变分问题，并且水平 Sobolev 空间

( )1, pHW M 具有良好的弱紧性与正则性，因此我们所取的函数序列 ( ){ } ( )# 1,| 0,1 pu HW Mε ε ∈ ⊂ 适用于散度

定理、Poincaré 不等式和 Ascoli-Arzelà 定理等工具。 
引理 3.3 设u 是定义在 KB 上的方程(1.1)的弱解，即 u 满足(1.3)或(1.4)，则 ( )0 0k k Q∃ = ，使得

0
0

kBu ≡ ；

或者对每个 ( )00,k k∈ ，都有 ( ) 0pH k ≠ 成立。 
证明 假设对某个 0k K≤ ，有 ( )0 0pH k = ，则

0
0

kBu
∂

= ，于是由(3.23)知， ( )0 0pD k = ，即
0

0
kBu =X 。

因此，
0

0
kBu ≡ 。 

引理 3.4 设 ( )1
Ku C B∈ ，对 ( )0,k K∀ ∈ ，有 

 ( ) ( )
12 2

,1 d ,
k

p
p

p p B

u dQH k H k p u u H
k d

−−

∂

−′ = + Ψ
∇∫

X X
 (3.28) 

且 

 ( ) ( )
1

1 21 1 d ,
k

p
p

p p B

QH k H k p u u H
k d

−
−

∂

−′ ≤ + Ψ
∇∫ X  (3.29) 

其中 8 14Q n= + 。 
证明 由Ψ的等价定义式(3.22)、 ( )pH k 的定义式(3.5)、(3.19)以及散度定理[17]，得 
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( )
1 122 2 2

1 1
2 2

1 1 222 2 2

1 22

,
d d d

, d div d d

, 1 , d d
2

d d ,

B B Bk k k

B kk

k

k

p pp p p
p

p

p p
p p

B

p p p
p p p

LB

p
p p

LB

u u d d
H k H d H u H

d d d

u C d H C d u

pu d p u u u d u d

u d p u u u

− −

∂ ∂ ∂

− −

∂

− − −−

− −

= Ψ = Ψ Ψ
∇ ∇ ∇

 
′ ′= Ψ Ψ

=

=

=

=


 

  Ψ ∆ + Ψ + − Ψ Ψ  
  

Ψ ∆ +

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫

∫

n a s

a s

a s

X X
X

X X

X X X X

X X

 

1
2 d d ,

k

p

B
d

−
Ψ∫ a s

 (3.30) 

其中 n为 kB∂ 的单位外法向量。进一步地，由命题 3.2，(3.30)可以重写为 

( )

( )

1 122 2

122 2

1 d d , d d

11 d d , d d

k k

k k

p p
p p

p B B

p p
p p

B B

QH k u p u u u d
d

Q u p u u u d
d

− −−

−−

−
= Ψ Ψ + Ψ

− Ψ Ψ= +

∫ ∫

∫ ∫

a s a s

a s a s

X X

X X

 

于是，有 

( ) ( )

( )

122 2

2
1

2 2
0 0

2
1

2 2

d 1 d1 d d , d
d d

,d 1 d1 d d d d
d d

,1 d d ,

k k

k k

k k

p p
p p

p B B

p pp p
k k

B B

p pp p

B B

H k Q u p u u u d d
k d k

u u u u d
Q H p H

k d d k d

u u u u dQ H p H
k d d

ρ ρ

−−

−
−

∂ ∂

−
−

∂ ∂

′ = − Ψ + Ψ

− Ψ + Ψ
∇ ∇

−
Ψ + Ψ

=

=
∇ ∇

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

a s a sX X

X X

X X

 

由 ( )pH k 的定义式(3.5)即得(3.28)。此外，由Ψ的等价定义式(3.22)和 Cauchy-Schwarz 不等式，容易得到 

( ) ( )

( )

( )

2
1

2

11 2

1
1 2

,1 d

1 1 d

1 1 d .

k

k

k

p p

p p B

p
p

p B

p
p

p B

u u u dQH k H k p H
k d

Q H k p u u d H
k d

Q H k p u u H
k d

−
−

∂

−−

∂

−
−

∂

−′ = + Ψ
∇

−
≤ + Ψ

∇

−
+ Ψ

∇
=

∫

∫

∫

X X

X X

X

 

综上，结论得证。 

4. 主要结果的证明 

下面给出本文主要结果的证明。 
定理 1.1 的证明 任取 ( ]2 0 0,k k K∈ ，当 ( )pH k 关于 k 为减函数时，立即得到(1.2)。此时我们考虑 ( )pH k

关于 k 为非递减的情形，又由于 ( )pH k 的连续性，可以知道， ( ]1 0 2,k k k∃ ∈ ，使得对 [ ]1 2,k kκ∀ ∈ ，有 

 ( ) ( )2 .p pH H kκ ≤  (4.1) 

对不等式(3.28)两边在 [ ]1 2,k k 上关于 k 同时积分，得 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2

1 1

1
1 2

2 2 : ,11 d d d
k

p
k k pp

p p k k B
I I

H k
H k H k Q k p u u H k

k d
I

−
−

∂

 
− ≤ − + Ψ  ∇ 

= +∫ ∫ ∫ X  (4.2) 
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其中 ,I II 如上式所定义。现在我们对 I 进行估计，由(4.1)，立即得到 

 ( ) ( ) 2
2

1

1 ln .p
kI Q H k
k

≤ −  (4.3) 

接下来我们估计 II，由Ψ的定义式(3.1)、Young 不等式和(3.3)，得 

( )

( ) ( )

2

1

2 2

1 1

2 2

12

2

1 1 1
1 2

1 2

1
2 0

1
2

1 d d

1d d , d d

1d d , d

d d

k

B Bk k

k

k

p p p
k pp p
k B

p pp
k kp
k k

p
k kp

pB k

pp
B

II p k u k u H k
d

u u
k H k C p H k

d k d

u
k H k C p H k k

d k

k u

ε ε

ε ε

ε

− − −− −

∂

−

∂ ∂

−

∂

−

   
 = Ψ     ∇   

   
   ≤ + Ψ
   ∇ ∇   
 
 ≤ +
 ∇ 

=

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

a s

X

X

X

X ( ) ( ) 2
2

1

, ln .p
kC p H k
k

ε+∫

 

由(3.6)，即得 

 ( ) ( ) ( )1 2
2 2

1

, ln .P
p p

kII k D k C p H k
k

ε ε−≤ +  (4.4) 

于是将(4.3)，(4.4)代入(4.2)，得 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )12 2
2 1 2 2 2

1 1

1 ln , ln .P
p p p p p

k kH k H k Q H k k D k C p H k
k k

ε ε−− ≤ − + +  (4.5) 

根据假设，对这样取定的 2k ，有 ( )2 0pH k ≠ 且 ( ) [ ] ( )
1 22 ,maxp pk k kH k H k∈= 。此时，我们固定 ε ，对不等式

(4.5)两边同时除以 ( )2pH k ，得 

 
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )2 1 2
2

2 1

1 , ln .p p
p

p

H k H k kQ C p N k
H k k

ε ε
−

≤ − + +    (4.6) 

我们继续估计(4.6)的右端项。由于 ( )
( )0 0,p L k K

N k ∞ < ∞，即存在足够大的正常数m，使得 ( )
( )0 0,p L k K

N k ∞ ≤ m，

不妨设
1

4
ε =

m
。我们可以取到足够接近 k 的 ( ]*

2,k k k∈ ，使得对 *
1 2,k k k ∀ ∈ ，有 

 ( ) ( ) 2

1

11 , ln
4

kQ C p
k

ε− + ≤   ， (4.7) 

且有 

 ( ) ( )
( )0 0

2 ,

1
4p p L k K

N k N kε ε ∞≤ ≤ ， (4.8) 

代入(4.7)和(4.8)至(4.6)，即得(1.2)。结论得证。 
定理 1.2 的证明 设 ( )1, pu HW∈ Ω 为方程(1.1)的非平凡解，并且有

1
0

kBu = ，
2

0
kBu ≡/ ，其中

1kB 、
2kB

为满足
1 2k kB B⊂ ⊂Ω的开球。对于 0ω > ，定义 

{ }* sup 0 : 0 ,Bu
ω

ω ω
∂

= > ≡  

故 [ )*
1 2,k kω ∈ 。根据引理 3.3，对 ( *

2,kω ∀ ∈ A ，我们有 ( ) 0pH ≠A 。根据 ( )pH k 的定义式，此时有

( ) 0pH >A ，故由定理 1.1 知， (* *
2,k kω ∃ ∈ ，使得对 ( * *,k kω ∀ ∈ ，有 

https://doi.org/10.12677/pm.2026.168187


刘慧萍，廖冬妮 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2026.168187 145 理论数学 
 

( ) ( )* 2 .p pH k H k≤  

显然，这是矛盾的。事实上，当 *k ω→ 时， ( ) 0pH k → 。结论得证。 

5. 总结与展望 

本文通过引入 nC 群上的 Almgren 频率函数，并证明了该频率函数的二重性，进而得到了次椭圆 p-
Laplace 方程的解的唯一延拓性。我们将 n 群上次 p-Laplace 方程的解的唯一延拓性结果推广至更为复杂

的 nC 群。但对于更一般的群——Carnot 群，本文并未展开讨论，我们期望在后续的工作中完成。 
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