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摘  要 

实际微生物培养体系普遍存在搅拌不充分现象，且原生动物的捕食行为会促进细菌聚集形成絮凝体。基

于该生物背景，本文建立非搅拌恒化器内一类四组分反应扩散食物链模型，模型包含营养物、孤立细菌、

细菌絮凝体、原生动物四类变量，并引入Holling III型功能反应与饱和絮凝函数，刻画粘合强度对细菌絮

凝过程的调控作用。运用主特征值方法推导出两个临界扩散系数作为种群入侵阈值，结合抛物型偏微分

方程比较原理与一致持久性理论，分段讨论扩散系数对系统长期动力学的影响：扩散系数较大时平凡解

全局渐近稳定，所有微生物趋于灭绝；扩散系数处于两阈值中间时半平凡解全局渐近稳定，仅孤立细菌

能够存续；扩散系数足够小时系统满足一致持久性，四种种群可长期共存。最后通过数值模拟验证全部

理论结论，同时分析粘合强度、输入营养浓度如何改变种群稳态、周期振荡特征与群落结构，相关结果

可为微生物絮凝共存动力学研究提供理论参考。 
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Abstract 
In practical microbial culture systems, mixing is often incomplete, and predation by protozoa can 
promote the aggregation of bacteria into flocs. Against this biological background, this paper con-
structs a four-component reaction-diffusion food chain model in an unstirred chemostat, which co-
vers four variables: nutrients, isolated bacteria, bacterial flocs and protozoa. A Holling III functional 
response and a saturated flocculation function are incorporated to characterize how adhesion 
strength regulates bacterial flocculation. Two critical diffusion coefficients are derived as invasion 
thresholds by the principal eigenvalue method. Combined with the comparison principle of para-
bolic partial differential equations and uniform persistence theory, we analyze the long-term dy-
namics of the system under different diffusion ranges. When the diffusion coefficient is sufficiently 
large, the trivial steady state is globally asymptotically stable, and all microorganisms become ex-
tinct. If the diffusion coefficient falls between the two thresholds, the semi-trivial steady state is 
globally asymptotically stable, and only isolated bacteria can survive. When the diffusion coefficient 
is small enough, the system is uniformly persistent, allowing the long-term coexistence of all four 
populations. Numerical simulations are carried out to verify all theoretical results, and we further 
explore how adhesion strength and influent nutrient concentration alter population steady states, 
periodic oscillations and community structures. The findings offer theoretical references for stud-
ying the coexistence dynamics of flocculating microorganisms. 
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1. 引言 

恒化器是研究微生物连续培养和种群动力学的经典数学框架[1]。它对于研究微生物共存中起到了重

要的作用。 
恒化器通过以恒定流量输入新鲜营养液、同时以相同流量排出培养液，维持了一个开放、持续且可

控的培养环境，被广泛用于研究物种竞争、捕食–猎物关系和食物链动力学。然而，经典恒化器模型假

设培养液被充分搅拌。但是在实际系统中，混合往往不完全，为此研究者引入了非搅拌恒化器模型，用

反应扩散方程来描述系统的动力学行为[2]。扩散系数 d 是这类模型的核心参数：当 d 很大时，空间趋于

均匀；当 d 很小时，物质倾向于在局部富集，形成显著的空间异质性。Nie、Shi 和 Wu [3]系统研究了扩

散对捕食者–猎物恒化器模型动力学的影响，发现扩散系数的大小决定了物种共存与灭绝的关键转变：

当扩散较小时，物种可以在空间上实现共存；随着扩散增大，捕食者相继灭绝，最终仅剩猎物或所有物

种消亡。这一结论揭示了空间异质性和有限扩散对维持生物多样性的重要作用。 
在充分搅拌的理想情形下，Fekih-Salem、Rapaport 和 Sari [4]证明了带有絮凝的恒化器模型在一般功

能反应函数类下可以产生多重稳态、双稳态和极限环等丰富的动力学行为。Rapaport 等[5]专门讨论了恒

化器中絮凝的建模原则和参数选择依据，为后续研究提供了方法论参考。Shi 和 Yang [6]在非搅拌恒化器

中建立了带有絮凝的食物链系统，重点分析了扩散系数对物种共存与灭绝的影响。 
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在捕食建模中，功能反应是最核心的要素之一，它描述捕食率与猎物密度之间的关系，由加拿大生

态学家 Holling [7]于 1959 年系统分类。其中 Holling Ⅱ型在低猎物密度时捕食率以正斜率线性响应，是微

生物学中使用最广泛的模型。Holling Ⅲ型则具有 S 形曲线特征，在低猎物密度时捕食效率极低，更能反

映捕食者具有学习行为或猎物存在隐蔽场所等真实生态情景，当捕食功能反应为 III 型时，系统的动力学

行为往往比 II 型更为丰富。因此，在食物链模型中引入 III 型功能反应，有助于更全面地理解絮凝与捕食

耦合下微生物群落的稳定与振荡机制。 
在分析方法上，稳态解的稳定性研究依赖于特征值理论和分支分析工具[2] [8]。种群动力系统的数学

理论也已形成完整的体系[9]。在分支理论方面，Shi 和 Wang [10]建立了椭圆系统全局分支的一般框架，

Crandall 和 Rabinowitz [11]给出了处理局部分支和线性化稳定性的经典方法。数值求解中，有限差分法和

有限元法是求解反应扩散方程的主要手段[12]。 
综合来看，现有种群动力学研究多单独讨论扩散、絮凝或功能反应单一因素，尚未统一融合原生动

物促进絮凝、Holling III 型捕食响应与密度依赖拥挤效应，综合分析四元食物链系统的全局稳定性与一致

持久性，相关理论仍存在空白。基于以上研究现状，本文构建包含营养物、孤立细菌、细菌絮凝体、原生

动物四类变量的非搅拌恒化器反应扩散食物链模型，采用饱和型絮凝函数描述粘合强度驱动的絮凝过程，

引入 Holling III 型函数刻画原生动物捕食行为，包含四个变量：营养物浓度 ( ),S x t 、孤立细菌密度 ( ),U x t 、

细菌絮凝体密度 ( ),V x t 和原生动物密度 ( ),W x t  
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方程组(1.1)中各方程的生物学意义为：第一个方程描述营养浓度随时间的变化，包括扩散项、被孤立细

菌消耗项和被絮凝体消耗项；第二个方程描述的是孤立细菌的变化，包括扩散项、从摄取营养获得的生

长项、因絮凝粘合而减少的项、絮凝体散开而增加的项以及被原生动物捕食的损失项；第三个方程描述

絮凝体的变化，包括扩散项、自身生长项、由孤立细菌粘合形成项和散开减少项；第四个方程描述的是

原生动物的变化，包括扩散项、捕食孤立细菌获得的增长项和自然死亡项。 
边界条件为： 
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初始条件为： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0,0 , ,0 , ,0 , ,0S x S x U x U x V x V x W x W x= = = =  (1.3) 

其中， 1F 是孤立细菌对营养的摄取函数， 2F 是絮凝体对营养的摄取函数， 1 2,F F 前一半都是经典的 Monod

形式，后一半都是密度依赖的拥挤效应，具体形式分别为 ( ) 1
1

1 1

, , lSF S U V
k S l U aV

=
+ + +

， 

( ) 2
2

2 2

, , lSF S U V
k S l V bU

=
+ + +

。参数 a 和 b 分别表示絮凝体对孤立细菌以及孤立细菌对絮凝体的干扰系
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数，其中 1l 和 2l 为半抑制密度常数。 ( )H U 是原生动物对孤立细菌的捕食函数，取为 Holling III 型，具体

表达式为 ( )
2

2
3

UH U
U k
σ

=
+

，该函数在U 较小时近似为零，原生动物捕食不到细菌。 ( )G W 是絮凝促进函

数，取为非线性的饱和形式,具体表达式为 ( )
1

WG W
W

δ
=

+
，之所以取这个函数，是因为它是拥有线性起始 

和有界饱和两种最基本生物学性质的最简有理分式。相比于分段函数或指数函数，它光滑、可导、参数

少，且能无缝对接经典的生态学与生物化学理论框架，便于进行严谨的定性分析和数值模拟。其中 0δ >

为粘合强度。 ( )G W 满足 ( )0 0G = ， ( )0 0G δ′ = > ，且当W 充分大时趋于饱和值δ 。 ( )0W x ， ( )0S x ， ( )0U x ，

( )0V x 均为在 [ ]0,1 上非负的连续函数。为体现絮凝是在原生动物促进下逐步发生的过程，本文在数值模

拟中设定 ( )0 0V x ≡ 。 
对于(1.1)统一系数使得线性算子部分完全解耦，在利用极值原理、构造上下解或求特征值时，可以

直接提取公因子，这可能大幅简化了常数稳态解的局部稳定性判别。在三维空间中，Sobolev 嵌入紧性较

差，而一维空间的假设，Sobolev 嵌入为紧嵌入，这为证明系统解的整体存在性和全局吸引子提供了极大

的便利。在这种高度对称的框架下，空间齐次稳态解(常数解)往往会占据极大的吸引域。因此，这些条件

给予证明全局渐近稳定性很多便利性。 
本文结构如下：在第 2 节中，给出了特征值和扩散系数以及稳定性的关系。在第 3 节中，对平凡以

及非平凡解进行了定性讨论。在第 4 节中，通过数值模拟探究不同参数对上述系统动力学行为的影响，

以此验证理论的正确性。 

2. 扩散系数的确定 

2.1. 稳态系统与非负解 

考虑系统(1.1)对应的稳态系统： 
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对应的边界条件为： 
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注意到当 ( ) 0U x ≡ 时，由方程组的结构可推 ( ) 0V x ≡ 且 ( ) 0W x ≡ 。因此，系统始终存在一个所有生

物种群均灭绝的平凡稳态解，记作 ( ) ( )( ), , , ,0,0,0S U V W z x= ，其中 ( )z x 满足 0xxdz = ， 0 1x< < ；

( ) 00xz S= − ， ( ) ( )1 1 0xz zγ+ = 。求解这个方程，就可以得到平凡解： 

 ( ) [ ]0 1 , 0,1z x S x xγ
γ

 +
= − ∈ 

 
 (2.3) 

( )z x 表示没有任何生物消耗时，营养在恒化器中沿空间方向呈现线性分布的浓度剖面。该平凡解的存在
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性与扩散系数 d 无关，对一切 0d > 成立。该解的具体形式依赖于一个关键的扩散系数阈值，需要通过特

征值分析来确定。 

2.2. 特征值问题与主特征值 

考虑如下特征值问题： 

 ( ) ( ) ( ) ( ), 0 1; 0 1 1 0xx x xd m x xψ ψ λψ ψ ψ γψ+ = < < = + =  (2.4) 

其中 0d > 为扩散系数， ( ) [ ]0,1m x C∈ 。根据特征值理论[2]，问题(2.4)存在一个主特征值，记为 ( )( )1 ,d m xλ ，

并且 

 ( )( )
( )

( ) ( ) ( )
( )1

1 12 2 2
0 0

1 1 20,1 , 0
0

1 d d
, sup

d

x

H

d d x m x x x
d m x

x xψ ψ
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ψ∈ ≡/

− − +
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∫
.  (2.5) 

关于主特征值 ( )( )1 ,d m xλ ，文献[12]给出了以下三个基本性质。 
性质 1： ( )( )1 ,d m xλ 关于在 ( )0,+∞ 上连续可微且严格单调递减。即扩散越强，物质越难在有利位置

聚集，种群的总体增长率就越低。 
性质 2：若在[0, 1]上 ( ) ( )1 2m x m x≥ 且两者不恒等，则 ( )( ) ( )( )1 1 1 2, ,d m x d m xλ λ> 。即局部增长率越

高，整体的主特征值也越大，入侵越容易成功。 
性质 3：当 0d +→ 时 ( )( )1 ,d m xλ 趋于 ( )m x 在 [ ]0,1 上的最大值；当 d →+∞时， ( )( )1 ,d m xλ 趋于 −∞。

这表明极小扩散时种群可以在最有利的地点定点生长，而极大扩散时种群必然灭绝。 
通过主特征值的符号判断稳态解线性的稳定性。若 1 0λ < ，则对应的稳态解是线性稳定的，小扰动会

随时间衰减；若 1 0λ > ，则稳态解不稳定，扰动将增长并可能导致物种入侵成功。 1 0λ = 的情形通常标志

着稳定性的临界转变，对应着分支点的出现。 

2.3. 两个关键扩散系数 

考虑孤立细菌U 在平凡解 ( )( ),0,0,0z x 处的线性化，可得 ( )1
1
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。U 的线性化方程为
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，由性质 3， 0d +→ 时当 

( )1 1 1, max 0d m mλ → > ； d →+∞时当 ( )1 1,d mλ → −∞。由性质 1 的严格单调性，存在唯一的 ( )ˆ 0,d ∈ +∞

满足 ( )1 1,ˆ 0d mλ = ，且 
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对于絮凝体V 在平凡解处的入侵，同上类似的讨论，可得存在唯一的 ( )0, ˆd d∈ 满足 ( )( )1 , dd Hλ ω α=

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ˆd d< 表明原生动物对扩散的耐受范围比孤立细菌更窄。 

3. 动力学分析 

本章以扩散系数 d 为划分依据，研究系统(1.1)在不同扩散范围内的长时间动力学行为。记 

( ) [ ]( ){ }4, , , 0,1 ;Q S U V W C += ∈  ， ( ){ }0 , , , , 0, 0Q S U V W Q U W= ∈ ≡ ≡/ / ，其中 [ )0,+ = +∞ 。考虑初始值

( ) ( ) ( ) ( )( )0 0 0 0 0, , ,R S x U x V x W x= 满足 ( )0 0V x ≡ ， [ ]0,1x∈ 。 

3.1. 解的先验估计 

引理 3.1 设 0d > 固定，条件(I)成立，则对任意 0 0R Q∈ ，系统(1.1)存在唯一的解 

( ) ( ) ( ) ( )( ), , , , , , ,S x t U x t V x t W x t ，且存在依赖于初值的正常数 1η ，使得对一切 0t > ， [ ]0,1x∈ 有

( ) 10 ,S x t η< ≤ ， ( ) 10 ,U x t η< ≤ ， ( ) 10 ,V x t η< ≤ ， ( ) 10 ,W x t η< ≤ 。 
证明：这证明了系统(1.1)的右端项关于变量连续可微，满足局部 Lipschitz 条件，由抛物型方程的标

准理论[8]知存在唯一的局部解。 
由于 0 0R Q∈ 知 0 0S ≥ ， 0 0U ≥ ， 0 0V ≥ ， 0 0W ≥ ，且 0 0U ≡/ ， 0 0W ≡/ 。对 S 的方程，在 0x = 处有营

养流入条件 ( ) 00, 0xS t S= − < ，由强极值原理得 ( ), 0S x t > 。对于U 和W 的方程，由 0 0U ≡/ ， 0 0W ≡/ 及极

值原理得 ( ), 0U x t > ， ( ), 0W x t > 。 
现分析V 。由于初值 ( )0 0V x ≡ ，若存在某个最早时刻 0τ > 使得 ( ), 0V x τ ≡ 在 [ ]0,1 上成立，则由V 的

方程 ( ) ( )( ) ( )2 0xxdV G W Uτ τ τ+ = 。因为 0U > ， 0W > ，可以得到 ( ) 0G W > ，故 ( ) 2 0G W U > ，由极值原

理得V 不可能在内部达到零最小值，矛盾。因此 ( ), 0V x t > 对一切 0t > 成立。 
下证有界性。令 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,K x t S x t U x t V x t W x t= + + + ，即 

( )t t t t ttS U V W S U V W K+ + + = + + + = , 

将系统(1.1)四个方程相加得 

( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

2
1 2 1

2
2

1 1 2 2

2 2

.

t t t t t

xx xx

xx xx

xx xx xx xx

xx

K S U V W

dS FU F V dU FU G W U bV H U W

dV F V G W U bV dW H U W W

d S U V W FU FU F V F V

G W U G W U bV bV H U W H U W W

dK W

α

α

α

= + + +

= − − + + − + −

+ + + − + + −

= + + + + − + + − +

+ − + + − + − + −

= −

 

由于 0α > ， 0W ≥ ，有 t xxK dK≤ 。 
由边界条件(1.2)得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )00, 0, 0, 0, 0, , 1, 1, 0x x x x x xK t S t U t V t W t S K t K tγ= + + + = − + = . 

作辅助函数 ( ),K x t ，其中 ( ),K x t 满足 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0

0 0 0 0

, 0 1, 0,

0, , 1, 1, 0, 0,

,0 , 0 1.

t xx

x x

K dK x t

K t S K t K t t

K x S x U x V x W x x

γ

 = < < >


= − + = >
 = + + + ≤ ≤

 

由抛物方程的比较原理 ( ) ( ), ,K x t K x t≤ ，对所有 [ ]0,1 , 0x t∈ > 都成立。 
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该线性抛物方程的解和平凡解求解相同，即满足 ( ) ( )lim ,
t

K x t z x
→+∞

= 在 [ ]0,1 上一致成立。故 ( ),K x t 一

致有上界，从而 , , ,S U V W 均有上界 1η 。证毕。 

3.2. 平凡解的全局渐近稳定性 

当扩散系数 d 超过 d̂ 时，孤立细菌即使在空环境中也无法存活，导致了所有种群灭绝。 
定理 3.2 假设 ( )( )2 0 ,0,0F z b< 且 ( )( )0H z α> 。若 ˆd d> ，则对任意 0 0R Q∈ ，平凡稳态解 ( )( ),0,0,0z x

全局渐近稳定。 
证明：令 ( ) ( ) ( ), , ,x t U x t V x tϕ = + ，将(1.1)中U 和V 的方程相加： 

( ) ( ) ( )1 2, , , ,t t t xxU V d F S U V U F S U V V H U Wϕ ϕ= + = + + − . 

由 1F 和 2F 的表达式，当 0V = 时有 ( ) 1
1

1 1

, ,0 lSF S U
k S l U

=
+ +

， ( ) 2
2

2 2

, ,0 lSF S U
k S l bU

=
+ +

。因密度抑制因子

均超过 1，固对于 ( ), ,S U V 有 ( )1
1

, , SF S U V
k S

≤
+

， ( )2
2

, , SF S U V
k S

≤
+

，由假设 1 2F F≥ 利用 ( ) ( ),S x t z x≤ ，

得特征值方程：
1

t xx
zd

k z
ϕ ϕ ϕ≤ +

+
。注意 ( ) ( )

( ) ( )( )1 1
1

,0,0
z x

m x F z x
k z x

= =
+

。 ( )1m x 在这个方程里面为特征

值， ( )1
ˆm x d> ，由(2.6)，当 ˆd d> 时 ( )( )1 1, ,0,0 0d F zλ < 。考虑辅助的线性抛物方程：

1
t xx

zd
k z

ϕ ϕ ϕ= +
+

，

其初始条件与边界条件均与ϕ 相同。该方程右端为线性项，解可展开为特征函数级数 

( ) ( )
1

, e kt
k k

k
x t c xλϕ ψ

∞

=

=∑ 。因主特征值 ( )( )1 1, ,0,0 0d F zλ < ，故所有特征值均为负，故 ( )lim , 0
t

x tϕ
→+∞

= 在 [ ]0,1

一致成立。由ϕ 满足的不等式
1

t xx
zd

k z
ϕ ϕ ϕ

 
≤ +  + 

及抛物方程的比较原理，有 ( ) ( )0 , ,x t x tϕ ϕ≤ ≤ ，结合

ϕ 趋于零，得 ( )lim , 0
t

x tϕ
→+∞

= 在 [ ]0,1 一致成立。由于 U Vϕ = + 且 0U ≥ ， 0V ≥ ，得 ( )lim , 0
t

U x t
→+∞

= ，

( )lim , 0
t

V x t
→+∞

= 在 [ ]0,1 一致成立。 

现分析 W 。由 0U → ，有 ( )
2

2
3

0UH U
U k
σ

= →
+

。对任意 0ε > ，存在 1 0T > 使得当 1t T> 时存在

( )( ),H U x t ε< 。取
2
αε = ，对 1t T> 有 

( )
2t xx xxW dW H U W W dW Wαα= + − ≤ − . 

由极值原理得 ( )lim , 0
t

W x t
→+∞

= 一致成立。 

最后，由 , , 0U V W → ，S 的方程退化为 t xxS dS= ，满足与 z 相同的边界条件，故 ( ) ( )lim ,
t

S x t z x
→+∞

= 一

致成立。证毕。 

3.3. 半平凡解的全局渐近稳定性 

当 ˆd d d< < 时，孤立细菌可以存活，但原生动物无法入侵。 
定理 3.3 假设 ( )( )2 0 ,0,0F z b< 且 ( )( )0H z α> 。若 ˆd d d< < ，则对任意的 0 0R Q∈ ，半平凡稳态解

( ) ( ) ( )( ), , , ,0,0z x x d x dω ω− 全局渐近稳定。 
证明：仍设 U Vϕ = + ，并令 ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,x t S x t U x t V x tΘ = + + 。将 S 和ϕ 的方程相加可得 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 2 1 2

Θ
, , , , , , , ,

Θ .

t t t

xx xx

xx

S
dS F S U V U F S U V V d F S U V U F S U V V H U W

d H U W

ϕ
ϕ

= +

= − − + + + −

= −

 

由于 ( ) 0H U ≥ ， 0W ≥ ，有Θ Θt xxd≤ 。Θ 满足与 K 相同的边界条件，由比较原理得 ( ) ( )limsup ,
t

x t z x
→+∞

Θ ≤

在 [ ]0,1 一致成立。 

下面对ϕ 进行更精细的估计。由Θ S ϕ= + 有 ΘS ϕ≤ − ，故 

( ) ( ) ( )1 2 1, , , , Θ , ,0F S U V U F S U V V F ϕ ϕ ϕ+ ≤ − . 

进而 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1, , , , Θ , ,0t xx xxd F S U V U F S U V V H U W d Fϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= + + − ≤ + − 。由 tϕ 的上界估计及 ˆd d<

时 ( )( )1 1, ,0,0 0d F zλ > ，由文献[13]中单物种方程的结果可得 ( ) ( )limsup , ,
t

x t x dϕ ω
→+∞

≤ 在 [ ]0,1 一致成立。因

此存在 0 0t > 和任意小的 0ε > ，使对所有 0t t> 有 ( ) ( ) ( ), , ,U x t x t x dϕ ω ε≤ ≤ + . 

考虑W 的方程。当 0t t> 时， 

( ) ( )t xx xxW dW H U W W dW H W Wα ω ε α= + − ≤ + + − . 

由假设 d d> 和(2.9)知 ( )( )1 ,d Hλ ω α< 。取 ε 充分小，由特征值连续性得 ( )( )1 ,d Hλ ω ε α+ < 。由抛物方

程理论，线性问题的主特征值为负，同上文ϕ 趋于零的证明，故 ( )lim , 0
t

W x t
→+∞

= 在 [ ]0,1 一致成立。 

再分析V 。因 0W → ，有絮凝促进函数 ( ) 0
1

WG W
W

δ
= →

+
。对于任意小的 1 0ε > ，存在 2 0T > 使得 2t T>

时 ( )( ) 1,G W x t ε< 。V 满足 

( ) ( ) ( )2 2
2 2 1 1, , ,0,0t xx xxV dV F S U V V G W U bV dV F z V bVε η= + + − ≤ + + − . 

由(2.7)知 ( )( )1 2, ,0,0d F z bλ < 。 
考虑线性非齐次方程 ( )( ) ( )2 1 2,0,0t xxV dV F z b V G Mε ε= + + − +   ，边界条件齐次。由于主特征值为负，

其稳态解满足 

( ) ( )( ) ( )2 1 2,0,0 0
xx

d V F z b V G Mε ε∞ ∞+ + − + =  , 

且 ( )1V CG ε∞ ∞
≤ ，令 1 0ε → ,得 0V∞ → 。再由比较原理 ( ) ( )limsup ,

t
V x t V x∞

→+∞
≤  可得： ( )lim , 0

t
V x t

→+∞
= 在 [ ]0,1

一致成立。 
现已有 0V → ， 0W → ，可以得到 ( )limsup ,U x dω≤ ，由上文可得 liminf zΘ ≥ 。因此对任意 0ε > ，

存在 3t ，使得 z εΘ ≥ − ，则 S zϕ ε ϕ= Θ− ≥ − − 。代入并且忽略掉非负项，可得 

( ) ( )1 2, ,0 , ,0t xxd F z F zϕ ϕ ε ϕ ϕ ϕ ε ϕ ϕ ϕ≥ + − − + − − . 

接着我们可以得到 ( ) ( )liminf , ,
t

x t x dϕ ω
→+∞

≥ ，所以 ( ),x dϕ ω→ 。 

再由 0V → ，可得 ( ),U x dω→ ，即 ( ) ( )lim , ,
t

U x t x dω
→+∞

= 在 [ ]0,1 一致成立。由 S U VΘ = + + 及 zΘ→ , 

U ω→ , 0V → 得 ( ) ( ) ( )lim , ,
t

S x t z x x dω
→+∞

= − 在 [ ]0,1 一致成立。 

3.4. 一致持久性 

当 0 d d< < 时，所有物种均能持续生存。 
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定理 3.4 假设 ( )( )0H z α> 。若 0 d d< < ，则系统(1.1)~(1.3)关于 0 0R Q∈ 一致持久。即存在常数 * 0η >

使得 

( ) ( ) ( ) ( )* * * *liminf , , liminf , , liminf , , liminf ,
t t t t

S x t U x t V x t W x tη η η η
→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

≥ ≥ ≥ ≥  

对一切 ( )0,1x∈ 一致成立。 
证明：记 :t Q QΓ → 为系统生成的解半流。由引理 3.1 知 0 0:t Q QΓ ⊆ 对所有 0t > 成立。根据一致持

久性理论[13]，需完成以下步骤。 
步骤 1. 刻画边界上的ω -极限集。令 

( ){ }0 0 0 0 0 0, , 0| tQ Q Q M R Q R Q t∂∂ = = ∈∂ Γ ∈∂ ∀ ≥ . 

若 ( )0, , 0U x t R ≡ ，则由系统结构知 0V ≡ ， 0W → ， ( ) ( )0 ,0,0,0R zω = 。若存在τ 使 ( ) 0U τ ≡/ 但 ( ) 0W t ≡

对 *t τ> 成立，则 ( ) 0G W ≡ ，V 的方程退化为 ( )2 , ,t xxV dV F S U V V bV= + − 。且由 ( ) ( )2 2, , ,0,0F S U V F z≤ ，

可得 

( )( ) ( )( )1 2 1 2, , , , ,0,0 0d F S U V b d F z bλ λ− ≤ − < . 

再由 ( )( )1 2, ,0,0d F z bλ < 知 0V → ，从而 ( ) ( )0 , ,0,0R zω ω ω= − 。因此 

( ) ( ) ( ){ }
0

0 ,0,0,0 , , ,0,0
R M

R z zω ω ω
∂∈

= −


. 

步骤 2. 证平凡解是 0Q 的一致弱排斥子。在平凡解附近，U 的线性化方程为 ( )1 ,0,0t xxU dU F z U= + 。

由于 ˆd d d< < ，由(2.6)知 ( )( )1 1, ,0,0 0d F zλ > 。该正特征值保证零解不稳定，从而存在 1 0ε > 使得从 0Q 中

充分接近平凡解的初值出发的轨道满足 

( ) 1limsup ,
t

U t ε
∞→+∞

⋅ ≥ . 

步骤 3. 证半平凡解是 0Q 的一致弱排斥子。在半平凡解附近，W 的线性化方程为 

( )t xxW dW H W Wω α= + − 。由于 d d< ，由(2.9)知 ( )( )1 ,d Hλ ω α> ，故零解对 W 不稳定。存在 2 0ε > 使 
得 ( ) 2limsup ,

t
W t ε

∞→+∞
⋅ ≥ 。 

步骤 4. 构造广义距离函数并完成证明。定义 

( ) [ ] [ ] [ ]{ }0,1 0,1 0,1, , , min min ,min ,minI S U V W U V W= . 

若 ( ) 0I Φ > 或 0QΦ∈ 且 ( ) 0I Φ = ，由强极值原理知 ( )( ) 0tI Γ Φ > 对所有 0t > 成立。由引理 3.1， tΓ 有全

局吸引子。 
步骤 2 和步骤 3 表明 ( ),0,0,0z 和 ( ), ,0,0z ω ω− 是孤立不变集，且其稳定流形与 ( )1 0,I − +∞ 不相交。因

此 0Q∂ 中不存在由这两个集合构成的链。由持久性理论[20]，存在 2 0η > 使对任意 0 0R Q∈ ，有 

( ) ( )
0 2min R Iω ηΦ∈ Φ > 。同时由 S 的方程和比较原理，存在 3 0η > 使 ( ) 3liminf ,

t
S x t η

→+∞
≥ 。取 [ ] ( )*

3 0,1min x S xη ∈= ， 

取 { }*
2 3min ,η η η= 即得结论。证毕。 

本节以第二节确定的关键扩散系数 d̂ 和 d为分界点，完整刻画了系统(1.1)的全局动力学行为： 
(1) 当 ˆd d> 时，平凡解全局渐近稳定，所有生物种群灭绝； 
(2) 当 ˆd d d< < 时，半平凡解全局渐近稳定，原生动物和絮凝体灭绝，仅孤立细菌存活； 
(3) 当 0 d d< < 时，系统一致持久，所有物种共存。 
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这一结论清晰揭示了扩散系数 d 在驱动物种共存与灭绝中的阈值效应：扩散越小，越有利于生物多

样性维持。 

4. 数值模拟 
本节主要借助数值模拟探究不同参数对系统(1.1)~(1.3)动力学行为的影响，为贴合实际生物背景，选

取非线性絮凝促进函数 ( )
1

WG W
W

δ
=

+
。其中常数 0δ > 代表微生物之间的粘合作用强度。由于实际生物环 

境中粘合效率 ( )G W 恒小于 1。 
本文数值模拟所用基础参数统一选取如表 1 所示。在固定其余参数保持不变的前提下，依次探究扩

散系数 d 、粘合强度δ 与营养物质初始浓度 0S 三类关键参数对于系统(1.1)~(1.3)动力学演化规律的影响。

此外，在所有数值模拟过程中，统一设定絮凝体种群V 的初始分布满足 ( )0 0V x ≡ 。 
 

Table 1. Parameter configuration 
表 1. 参数的设置 

参数符号 参数值 参数符号 参数值 

S0 20 γ 0.5 

a1 3.5 k1 4 

a2 0.5 k2 10 

a3 2.5 k3 4 

b 0.9 d 0.5 

δ 0.001 α 0.5 

l1 100 l2 100 

η1 0.5 η2 0.5 

4.1. 扩散系数 d 的动力学效应 

固定其余参数为默认值，选取六个扩散系数： 0.05,0.5,2.5,3.5,5.0,8.0d = 进行模拟。结果如图 1 所示。 
1. 0 0.05d = 与 0 0.5d =  (弱扩散区，共存区)：系统收敛于全局渐近稳定的正稳态解(共存态)。所有物

种 ( ), , ,S U V W 均以恒定的浓度长期共存。其中 0 0.05d = 时，扩散系数比较小，每种生物都很少。而时

0 0.5d = 营养物浓度更高，此时所有物种也均以恒定的稍微更高一点的浓度共存。这直观地证实了理论的

核心预言：在扩散足够微弱( 0 d d< <  )时，系统能够支持多物种的稳定共存。 
2. 3.5d = 与 2.5d =  (中等扩散区)：系统失去稳态，进入持续的周期性振荡状态。所有物种的种群数

量呈现规则的、此消彼长的周期性波动，形成一个稳定的极限环。 
3. 5d =  (中高扩散区)：系统稳定于半平凡解。游离细菌 U 成功定殖并成为优势种群，而原生动物

W 及其促进形成的絮体 V 均无法存活，这对应理论中 ˆd d d< < 的动力学区域，即仅有孤立细菌可以存活

的生态系统。 
4. 8d =  (强扩散区)：系统迅速演化为平凡解(灭绝态)。营养物 S 因扩散过快而无法被有效利用，所

有微生物种群 ( ), ,U V W 因“洗出”效应远快于生长而全部灭绝，验证了理论中当 ˆd d> 时的全局稳定性。 
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Figure 1. The effect of the diffusion function 
图 1. 扩散函数的影响 
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4.2. 絮凝强度 δ的影响 

固定 2.5d = ， 0 20S = ，改变絮凝强化参数δ 。选取 0,0.005,0.14,0.8δ = 四组值来模拟。 
 

 
Figure 2. The effect of flocculation strength δ 
图 2. 絮凝强度 δ的影响 

 
1. 0δ = 时，系统处于强烈振荡状态， , ,S U W 均呈现大幅度周期性波动，V 保持恒定为零(即絮凝促

进函数无法絮凝) 
2. 0.05δ = 时，S 保持数值较高的大幅度震荡， , ,U V W 震荡幅度很小，已趋于或正在趋近于一个波

动较小的准稳态。 
3. 0.14δ = 时，全局渐近稳定的共存态。系统在经历一个短暂的初始波动后，四条曲线 ( ), , ,S U V W

迅速收敛并保持为水平直线，不再随时间变化。这表明系统已稳定，所有物种共存。 
4. 0.8δ = 时，系统依然保持稳定，但稳态的生态结构发生了根本性重组。更强的絮凝促使细菌更多

地以絮体形态存在，从而改变了种间竞争和捕食关系，最终导致了一个以絮体为主导、营养利用效率更

高的新稳定共存态。 
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这说明了絮凝参数δ 绝非模型中的一个次要参数，而是一个能同时调控系统是否稳定与物种如何组

成、资源如何利用的核心变量。 
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