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摘  要 

设 ( )P n 为正整数 n的最大素因子，并约定 ( )P 1 1= 。本文研究单侧脆数条件下的广义不对称除数求和

( )
( )a bn m x P n y

D a b x y
,

, ; , 1
≤ ≤

= ∑ ，其中 a b, 为互不相等的固定正整数。在 ( ){ }x y x5 3exp log log ε+
≤ ≤ 的范围内，

利用Hildebrand的脆数分布一致估计、Dirichlet双曲求和和Stieltjes分部积分，得到关于 y 一致的渐近

公式。对 a b> ，保留截断Euler乘积给出的首项及含 ( )b aζ 的次主项。对 a b< ，通过绝对收敛的 m -和
得到单一主项及误差。两种情形的差异是因为脆数限制只施加在变量 n上。 
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Abstract 
Let ( )P n  denote the largest prime factor of a positive integer n , with the convention ( )P 1 1= . 
We investigate the asymmetric generalized divisor sum under a one-sided friability constraint, 
( )

( )a bn m x P n y

D a b x y
,

, ; , 1
≤ ≤

= ∑ , where a  and b  are distinct fixed positive integers. Uniformly in the 

range ( ){ }x y x5 3exp log log ε+
≤ ≤ , we derive asymptotic formulae uniform in y  by combining 

https://www.hanspub.org/journal/pm
https://doi.org/10.12677/pm.2026.168179
https://doi.org/10.12677/pm.2026.168179
https://www.hanspub.org/


马霖 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2026.168179 47 理论数学 
 

Hildebrand’s uniform estimate for the distribution of friable integers with Dirichlet’s hyperbola 
method and Stieltjes partial summation. When a b> , the resulting expansion contains a leading 
term involving a truncated Euler product and a secondary term involving ( )b aζ . When a b< , the 
absolute convergence of the m -sum yields a single main term together with an error term. The 
difference between these two cases arises from the fact that the friability constraint is imposed only 
on the variable n . 
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1. 引言 

关于脆数上的除数问题，已有研究主要沿两条方向展开。一类工作考察脆数集合上除数函数或更一

般乘法函数的平均阶，例如 Xuan [1]对 Piltz 除数函数的脆均值估计，以及 Hanrot、Tenenbaum 和 Wu [2]
建立的一般脆均值理论；另一类工作研究脆整数内部的除数分布，包括 Drappeau [3]以及 Drappeau 和

Tenenbaum [4]的相关结果。上述问题通常对被求和整数整体施加脆数条件，或研究单个脆整数的除数分

布。本文则直接研究 a bn m x≤ 内的格点，并且只对变量 n 施加 ( )P n y≤ 的限制。正是这种单侧约束破坏

了两个变量之间的对称性，并导致 a b> 与 a b< 两种情形具有不同的主项结构。 
设 ,a b∈。经典广义不对称除数问题研究区域 

a bn m x≤  

中的格点数，其主项结构可追溯至广义格点问题的研究[5] [6]。另一方面， ( )P n 表示 n 的最大素因子， 

( ) ( ){ }, : # :z y n z P n yΨ = ≤ ≤  

表示最大素因子不超过 y 的正整数的计数函数。这类整数称为脆数或光滑数；其分布由 Dickman-de Bruijn
函数 ρ 描述[7] [8]，Hildebrand 后来在较宽的区域内给出了带相对误差的一致估计[9]。 

本文考虑 

( )
( )

, ; , : 1, ,
a bn m x

P n y

D a b x y n m
≤
≤

= ∈∑   

与无约束问题不同，脆数条件仅作用于 n ，故交换 a 与 b 不再保持问题不变，破坏了无约束问题的对称性。

若 a b> ， n -方向的幂次和绝对收敛，产生截断 Euler 乘积 ( ),a b yζ ；双曲线另一侧则产生含 ( )b aζ 的

主项。若 a b< ，绝对收敛发生在 m-方向，仅保留一个主项。恰当选择双曲求和参数后，可以得到本文的

误差项。所需的 Dickman 函数性质可参见[10] [11]。 
记 

( )log 1log: , : ,
log log

u axu
y y

η
+

= =  
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并对 0s > 定义有限 Euler 乘积 

( )
( )

( ) 1

1

1, : 1 .s
s

n p y
P n y

s y p
n

ζ
−−

≥ ≤
≤

= = −∑ ∏  

定理 1.1. 设 ,a b∈为互不相等的固定正整数， 0ε > 固定，且 x →∞。若 

( ){ }5 3exp log log ,x y xε+ ≤ ≤  

则关于 y 一致地有 

( )
, ,

, ,

1 1 1

1 1

, , ,
, ; ,

, .

b
a

a a b a
b

a
b

a
a

a b u ux y x O x a b
b a a a

D a b x y
b u ux O x a b
a a a

ε

ε

ζ ζ ρ ρ η

ζ ρ ρ η

         + + >         
         = 

       + <             

 

当 b a< 时， 0 1b a< < ，其中 ( )b aζ 表示 Riemannζ 函数的解析延拓值。 

2. 预备引理 

Dickman-de Bruijn 函数 ρ 由 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0 1 , 1 1 ,v v v v v vρ ρ ρ′= ≤ ≤ = − − >  

以及 ( ) 0vρ = ( )0v < 定义。下文在 ( )vρ′ 表示其导数。 
引理 2.1 (Hildebrand 一致估计)。在定理 1.1 的参数范围内，对所有1 t x≤ ≤ 一致地有 

 ( ) ( ) ( ) ( )log 1 log, 1 , :
log log

t
t t t

u tt y t u O t u u
y yερ ρ

 +
Ψ = + + = 

 
 (2.1) 

证明. 若 t y< ，则每个不超过 t 的正整数都是 y -脆数，故 ( ) [ ] ( ), 1t y t t OΨ = = + ；同时 0 1tu≤ < 且

( ) 1tuρ′ = 。若 t y≥ ，由 t x≤ 和参数假设可得 

( ){ }5 3exp log log ,y t ε+≥  

此时直接应用 Hildebrand 的一致估计[9]即可。□ 

3. 主定理的证明 

3.1. a > b 的情形 

取曲线 a bn m x= 上的一点 ( ),N H ，即 
1 1, , 1 .a b a b a bN H x N x H H x−= = ≤ ≤  

由 Dirichlet 双曲求和， 

 

( )
( ) ( ) ( )

( )

( ) [ ] ( )

1 1

1 1

, ; , 1 1 1

, , .

b a b a b an N m H n N m Hm x n n x m
P n y P n yP n y

b a b a b a

n N m H
P n y

D a b x y

n m Hx x y N y

− −≤ ≤ ≤ ≤≤ ≤
≤ ≤≤

− −

≤ ≤
≤

= + −

 = + Ψ − Ψ 

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑
 (3.1) 

定义 
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( )
( )

( )1 1; , , :b b a b

n N
P n y

S N x a b y x nψ −

≤
≤

= ∑  

把 [ ] ( ) 1 2t t tψ= − − 代入(3.1)，有 

 
( )

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1

, ; , ,

; , , , , .

b a b a b a

n N m H
P n y

b

D a b x y x n x m y

S N x a b y H N y H N yψ

− −

≤ ≤
≤

= + Ψ

− − Ψ + Ψ

∑ ∑
 (3.2) 

因 1a b > ，第一项可将求和区间拓展到无穷： 

 
( )

( )
( )

1 1 1, .b a b b b a b

n N n N
P n y P n y

x n x a b y x nζ− −

≤ >
≤ ≤

= −∑ ∑  (3.3) 

由 Abel 求和可得 

 ( ) ( ) ( ) 1

( )

d , , , d .a b a b a b a b
N N

n N
P n y

an t y N N y t y t tt
b

∞ ∞− − − − −

>
≤

= Ψ = − Ψ + Ψ∑ ∫ ∫  (3.4) 

因为 1 b a b HNx − = ，将(3.4)代入(3.3)，得到 

 
( )

( ) ( ) ( )1 1 1 1, , , d .b a b b b a b
N

n N
P n y

ax n x a b y H N y x t y t t
b

ζ
∞− − −

≤
≤

= + Ψ − Ψ∑ ∫  (3.5) 

记 

log: ,
logm

u b mu
a a y

= −  

对每个 m H≤ ，由引理 2.1 一致地有 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
, ,

log 1
, 1

log
ma b a a b a a b a

m a b m
m H m H m H

u
x mx m y u uO m

y
xερ ρ− − −

≤ ≤ ≤

 +
Ψ = + + 

 
∑ ∑ ∑  (3.6) 

由 Dickman 函数的比值估计，存在只依赖于 ,a b的常数 0C > 使得 

( ) ( ) ( ), 1 .C
am bu u a m m Hηρ ρ ≤ ≤  

又因 0 mu u a≤ ≤ ，有 ( )log 1 logmu y η+ ≤ 。因此 

 ( ) ( ) ( )( )1 1 1/ 1
, ,, .a b a a b a a b a C

m a b
m H m H

x m x my u O x u a H Hη
ερ ρ η− − − +

≤ ≤

Ψ = + +∑ ∑  (3.7) 

对任意实数 1H ≥ ，有 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

1
1 1

1

1 1
1

d
2

log log d .

a
Ha b a a b a

t
m H

Ha b a a b a
t

m
u a

u u t

H x H y t

x
x m x t

H ux t

ρ
ρ ρ

ψ ρ ψ ρ

− −

≤

− −

= +

− +

∑ ∫

∫
 

定义 

( ) ( ) 1: d .b a
t

R t v v vψ
∞ − −= ∫  

由于 ( ) ( )
1

d 1
t

v v Oψ =∫ ，分部积分给出 ( ) 1
,

b a
a bR t t− −

 。又 
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( )( ) ( ) ( )1 1 1

log
ta b a a b a

t t
ubx u x t u

a y
t

ρ
ρ ρ− − − ′ ′ = − + 

 
 

利用 ( ) ( ) 1b aR t t tψ − −′ = − 、Dickman 函数的对数导数估计以及 ( ) ( ),
C

t a bu u a t ηρ ρ ，分部积分可得 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1 1
,1

d 1 .
H a b a a a a b a C

t a b
bt x u x u a R O x u a x u a H
a

t ηψ ρ ρ ρ η ρ− − − += − + +∫  

对 0 1b a< < ，Riemannζ 函数的解析延拓满足 

( )1 1 ,
2

ab b R
a b a a

ζ   = + −  − 
 

因此 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

1
1 1

1

1 1

1 1 1
,

d
1

.

a
Ha b a a b a

m t
m H

a a b a
H

a a b a C
a b

x u a
x m u x t u t

b a
b x u a H x H u
a

O x u a x u a H η

ρ
ρ ρ

ζ ρ ψ ρ

ρ η ρ

− −

≤

−

− − +

= +
−

 + − 
 

+ +

∑ ∫

 (3.8) 

将(3.8)代入(3.7)，得到 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

1
1 1

1

1 1

1 1 1 1
, ,

, d
1

log log

.

a
Ha b a a b a

t
m H

a a b a

a b a C a b a C
a b

x u a
x m y x t u t

b a
b x u a H x H H y
a

O x u a H x u a H Hη η
ε

ρ
ρ

ζ ρ ψ ρ

ρ η ρ

− −

≤

−

− + − − +

Ψ = +
−

 + − 
 

+ + +

∑ ∫

 (3.9) 

下面处理式(3.5)中的尾部积分，先在 [ ],N X 上应用引理 2.1.令 ( ) log log yu v v= ，作变量代换
1 a b av x t−= ， 

( )( ) ( )
1

1 1
1

d d .
ax Hb a b a b a

tN

a x u v v v x t u t
b

ρ ρ− −=∫ ∫  

同样的变量代换与 Dickman 比值估计可得 

( )( ) ( )( ) ( )
1

1

1 1 1
,

1 1
,

log 1
d ,

log

d .

a

a

xb a b a b a C
a bN

xb a b
a bN

u v
x u v v v x u a H

y

x v v H

ηρ ρ η− − +

− −

+
∫

∫





 

因此 

 ( ) ( ) ( )( )
1

1 1 1 1 1
, ,1

, d d .
ax Hb a b a b a a b a C

t a bN

a x v y v v x t u t O x u a H H
b

η
ερ ρ η− − − − +Ψ = + +∫ ∫  (3.10) 

再处理 [ ),X ∞ 。在 [ ],X x 上应用引理 2.1，而在 ( ),x ∞ 上使用 ( ),v y vΨ ≤ 。分部积分可得 

( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( )1 1

1

d d .
log1

a a

b a ab a b
x xa b a b
x x

bu a x u x
u v v v u v v va a b y

b

ρ ρ
ρ ρ

− −
− −−

′= +
−−

∫ ∫  

由 Dickman 函数的对数导数估计， 
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( )( ) ( ) ( )
1 ,

1 d .
log a

x b a aba b
a bx

u v v v u a x
y

ρ ρ η −−′∫   

因为 ( )1 1
, 1a b b

a bx O− + = ，故 

 ( ) ( ) ( )( )1

1
1 1 1

, ,, d 1 .a

a
b a b a

a bx

ax u aa x v y v v O x u a
b a b ε

ρ
ρ η

∞ − −Ψ = + +
−∫  (3.11) 

由(3.10)和(3.11)可得 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

1
1 1 1

1

1 1 1
, ,

, d d

.

a
Hb a b a b a

tN

a a b a C
a b

ax u aa x v y v v x t u t
b a b

O x u a x u a H η
ε

ρ
ρ

ρ η ρ

∞ − − −

− +

Ψ = +
−

+ +

∫ ∫  (3.12) 

由(3.2)和(3.5)可得 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 1

1

, ; , , , , d

; , , , .

b a b a b a b
N

m H

b

a aD a b x y x y x m y x v y v v
b b

aS N x y H N y
b

ζ

ψ

∞− − −

≤

 = + Ψ − Ψ 
 

 − + Ψ 
 

∑ ∫
 

由引理 2.1 与 Dickman 比值估计， 

( ) ( ) ( )1 1
, ,, 1.a b a a b a C

H a bN y x H u x u a H η
εψ ρ ρ η− − +− +  

由(3.9)和(3.12)可得 

 
( ) ( )

( ) ( )

1 1

1 1 1 1 1
, ,

, ; , ,

; , , .

b a

a b a C b a b a C
a b

a bD a b x y x y x u a
b a

aO x u a H H S N x y x u a H
b

η η
ε

ζ ζ ρ

ρ η ρ− + − − +

   = +   
   
  + + + +  

  

 (3.13) 

现在对 S 直接使用显然估计 

( )1 1
,

1; , , ( , ) 1.
2

b a b a C
a b

aS N x y N y x u a H
b

ηρ − +  ≤ Ψ + 
 

  

取 1H η−= ，可得 

( ) 1 1 1
, ,, ; , , .b a a b a

a b
a b u uD a b x y x y x O x
b a a aεζ ζ ρ ρ η        = + +        

        
 

3.2. a < b 的情形 

由定义可得 

 ( ) ( )
1

1, ; , , .
b

a b a

m x

D a b x y x m y−

≤

= Ψ∑  (3.14) 

记 

( )1log log:
log log

a b a

m

x m u b m
y a

u
a y

−

= = − ⋅  

对 1 bm x≤ 有 0 mu u a≤ ≤ 。由引理 2.1， 
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( ) ( ) ( )

( ) ( )

1/

1

1 1
, ,

1

, ; , ,

: log 1 .
log

b

b

a b a b
m a b

m x
a

b a
m m

m x

D a b x y x m u O E x

xE m u u
y

ερ

ρ

−

≤

−

≤

= + +

= +

∑

∑
 (3.15) 

由于 1u a a≥ ，有 ( ) ( )1 log 1 log 1au a u a+ + + 。由 Dickman 比值估计， 

( ) .C
m

uu m
a

ηρ ρ  ≤  
 

 

因 1b a > 且 ( )1oη = ，对充分大的 x 可令 ( )1 1 2b a C b aη− > + − 。我们有 

,
1 1

log 1.b a C b a C
a b

m m
m m mη η− + − +

≥ ≥

+∑ ∑   

于是 

 ( ) ( ) ( )
1

1
, , ,, .

b

a b a
a b m a b

m x

E x u a m u u aε ρ η ρ ρ−

≤
∑   (3.16) 

进一步地，由 Dickman 函数的比值估计及 e 1 ez zz− ≤ ( )0z ≥ ， 

( ) ( ) ( ),0 log .C
m a bu u a u a m mηρ ρ ρ η≤ −   

求和后可得 

( ) ( ) ( )( )
1 1

, .
b b

b a b a
m a b

m x m x

m u u a m O u aρ ρ ρ η− −

≤ ≤

= +∑ ∑  

因为 

( )( )
1

, .
b

a b abb a
a b

m x

bm O
a

xζ −−

≤

 = + 
 

∑  

代回(3.15)，可得 

 ( ) ( ) ( )( )1 1 1
, ,, ; , .a a b

a b
bD a b x y x u a O x u a x
a εζ ρ ρ η = + + 

 
 (3.17) 

故 

( ) 1 1
, ,, ; , ,a a

a b
b u uD a b x y x O x
a a aεζ ρ ρ η      = +      

      
 

4. 结论 

本文在 Hildebrand 区域内给出了单侧脆数限制下广义不对称除数和的统一渐近公式。对 a b> ，双曲

求和产生两个不同来源的主项；取 1H η−= 即得到误差 ( )1 a b au ax ρ η 。对 a b< ，给出误差 ( )1 ax u aρ η 。

现有证明中，误差主要有两个来源：其一是 Hildebrand 一致估计中的相对误差在后续求和中的累积；其

二是双曲分解后锯齿和 ( )1; , ,bS N x a b y 的估计。取 1H η−= 平衡这两类误差，得到 ( )( )1
, ,

a b a
a bO x u aε ρ η 。

因此，若要进一步改进余项，需要更精细的脆数计数一致估计，或者证明上述锯齿和中存在当前方法没

有利用的消去。本文的方法本身尚不能给出这种改进，这也是本文结果的主要局限。 
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