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摘  要 

本文研究了满足Besov正则性条件的双线性双参数Fourier乘子，建立了对应算子的加权范数不等式。文

中使用了二进制单位分解构造尺度截断乘子，结合Littlewood-Paley理论，证明了该类乘子算子在加权

的 pL 空间上的有界性，完善了双参数框架下的Hörmander型乘子理论。 
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Abstract 
This paper investigates bilinear and bi-parameter Fourier multipliers satisfying the Besov regular-
ity conditions and establishes the weighted norm inequality for the corresponding multiplier oper-
ators. By using the dyadic partition of unity to construct scale-truncated multipliers and combined 
with the Littlewood-Paley theory, we prove the boundedness of such multiplier operators on 
weighted pL  spaces. The results presented in this paper improve the Hörmander type multiplier 
theorems in the bi-parameter setting. 
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1. 引言 

Fourier 乘子是调和分析领域的重要研究对象，其有界性理论不仅丰富了函数空间体系，还在偏微分

方程、拟微分算子、信号分析等诸多领域有着广泛的应用。在线性框架下，Mihlin 定理与 Hörmander [1]
定理奠定了 Fourier 乘子的理论基础，他们借助频域导数衰减条件与 Sobolev 正则性刻画了乘子算子在 pL

空间上的有界性。 
设 ( )n

 ， ( )n′
 分别表示 n

 上的 Schwartz 速降函数空间和缓增广义函数。对任意 ( )nf ∈  定义

Fourier 变换与 Fourier 变换： 

( ) ( ) ( )
( )

( )1 1ˆ ˆe d , e d
2n n

ix ix
nf f x x f x fξ ξξ ξ ξ− ⋅ − ⋅= =

π∫ ∫
 

 . 

若 ( )nm L∞∈  为 Fourier 乘子符号，则线性 Fourier 乘子算子定义为 

( ) ( ) ( )1 ˆ , nm D f mf f−= ∈   . 

Coifman 与 Meyer [2]率先开启了对多线性 Fourier 乘子理论的研究，证明了当乘子满足高阶导数衰减

条件时，双线性乘子算子具有 pL 有界性。在此基础上，Tomita、Fujita 等学者将 Hörmander 型框架推广至

多线性情形，借助 Sobolev 空间与 Besov 空间刻画乘子的光滑性，并结合 Muckenhoupt 类 pA 加权空间建

立了一系列范数不等式。Fujita 与 Tomita [3]在临界 Besov 正则性条件 2s Nn= 下，得到了多线性 Fourier
乘子的加权有界性结论，完善了临界光滑度情形下的 Hörmander 型理论。 

多参数调和分析是经典调和分析理论的重要拓展，双参数结构对应乘积空间上两组独立的二进制尺

度分解。Muscalu、Pipher、Tao 与 Thiele [4]率先开展了对双线性双参数 Fourier 乘子的研究，证明了高阶

光滑性假设下的算子的 pL 有界性。Chen 与 Lu [5]进一步弱化光滑性条件，建立了一类有限光滑性算子的

加权 Hörmander 型定理。 
本文主要研究了一类具有 Besov 正则性的双线性双参数 Fourier 乘子算子的加权范数不等式。为了更

好地描述定理，我们取 ( )dΨ∈  满足： 

 { } ( ) { }supp :1 2 2 , 2 1, \ 0d k d

k
ξ ξ ξ ξ

∈

Ψ ⊂ ∈ ≤ ≤ Ψ = ∀ ∈∑


   (1.1) 

我们设双线性双参数 Fourier 乘子 ( )( )2n nm L∞∈ ×  ，令 

 ( ) ( ) ( ) ( ), 1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 1 2 2 2, , , 2 ,2 ,2 ,2 , ,j k j k
j km mξ ξ η η ξ ξ η η ξ η ξ η= Ψ Ψ  (1.2) 

其中 iΨ  ( 1,2i = )满足(1.1)式，其中 ( ),i iξ ξ η= 。其算子定义为： 

 ( )( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 2
41 2 1 2 1 2 1 2 1 1 24 2 1 2

1 ˆ ˆ, , e , , , , , d d
2 n

ix ix
m nT f f x x m f fξ η ξ η ξ ξ η η ξ ξ η η ξ η+ + +=

π ∫


 (1.3) 

本文将证明下面这个定理，相关空间的定义在第二节中给出。 
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定理 1.1 设1 2r≤ < ， 1 2,r p p< < ∞， 1 21 1 1p p p+ = 且 ( )j

n n
j p rw A∈ ×  ， 1,2j = ， 1 2

1 2
p p p pw w w= 。若

( ), , ,
,1

,
,

sup n r n r n r n r
r

j k Bj k
m

∈
< ∞



，则有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2, , ,1 21 2 ,1
,

,
su .pp p p n r n r n r n r n n

r
m j kL w L w L w Bj k

T m  × → × ∈  
 



  

2. 预备知识 

我们定义在 n n×  上的函数 f 的强极大算子 sM ： 

( ) ( )
1 20, 0 1 2

1 1, sup , d ds Rn n
r r

M f x y f u v u v
r r> >

 
=  

 
∫  

其中 ( ){ }1 2, ,:n nR u v u x r v y r= ∈ × − < − <  且 f 是在 n n×  上的局部可积函数。设1 p< < ∞ ，权函数 0w ≥ ，

加权勒贝格空间 ( )pL w 由满足 

( ) ( ) ( )( )1, , d dp n n

pp

L w
f x y w x y x yf

×
= < ∞∫

 

 

的可测函数 f 全体构成。称权函 u 属于乘积型 Muckenhoupt 类 ( )n n
pA ×  ( )1 p< < ∞ ，若 

( ) ( )
1

11 1sup , d d , d d
p

RR R

pw x y x y w x y x y
R R

−
′−  

< ∞    
  

∫ ∫ , 

上确界取遍所有矩形 R I J= × ，其中 I,J 均是 n
 上的方体， 'p 为 p 的共轭指标即1 1 1p p′+ = 。由文献[6]

的定理 7.3 可知 pw A∈ 时， sM 在 ( )pL w 上有界。 
下面我们给出双线性双参数Besov空间 ( ) ( )( )1 2 1 2

2, , ,
,
s s t t n n

p qB ×  范数的定义。取 ( )nψ ∈  满足条件(1.1)式，

其中 d n= 。记 ( ) ( )0
1

1 2k

k
ψ η ψ η

∞

=

= −∑ ，当 1k ≥ 时， ( ) ( )2k
kψ η ψ η= 。那么 { }0supp : 2nψ η η⊂ ∈ ≤ ， 

{ }( )1 1supp : 2 2 1n k k
k kψ η η− +⊂ ∈ ≤ ≤ ≥ ，对 , nξ η∀ ∈ 有 ( ),,

, 1j kj k
ψ ξ η∞ =∑ ，其中 ( ) ( ) ( ), ,j k j kψ ξ η ψ ξ ψ η= 。设

1 ,p q≤ ≤ ∞， 1 2 1 2, , ,s s t t ∈， ( )( )2n nF ′∈ ×  ，那么 Besov 乘积空间 ( ) ( )( )1 2 1 2
2, , ,

,
s s t t n n

p qB ×  范数定义为： 

( ) ( )
( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 22, , ,1 2 1 2 1 2 1 2,

1 2 1 2

1

, , ,
, , , 0

2s s t t n n pp q

q
qq j s j s k t k t

j j k kB L
j j k k

F D F
∞

+ + +
 × 
  =

 
= Ψ 
 

∑
 

, 

其中 

 ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 2 21 2 1 2 1 2 1 2 , 1 1 , 2 2, , , , , , , , .j k j kj j k k ξ ξ η η ψ ξ η ψ ξ ηΨ = ×  (2.1) 

接下来，我们给出证明所需要的几个引理： 
引理 2.1 [7]设 0 p< < ∞， ( )n nw A∞∈ ×  ，对 ( )p n n

wf H∈ ×  且 f 是局部可积函数，有 

 ( ) ( ) ( )
( )

1 2
2

1 2
,

2 2 .p

p

L w
j k

L w

j kf C D D fψ ψ
∈

 
≤  

 
∑



 (2.2) 

其中 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1 2 1 2 1 2 1 2

ˆ2 2 , 2 2 , ,j k j kD D f fψ ψ ξ ξ ψ ψ ξ ξ−  = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  。 
引理 2.2 [8] 设 1 p< < ∞ ， ( )n n

pw A∈ ×  且有 ( )1 2, nψ ψ ∈  满足 { }1supp :1n a aψ ξ ξ⊂ ∈ ≤ ≤ ，

{ }2supp :1n b bψ ξ ξ⊂ ∈ ≤ ≤ ，对某些 , 1a b > 成立。存在常数 0C > ，对任意 ( )p n n
wf L∈ ×  ，有 

( ) ( )
( )

( )

1 2
2

1 2
,

2 2 .p

p

L w
j k

L

j

w

kD D f C fψ ψ
∈

 
≤ 

 
∑



 

进一步，若对所有 0ξ ≠ 及 1,2i = 时，有 ( )2 1j
jξ∈Σ =



，则 
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( ) ( )
( )

( )

1 2
2

1 2
,

2 2 .p

p

L w
j k

L

j

w

kD D f C fψ ψ
∈

 
≈ 

 
∑



 

设 0φ 是定义在 [ )0,+∞ 上的C∞ 函数并满足： 

 ( ) [ ] [ ]0 01 0,1 8 , su  pp 0,1 4 .t tφ φ= ∈ ⊂  (2.3) 

记 ( ) ( )1 01t tφ φ= − 。对任意 , nξ η∈ ，定义 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 11 2, , ,ξ η φ ξ η ξ η φ η ξΦ = Φ =  (2.4) 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )( )0 13 , 1 1 .ξ η φ ξ η φ η ξΦ = − −  (2.5) 

引理 2.3 [9] 
1) 对 ( ) ( ){ }, 0\ ,0n nξ η ∈ ×  ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3, , , 1.ξ η ξ η ξ ηΦ +Φ +Φ =  

2) 对任意多重指标 1 2,α α ，每一个 ( )iΦ 都满足 

( ) ( ) ( ) ( )1 21 2
1 2,,i C

α αα α
ξ η α αξ η ξ η

− +
∂ ∂ Φ ≤ + . 

3) ( )iΦ 的支集满足： 

( ) { } ( ) { } ( ) { }1 2 3supp 2 , supp 2 , supp 8 8ξ η η ξ ξ η ξΦ ⊂ ≤ Φ ⊂ ≤ Φ ⊂ ≤ ≤ . 

引理 2.4 [10]设 0s > ，对于双线性双参数乘积型 Besov 空间 ( ) ( ), , , 4
,1
s s s s n

rB  ，有以下不等式成立： 
1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , , ,4 4 4

,1 ,1 ,1
s s s s s s s s s s s sn n n

r rB B B
f g f g

∞
⋅

  

 ， 

2) ( ) ( ) ( ) { } { }( ) ( ) ( ), , , 4, , , 4 ,1,1

2
2 ,2 max 1,2 2 max 1,2 2 s s s s ns s s s n rr

m s n r ms mn r
BB

f f− −⋅ ⋅ ⋅  





 ， ,m∈ 。 

引理 2.5 [11]设1 ,p q< < ∞，且权函数 ( )n n
pw A∈ ×  。存在常数 0C > ，使得对定义在 2n

 上的所有局

部可积函数列 { }k k
f

∈
，满足 

( )
( ) ( )

1 1

.
p p

q q
qq

s k k
k k

L w L w

M f C f
∈ ∈

   ≤   
   
∑ ∑
 

 

3. 一个重要引理 

引理 3.1 设1 2r≤ ≤ ，对任意 ,j k∈， ( ) ( )( )2, , ,
,1
n r n r n r n r n n

rm B∈ ×  且 ( )1 2, n nf f ∈ ×  ，有 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ), , ,
,1

2
1

1 22 , 2
1

, , , .n r n r n r n rj k
r

r r
s iBm

i
T f f x y m M f x y

⋅ ⋅
=
∏  

证明：设 { }, , 0i i i i
j k j k

ψ
∞

=
其中 1,2i = 是双线性双参数 Besov 乘积空间定义中的单位分解，有 

( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

2

2

2
1 1

1 2 1 2

1 22 , 2

2 1
1 2 1 2 1 1 2 2 1 2

24
1 2 1 2 1 1 2 2 1 2

24
1 2,

, , , 0

, ,

2 2 ,2 ,2 ,2 , , d d

ˆ2 2 2 ,2 ,2 ,2 , , d d

2 2 2 ,2

j k

n n

n n

n n

m

nj k j k j k

nn j k j k j k

nn j k j k
j k

j j k k

T f f x y

m x w y w x z y z f w w f z z w z

m w x w y z x z y f w w f z z w z

w x w yψ ψ

⋅ ⋅

+ −

×

− +

×

∞
− +

×
=

= − − − −

= π − − − −

= π − −

∫

∫

∑ ∫

 

 

 



( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

2 2 1 2,

1 2 1 2 1 1 2 2 1 2

2 ,2

ˆ 2 ,2 ,2 ,2 , , d d

j k
j k

j k j k

z x z y

m w x w y z x z y f w w f z z w z

− −

× − − − −

 

由于 ( ) ( ) ( ){ }1 1
,supp , , : 2 , 2i i

i i

j kn n
i i i i i ij k x y x y x yψ + +⊂ ∈ × ≤ ≤  ，由 Hölder 不等式，得 
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( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( )
( )

( )( )
( )

1 2 1 2
1 2 1 2

1 11 21 1
1 11 22 2

1 2 1

1 22 , 2

2

1 2 1 2, , ,
, , , 0

1 1

2 2 2 21 1 2 1 2 2 1 2 1 2
2 2 2 2

, ,

ˆ2 2 ,2 ,2 ,2

, d d , d d

2

j k

r

j jj j

k kk k

m

nj k j k j k
j j k k

Lj j k k

r r

r r
w x z x

w y z y

j j k k

T f f x y

m w x w y z x z y

f w w w w f z z z z

′

+ +

+ +

⋅ ⋅

∞
+

=

− ≤ − ≤

− ≤ − ≤

+ + +

 Ψ − − − − 

   
   ×
   
   

∑

∫∫ ∫∫



 ( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

( )

( ) ( )
( )( )

( )

( )

2 1111 2 1 2 1 1 111 2 1 2 2

121
122

1 2 1 2

1 2 1

2 2

1

/
2 2 1 1 2 1 2, , , 1 1, , , 0 2 2

1

2 2 2 1 2 1 21 1
2 2

, , ,

1 1ˆ , d d
2 2

1 1 , d d
2 2

2

jj
r

kk

jj

kk

r

n r r
w xn nj j k k j j k kLj j k k w y

r

r
z xn nj j k k
z y

j j k k n r

j j k k

m f w w w w

f z z z z

+
′

+

+

+

∞

− ≤
− + − +

= − ≤

− ≤
− + − +

− ≤

+ + +

 
 Ψ ⋅
 
 

 
 × ⋅
 
 

≤

∑ ∫∫

∫∫

( ) ( )( )
1 2 1 2

2

2
1

, , ,
0 1

ˆ , .
r

r r
s ij j k k L i

m M f x y
′

∞

= =

Ψ∑ ∏

 

因为1 2r≤ ≤ ，由 Hausdroff-young 不等式得 ( ) ( ) ( )
1 2 1 2 1 2 1 2, , , , , ,ˆ

r rj j k k j j k kL L
m D m

′
Ψ Ψ 。因此， 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ), , ,
,1

2
1

1 22 , 2
1

, ., ,n r n r n r n rj k
r

r r
s iBm

i
T f f x y m M f x y

⋅ ⋅
=
∏  

故引理成立。 

4. 定理 1.1 的证明 

我们先定义证明过程中会用到的两类集合。记 0 表示满足以下条件的 ( )nϕ∈  的全体函数所构成的

集合：suppϕ 是一个紧集，且在原点某个邻域上满足 1ϕ = ；记 1 表示满足以下条件的 ( )nψ ∈  的全体函

数所构成的集合： suppψ 是 { }0\n
 中的紧子集，且函数ψ在某个环形域上值为 1。 

证明：设1 2r≤ < ， 1 2,r p p< < ∞， 1 21 1 1p p p+ = ，
i ii p r pw A A∈ ⊂ ( )1,2i = ， 1 2

1 2
p p p pw w w= 。由文献[12]的

定理 3.6 知 2 pw A A∞∈ ⊂ 。设 ( )4nm L∞∈  ，满足 ( ) ( )2, , ,
,1

,
,

sup n r n r n r n r n n
r

j k Bj k
m

× 
 
 ∈

< ∞
 



，其中 ,j km 由(1.2)式定义。由引理

2.3 (1)可知： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

3 3

1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 2
1 1

3

1 2 1 2 1 1 2 2
, 1

3

, 1 2 1 2
, 1

, , , , , , , ,

, , , , ,

, , ,

j k
j k

j k
j k

j k
j k

m m

m

m

ξ ξ η η ξ ξ η η ξ η ξ η

ξ ξ η η ξ η ξ η

ξ ξ η η

= =

=

=

  = Φ Φ  
  

= Φ Φ

=

∑ ∑

∑

∑

 

其中 ( ) ( ) ( ), 1 , 3j k j kΦ Φ ≤ ≤ 由(2.4)式和(2.5)式定义。 
根据引理 2.3，我们可以将 ,j km 分为四组，逐一估计各组符号所对应的 Fourier 乘子算子

,j kmT 的 ( )pL w

范数。由于在同一组中不同的 ,j km 估计的方法基本一致，所以每组中只选取一个具有代表性的 Fourier 乘
子进行详细推导。 

第 1 组： 
{ } { }1,1 1,1 1 1 2 2 2,2 2,2 1 1 2 2, supp 2, 2 , supp 2, 2 .m m m mξ η ξ η η ξ η ξ⊂ ≤ ≤ ⊂ ≤ ≤  

第 2 组： 

{ } { }1,3 1,3 1 1 2 2 2 3,1 3,1 1 1 1 2 2,supp 2, 8 8 ,supp 8 8 , 2m m m mξ η η ξ η η ξ η ξ η⊂ ≤ ≤ ≤ ⊂ ≤ ≤ ≤  

{ } { }2,3 2,3 1 1 2 2 2 3,2 3,2 1 1 1 2 2,supp 2, 8 8 ,supp 8 8 , 2 .m m m mη ξ η ξ η η ξ η η ξ⊂ ≤ ≤ ≤ ⊂ ≤ ≤ ≤  
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第 3 组： 

{ } { }1,2 1,2 1 1 2 2 2,1 2,1 1 1 2 2,supp 2, 2 ,supp 2, 2 .m m m mξ η η ξ η ξ ξ η⊂ ≤ ≤ ⊂ ≤ ≤  

第 4 组： 

{ }3,3 3,3 1 1 1 2 2 2, supp 8 8 , 8 8m m η ξ η η ξ η⊂ ≤ ≤ ≤ ≤ . 

对第 1 组 Fourier 乘子的估计。考虑乘子 2,2m ，记 1 2,2  m m= ，其支集为： 

 { }1 1 1 2 2supp 2, 2m η ξ η ξ⊂ ≤ ≤  (4.1) 

设ψ 如(1.1)式中所定义(其中 d n= )。若 ( )1 2 1 2 1, , , suppmξ ξ η η ∈ ，则 1 1 1ξ η ξ+ ≈ 且 2 2 2ξ η ξ+ ≈ 。由于有 

{ }supp :1 2 2nψ ξ ξ⊂ ∈ ≤ ≤ ，我们可以选取与 ,j k 无关的函数 0ϕ∈ 和 1ψ ∈  ，使得 

( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2 1 2 1 1 2 2

2 2
1 1 2 1 2 1 1 2 2 1 2 1 2

, , , 2 2

, , , 2 2 2 2 2 2 ,

j k

j k j k j k

m

m

ξ ξ η η ψ ξ η ψ ξ η

ξ ξ η η ψ ξ η ψ ξ η ψ ξ ψ ξ ϕ η ϕ η

+ +

= + +  

 

令 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
1 1 2 1 2 1 1 2 1 2 1 1 2 2 1 2 1 2, , , 2 ,2 ,2 ,2j k j k j km mξ ξ η η ξ ξ η η ψ ξ η ψ ξ η ψ ξ ψ ξ ϕ η ϕ η= + +   ，故 

( ) ( ) ( )( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

1

1 1 1 2 2 2
4

,
1

1 2 1 2

1 1 2 1 2 1 1 1 1 2 2 2 2 1 24

, 1 2 1 2/2 , /2

2 2 , ,

1 ˆ ˆe , , , 2 , 2 , d d
2π

, , .

n

j k j k

j k
m

ix ix j k
n

j km

D D T f f x x

m f f

T f f x x

ξ η ξ η

ψ ψ

ξ ξ η η ψ ξ η ξ ξ ψ ξ η η η ξ η+ + +

⋅ ⋅

= + +

= ∆

∫




 

其中 ( ) ( ), 1 12 2j k
j k f D D fψ ψ∆ =

  。由引理 3.1， 

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )( ), , , ,

1 ,1

1 1,
, 1 2 1 2 1 , 1 1 2 2 1 22 , 2

, , , , ,j k n r n r n r n rj k
r

r rr rj k
j k s j k sm B

T f f x x m M f x x M f x x
⋅ ⋅

∆ ∆   

因此， 

( ) ( ) ( )( )

( )
( ) ( )( ) ( )( )

1

, , ,
,1

1 2
2

1 2 1 2
,

1/2
2 1,

1 , 1 1 2 2 1 2
, ,

2 2 , ,

sup , , .n r n r n r n r
r

j k
m

j k

r rr rj k
s j k sBj k j k

D D T f f x x

m M f x x M f x x

ψ ψ
∈

∈ ∈

 
 
 

   ∆  
  

∑

∑









 

由引理 2.1 及 Hölder 不等式， ( )
( )1 1 2, pm L w

T f f 可以被下面式子估计 

 

( )
( ) ( ) ( )

( )

( )
( ) ( )

( )

( )
( )

, , ,
,1

, , ,
,1 2 21 1

1 22 1
,

1 , 1 2
, ,

1 22 1
,

1 , 1 2
, ,

sup

sup .

n r n r n r n r
r

p

n r n r n r n r
pr

p

r rr rj k
s j k sBj k j k

L w

r rr rj k
s j k sBj k j k L w

L w

m M f M f

m M f M f

∈ ∈

∈ ∈

   ∆  
  

  ≤ ∆  
   

∑

∑













 (4.2) 

由于1 2r≤ < ， 1r p< < ∞，
11 p rw A∈ ，由引理 2.5 和引理 2.2，得 

 ( )
( ) ( )

( )1 1

1 11 1

1 2 1 22 2

, 1 , 1 1
, ,

p

p p

rr

s j k j k L w
j k j k

L w L w

M f f f
∈ ∈

   
∆ ∆ =   

   
∑ ∑

 

   (4.3) 

由于 2r p< < ∞且
22 /p rw A∈ ，故 sM 在 ( )2

2
p rL w 上是有界的， 

 ( )
( )

( )2 22 2

1

2 2 .p
p

rr
s L w

L w
M f f  (4.4) 

结合(4.2) (4.3) (4.4)三个式子的估计，我们得到 
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( )
( )

( )
( ) ( ), , ,1
,1

2
,

1 2 1
, 1

, sup .pin r n r n r n rp ir

j k
m i L wL w Bj k i

T f f m f
∈ =

 
 
 

∏


  

接下来，我们只需要证明下面不等式成立即可， 

 ( )
( ) ( ), , ,, , ,

,1,1

,
1 ,

, ,
sup sup .n r n r n r n rn r n r n r n r

rr

j k
j k BBj k j k

m m
∈ ∈ 

  (4.5) 

设Ψ 如(1.1)式中所定义，其中 2d n= 。由于 ( ) ( ){ }1 1supp 2 , : 2 , 2n
i i i iξ η ξ η− +Ψ ⋅ ⊂ ∈ ≤ ≤  

 ，并且存在 0 0,j k ∈，

使得 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }0 0 0 0
1 2 1 2 1 1 2 2supp 2 , 2 , 2 , 2 .j j k kψ ξ ψ ξ ϕ η ϕ η ξ η ξ η− −⊂ ≤ ≤ ≤ ≤   (4.6) 

由引理 2.4，得 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

, , ,
,1

0 0

, , ,
,10 0

0 0

, , ,
,10 0

,
1 1 2 1 2

,
1 1 2 1 2 1 1 2 2

1 2 1 2 1 1 2 2

2 1 1 2 2 2 1 1

, , ,

, , , 2 , 2 2 , 2

2 ,2 ,2 ,2 2 , 2 2 , 2

2 ,2 2 ,2

n r n r n r n r
r

n r n r n r n r
r

n r n r n r n r
r

j k

B

j k
j k m m

Bj m k

j k
j k j k m m

Bj m k

j j k k

m

m

m

ξ ξ η η

ξ ξ η η ξ η ξ η

ξ ξ η η ξ η ξ η

ξ η ξ η ψ ξ η

=− =−

=− =−

≤ Ψ Ψ

Ψ Ψ

× Φ Φ +

∑ ∑

∑ ∑

 



 





( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,
,1

2 2 1 2 1 2 .n r n r n r n rB
ψ ξ η ψ ξ ψ ξ ϕ η ϕ η

∞

+  

 

由引理 2.4 (2)，得 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

{ } { }( ) ( )

( )

, , ,
,1

, , ,
,1

, , ,
,1

, , ,
,1

1 2 1 2 1 1 2 2

,

2

,

,
,

2 ,2 ,2 ,2 2 , 2 2 , 2

2 ,2 ,2 ,2

max 1,2 2 max 1,2 2

sup ,

n r n r n r n r
r

n r n r n r n r
r

n r n r n r n r
r

n r n r n r n r
r

j k j k m m

B

m m
j k m B

n r n r mn r mn r
j k m B

j k Bj k

m

m

m

m

ξ ξ η η ξ η ξ η

− − − −
+ +

− −
+ +

∈

Ψ Ψ

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

⋅

 

 



 









 

对所有 0j≤ ， 0m k≤ 成立。另一方面，由引理 2.3 (2)和(4.6)式， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 1 1 2 2 2 1 1 2 2 1 2 1 2 ,2 ,2 2 ,2 ,j j k k Cα β
ξ η α βξ η ξ η ψ ξ η ψ ξ η ψ ξ ψ ξ ϕ η ϕ η∂ ∂ Φ Φ + + ≤   

对所有 ,α β 和 ,j k∈成立。所以有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,
,1

2 1 1 2 2 2 1 1 2 2 1 2 1 2
,

sup 2 ,2 2 ,2 .n r n r n r n r
j j k k

Bj k
ξ η ξ η ψ ξ η ψ ξ η ψ ξ ψ ξ ϕ η ϕ η

∞∈
Φ Φ + + < ∞



   

所以(4.5)式成立，即 

( )
( ) ( ) ( ), , ,1

,1

2

1 2 ,
, 1

, sup .pn r n r n r n r ip ir
m j k i L wBL w j k i

T f f m f
∈ =

 
 
 

∏


  

对第二组 Fourier 乘子的估计。考虑 Fourier 乘子 2,3m ，记 2 2,3m m= ，其支集为： 

 { }2 1 1 2 2 2supp 2, 8 8 .m η ξ η ξ η⊂ ≤ ≤ ≤  (4.7) 

设ψ 如(1.1)式中所定义(其中 d n= )。若 ( )1 2 1 2 2, , , suppmξ ξ η η ∈ ，则 1 1 1ξ η ξ+ ≈ 且 2 2 2ξ η η+ ≈ 。由于 

{ }supp :1 2 2nψ ξ ξ⊂ ∈ ≤ ≤ ，我们可以选取与 ,j k 无关的函数 0ϕ∈ 和 1ψ ∈  ，使得 

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 1 2 1 2 1 1 2

2 2

2 1 2 1 2 1 1 2 1 2 2 1

, , , 2 2

, , , 2 2 2 2 2 2 ,

j k

j k j k k j

m

m

ξ ξ η η ψ ξ η ψ η

ξ ξ η η ψ ξ η ψ η ψ ξ ψ ξ ψ η ϕ η

+

= +   

 

令 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 1 1 2 1 2 1, , , 2 ,2 ,2 ,2j k j k j km mξ ξ η η ξ ξ η η ψ ξ η ψ η ψ ξ ψ ξ ϕ η= +   ，那么 
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( ) ( )( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

2

1 1 1 2 2 2
4

,
2

1 2 1 2

2 1 2 1 2 1 1 1 1 2 2 2 1 24

1 2, 1 22 , 2

2 , ,

1 ˆ ˆe , , , 2 , 2 , d d
2

, , ,

n

j k j k

j
m

ix ix j k
n

k

j k km
k

D T f f x x

m f f

T xf f x

ξ η ξ η

ψ

ξ ξ η η ψ ξ η ξ ξ ψ η η η ξ η+ + +

∈

⋅ ⋅
∈

= +
π

= ∆ ∆

∑ ∫

∑







 

 

其中 ( ) ( ), 1 12 2j k
j k f D D fψ ψ∆ =

  ， ( )2 22k
k f D fψ∆ =

 。由引理 3.1，得 

( ) ( ) ( )( )

( )
( ) ( )( ) ( )( )

,
2

, , ,
,1

, 1 2 1 22 , 2

1 1,
2 , 1 1 2 2 1 2

, ,

, , ,

j k j k

n r n r n r n r
r

j k km
k

r rr rj k
s j k s kBk

T f f x x

m M f x x M f x x

⋅ ⋅
∈

∈

∆ ∆

∆ ∆

∑

∑




 

 
 

令 ( )
( ), , ,
,1

,
2 2

,
sup n r n r n r n r

r

j k

Bj k
B m

∈
=



，由 Minkowski 不等式和 Hölder 不等式，得 

( ) ( )( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2

, , ,
,1

1 2
2

1 2 1 2

1 221 1
,

2 , 1 2
,

1 221 1

2 , 1 2

1 21 2

2 2 , 1

2 , ,

sup n r n r n r n r
r

j
m

j

r rr rj k
s j k s kBj kj k

r rr r

s j k s k
k j

r rr r

s k s j k
j

D T f f x x

m M f M f

B M f M f

B M f M f

ψ
∈

∈∈ ∈

∈ ∈

∈

 
 
 

    ∆ ∆      

  ∆ ∆     
  

= ∆ ∆ 
 

∑

∑ ∑

∑ ∑

∑





 

 



 

 

 





( ) ( )
1 21 22 2

2 2 , 1
,

.

k

r rr r

s k s j k
k j k

B M f M f

∈

∈ ∈


 
 
 

  ≤ ∆ ∆  
   

∑

∑ ∑



 

 

 

由引理 2.1 和 Hölder 不等式，得 

( )
( ) ( ) ( )

( )

( )
( )

( )
( )

2

2 12 1

1 21 22 2

1 2 2 2 , 1
,

1 21 22 2

2 2 , 1
,

,

.

p

p

p p

r rr r

m s k s j kL w
k j k

L w

r rr r

s k s j k
k j k

L w L w

T f f B M f M f

B M f M f

∈ ∈

∈ ∈

  ∆ ∆  
   

  ≤ ∆ ∆  
   

∑ ∑

∑ ∑

 

 

 

 



 

由于1 2r≤ < ， 1 2,r p p< < ∞且
11 p rw A∈ ，

22 p rw A∈ ，由引理 2.5 和引理 2.2，得 

( )
( ) ( )

( )1 1

1 11 1

1 2 1 22 2

, 1 , 1 1
, ,

p

p p

rr

s j k j k L w
j k j k

L w L w

M f f f
∈ ∈

   
∆ ∆   

   
∑ ∑

 

    

( )
( ) ( )

( )2 2
22 22

1 2 1 22 2

2 2 2 .p

pp

rr

s k k L w
k k

L wL w

M f f f
∈ ∈

   ∆ ∆  
  

∑ ∑
 

    

故有， 

 ( )
( )

( )
( ) ( ), , ,2
,1

2
,

1 2 2
, 1

, sup .pin r n r n r n rp ir

j k
m i L wL w Bj k i

T f f m f
∈ =

 
 
 

∏


  (4.8) 

下面我们证明 

 ( )
( ) ( ), , ,, , ,

,1,1

,
2 ,

, ,
sup up .s n r n r n r n rn r n r n r n r

rr

j k
j k BBj k j k

m m
∈ ∈ 

  (4.9) 

设Ψ 如(1.1)式中所定义，其中 2d n= 。由于 ( ) ( ){ }1 1supp 2 , : 2 , 2n
i i i iξ η ξ η− +Ψ ⋅ ⊂ ∈ ≤ ≤  

 ，并且存在 0 0,j k ∈，
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使得 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }0 0 0 0
1 2 1 2 1 1 2 2supp 2 , 2 , 2 , 2 .j j k kψ ξ ψ ξ ϕ η ψ η ξ η ξ η− −⊂ ≤ ≤ ≤ ≤   (4.10) 

由引理 2.4，得 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

, , ,
,1

0 0

, , ,
,10 0

, , ,
,1

,
1 2 1 2

1 2 1

2

2 1 1 2 2

2 1 1 2 2 1 1 2 1 23 1

, , ,

2 ,2 ,2 ,2 2 , 2 2 , 2

2 ,2 2 ,2 .

n r n r n r n r
r

n r n r n r n r
r

n r n r n r n r

j k

B

j k
j k j k m m

Bj m k

j j k k

B

m

m

ξ ξ η η

ξ ξ η η ξ η ξ η

ξ η ξ η ψ ξ η ψ η ψ ξ ψ ξ ϕ η
∞

=− =−

Ψ Ψ

× Φ Φ +

∑ ∑  



 

  

由引理 2.4 (2)，得 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

, , ,
,1

, , ,, , ,
,1,1

1 2 1 2 1 1 2 2

, ,
,

2 ,2 ,2 ,2 2 , 2 2 , 2

2 ,2 ,2 ,2 sup ,

n r n r n r n r
r

n r n r n r n rn r n r n r n r
rr

j k j k m m

B

m m
j k m j k BB j k

m

m m

ξ ξ η η ξ η ξ η

− − − −
+ +

∈

Ψ Ψ

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

 

 






 

对所有 0j≤ ， 0m k≤ 成立。另一方面，由引理 2.3 (2)和(4.10)式， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 1 1 2 2 1 1 2 1 2 13 ,2 ,2 2 ,2 ,j j k k Cα β
ξ η α βξ η ξ η ψ ξ η ψ η ψ ξ ψ ξ ϕ η∂ ∂ Φ Φ + ≤   

对所有 ,α β 和 ,j k∈成立。所以有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,
,1

2 1 1 2 23 1 1 2 1 2 1
,

sup 2 ,2 2 ,2 .n r n r n r n r
j j k k

Bj k
ξ η ξ η ψ ξ η ψ η ψ ξ ψ ξ ϕ η

∞∈
Φ Φ + < ∞



   

故(4.9)式成立。结合(4.8)式，得 

( )
( ) ( ) ( ), , ,2

,1

2

1 2 ,
, 1

, sup .pn r n r n r n r ip ir
m j k i L wBL w j k i

T f f m f
∈ =

 
 
 

∏


  

对第三组 Fourier 乘子的估计。考虑 1,2m ，令 3 1,2m m= ，其支集为： 

{ }3 1 1 2 2supp 2, 2 .m ξ η η ξ⊂ ≤ ≤  

设ψ 如(1.1)式中所定义(其中 d n= )。若 ( )1 2 1 2 3, , , suppmξ ξ η η ∈ ，则 1 1 1ξ η η+ ≈ 且 2 2 2ξ η ξ+ ≈ 。由于 

{ }supp :1 2 2nψ ξ ξ⊂ ∈ ≤ ≤ ，我们可以选取与 ,j k 无关的函数 0ϕ∈ 和 1ψ ∈  ，使得 

( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3 1 2 1 2 1 1 2 2

2 2

3 1 2 1 2 1 1 2 2 2 1 1 2

, , , 2 2

, , , 2 2 2 2 2 2 ,

j k

j k k j j k

m

m

ξ ξ η η ψ ξ η ψ ξ η

ξ ξ η η ψ ξ η ψ ξ η ψ ξ ψ η ϕ ξ ϕ η

+ +

= + +  

 

令 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
3 1 2 1 2 3 1 2 1 2 1 1 2 2 2 1 1 2, , , 2 ,2 ,2 ,2j k j k j km mξ ξ η η ξ ξ η η ψ ξ η ψ ξ η ψ ξ ψ η ϕ ξ ϕ η= + +   ，有 

( ) ( ) ( )( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

3

1 1 1 2 2 2
4

,
3

1 2 1 2

3 1 2 1 2 1 1 1 1 2 2 2 2 1 24

1 2 1 22 , 2

2 2 , ,

1 ˆ ˆe , , , 2 , 2 , d d
2

, , ,

n

j k j k

j k
m

ix ix j k
n

k jm

D D T f f x x

m f f

T f f x x

ξ η ξ η

ψ ψ

ξ ξ η η ψ ξ η ξ ξ ψ ξ η η η ξ η+ + +

⋅ ⋅

= + +
π

= ∆ ∆

∫


 

 

其中 ( )1 12k
k f D fψ∆ =

 ， ( )2 22 j
j f D fψ∆ =

 。由引理 3.1，得 

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )( ), , , ,

3 ,1

1 1,
1 2 1 2 3 1 1 2 2 1 22 , 2
, , , ,,j k n r n r n r n rj k

r

r rr rj k
k j s k s jm B

T f f x x m M f x x M f x x
⋅ ⋅

∆ ∆ ∆ ∆     

因此，我们有 
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( ) ( ) ( )( )

( )
( ) ( )( ) ( )( )

3

, , ,
,1

1 2
2

1 2 1 2
,

1 21 2
2 2,

3 1 1 2 2 1 2
,

/ 2 / 2 , ,

sup , , .n r n r n r n r
r

j k
m

j k

r rr rj k
s k s jBj k k j

D D T f f x x

m M f x x M f x x

ψ ψ
∈

∈ ∈ ∈

 
 
 

    ∆ ∆   
    

∑

∑ ∑





 

 

 

由引理 2.1 及 Hölder 不等式， ( )
( )3 1 2, pm L w

T f f 可以由下面式子估计， 

( )
( ) ( ) ( )

( )

( )
( ) ( )

( )
( )

( )

, , ,
,1

, , ,
,1

1 21 2

1 21 22 2
,

3 1 2
,

1 21 22 2
,

3 1 2
,

sup

sup .

n r n r n r n r
r

p

n r n r n r n r
r

p p

r rr rj k
s k s jBj k k j

L w

r rr rj k
s k s jBj k k j

L w L w

m M f M f

m M f M f

∈ ∈ ∈

∈ ∈ ∈

    ∆ ∆         

   ≤ ∆ ∆         

∑ ∑

∑ ∑



 



 

 

 

 

由于1 2r≤ < ， 1 2,r p p< < ∞，
11 /p rw A∈ ，

22 p rw A∈ ，由引理 2.5 和引理 2.2，得 

( )
( ) ( )

( )

( )
( ) ( )

( )

1 1
11 11

2 2

2 22 2

1 2 1 22 2

1 1 1

1 2 1 22 2

2 2 2 .

p

pp

p

p p

rr

s k k L w
k k

L wL w

rr

s j j L w
j j

L w L w

M f f f

M f f f

∈ ∈

∈ ∈

   ∆ ∆  
  

   
∆ ∆   

   

∑ ∑

∑ ∑

 

 

 

 

 

 

 

所以，有下面不等式成立， 

( )
( )

( )
( ) ( ), , ,3
,1

2
,

1 2 3
, 1

, sup .pin r n r n r n rp ir

j k
m i L wL w Bj k i

T f f m f
∈ =

 
 
 

∏


  

同(4.5)式的估计，我们有下面式子成立 
( )

( ) ( ), , ,, , ,
,1,1

,
3 ,

, ,
sup sup .n r n r n r n rn r n r n r n r

rr

j k
j k BBj k j k

m m
∈ ∈ 

  

故，我们可以得到 

( )
( ) ( ) ( ), , ,3

,1

2

1 2 ,
, 1

, sup .pn r n r n r n r ip ir
m j k i L wBL w j k i

T f f m f
∈ =

 
 
 

∏


  

对第四组 Fourier 乘子的估计。令 4 3,3m m= ，这里的证明与第二组相似，我们仅给出关键的步骤， 

( )( )
( )

( ) ( )( ) ( )( )

( )
( ) ( )( ) ( )( )

4

, , ,
,1

, , ,
,1

1 2 1 2

1 1,
4 , 1 1 2 , 2 1 2

,

1 2 1 2
2 2,

4 , 1 1 2 , 2 1 2
, , ,

, ,

, ,

sup , , ,

n r n r n r n r
r

n r n r n r n r
r

m

r rr rj k
s j k s j kBj k

r rr rj k
s j k s j kBj k j k j k

T f f x x

m M f x x M f x x

m M f x x M f x x

∈

∈ ∈ ∈

∆ ∆

   
≤ ∆ ∆   

   

∑

∑ ∑





 

 

 

  

其中 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
4 1 2 1 2 4 1 2 1 2 1 2 1 2, , , 2 ,2 ,2 ,2j k j k j km mξ ξ η η ξ ξ η η ψ ξ ψ ξ ψ η ψ η=   ， ( ) ( ), 1 12 2j k

j k f D D fψ ψ∆ =

  ， 

( ) ( ), 2 22 2j k
j k f D D fψ ψ∆ =

  。考虑对 ( )4 1 2,
m

T f f 取 ( )pL w 范数， 

( )
( )

( )
( ) ( )

( )

( )
( ) ( )

, , ,4
,1

, , ,
,1

1 222
,

1 2 4 ,
, ,1

2
,

4
, 1

, sup

sup .

n r n r n r n rp
r

pi i

pin r n r n r n r ir

rrj k
m s j k iL w Bj k j ki

L w

j k
i L wBj k i

T f f m M f

m f

∈ ∈=

∈ =

   ∆  
   

 
 
 

∑∏

∏











 

同(4.9)式的估计，我们有 
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( )
( ) ( ), , ,, , ,

,1,1

,
4 ,

, ,
sup sup .n r n r n r n rn r n r n r n r

rr

j k
j k BBj k j k

m m
∈ ∈ 

  

因此，我们有下列不等式成立： 

( )
( ) ( ) ( ), , ,4

,1

2

1 2 ,
, 1

, sup .pn r n r n r n r ip ir
m j k i L wBL w j k i

T f f m f
∈ =

 
 
 

∏


  

综上所述，定理 1.1 成立。 

5. 结论 

本文研究了一类满足 Besov 正则性条件的双线性双参数 Fourier 乘子。在适当条件下，借助二进制单

位分解构造尺度截断乘子，结合 Littlewood-Paley 理论，通过精细的频域分解与逐点估计，证明了这一类

多参数乘子算子在加权的 pL 空间上的有界性。得到的结果推广了经典单参数框架下的 Hörmander 型乘子

理论，细化了双参数情形对应的 Besov 正则性条件，进一步丰富了多参数 Fourier 乘子理论体系。 
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