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摘  要 

本文致力于研究Choquard方程 

( ) ( )( )( ) ( ) 
 
 

2 1 , ,p p Nu V x u I u G u u u g u x
pα

−−∆ + = + + ∈∗    

其中 3N ≥ ， ( )0, Nα ∈ ， ( ) ( )∫0 d
u

G u g s s= ，
2

Np
N

α+
=

−
为Hardy-Littlewood-Sobolev上临界指数， Iα

是Riesz势。当正位势V 的倒数可积且扰动项 g 满足适当条件时，我们利用变分方法证明上述问题存在

Nehari型基态解。 
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Abstract 
This paper is devoted to the study of the Choquard equation  

( ) ( )( )( ) ( ) 
 
 

2 1 , ,p p Nu V x u I u G u u u g u x
pα

−−∆ + = + + ∈∗   

where 3N ≥ , ( )0, Nα ∈ , ( ) ( )∫0 d
u

G u g s s= , 
2

Np
N

α+
=

−
 is the upper critical Hardy-Littlewood-

Sobolev exponent, and Iα  is the Riesz potential. When the positive potential V  is reciprocally 
integrable and the perturbed term g  satisfies suitable conditions, we prove the existence of 
Nehari-type ground state solutions to the above problem by variational methods. 

 
Keywords 
Choquard Equations, Upper Critical Hardy-Littlewood-Sobolev Exponent, Reciprocally Integrable 
Potential, Nehari-Type Ground State Solutions 

 
 

Copyright © 2026 by author(s) and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY 4.0). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 引言 

本文研究 Choquard 方程 

 ( ) ( )( )( ) ( )2 1 , ,p p Nu V x u I u G u u u g u x
pα

− 
−∆ + = + + 


∗ ∈


  (1.1) 

其中 3N ≥ ， ( )0, Nα ∈ ， ( ) ( )
0

d
u

G u g s s= ∫ ，
2

Np
N

α+
=

−
为 Hardy-Littlewood-Sobolev 上临界指数并且 Iα 是

由下式定义的 Riesz 势： 

( ) { }
2

2 , 0 .
2

2

\N
N

N

N

I
x

x xα
αα

α

α −

− Γ 
 = ∈

 Γ π 
 

  

同时，V 和 g 满足以下条件： 
• (V1)： ( ),NV C∈   且 ( )inf 0

Nx
V x

∈
>



； 

• (V2)： ( )11 NL
V
∈  ； 

• (G1)： ( ),g C∈   ，且存在 1λ > 使得 ( ) ( ) 0g s s G sλ≥ ≥ ， s∀ ∈； 

• (G2)：
( ) ( )

( ) ( )2 20
lim lim 0N Ns s

g s g s
s sα α+ −→ →∞

= = ； 

• (G3)：存在 0 0C > ，使得对任意 0s ≥ ，都有 ( ) 0
qG s C s≥ ，其中 
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 + +
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• (G4)： g 是单调不减的。 
方程(1.1)的一般形式为 

 ( ) ( )( ) ( ) , .Nu V x u I F u f u xα ∗−∆ + = ∈  (1.2) 

近些年来，方程(1.2)得到众多学者的广泛关注(参见文献[1]-[15])。方程(1.2)的物理原型为 Choquard-Pekar
方程 

 ( )2 3
2 .,u u I u u x∗−∆ + = ∈  (1.3) 

Pekar 在文献[16]中率先研究了方程(1.3)，将其用来刻画静止极化子的量子理论。此后，Choquard (参见文

献[17])借助该方程描述被自身空穴束缚的电子。Penrose 在文献[18]中把该方程运用于自引力物质的研究

框架，从量子态引力坍缩的角度重新阐释该模型，在此背景下方程(1.2)也被称为薛定谔–牛顿方程。在

Lieb [17]和Lions [19]的开创性工作中，他们通过变分法证明了非平凡解的存在性。对于自治情形 ( ) 1V x ≡ ，

Moroz 和 Van Schaftingen 在文献[12]中证明：在非线性项 f 满足一般的“Berestycki-Lions 假设”时，方程

(1.2)存在基态解。通常，( ) ( )2N Nα+ − (或 ( )N Nα+ )被称为 Hardy-Littlewood-Sobolev 上(或下)临界指

数(参见文献[20])。针对上临界情形，Li 和 Ma 在文献[9]中研究了带非局部项的 Brezis-Nirenberg 型问题 

 2 2
2 2 ,,

N N q NN Nu u I u u u u u x
α α

α λ
+ +

− −
− −

 −∆ + = ∗ + ∈ 
 

  (1.4) 

在 0λ > ，并且满足 

*

4 6, 3,
22 2 : , 4,

2

q N
Nq N

N

< < =



< < = ≥ −

 

的假设条件下，他们证明(1.4)存在非平凡解。在文献[21]中，Alves-Gao-Squassina-Yang 进一步研究了一

类上临界问题 

( ) ( ) ( )( ) ( )3

6
4 31d , ,

6
u y G u y

u V x u y u u g u x
x y

µ
µ

µε
µ

−
−

 +   −∆ + = + ∈   −−   
∫


  

并且证明：当下列条件全部成立时，该方程存在基态解。 
• (V)： ( )3 ,V C∈   是有界函数且 ( ) ( )3min0 : min ini fl m

x x
V x V xκ κ∞∈ →∞

< = < = < ∞


； 

• (g1)：存在 ( )6 3 6q pµ µ− < ≤ < − ， 5 6µ ζ µ− < < − 以及 0 1, 0c c > 使得对所有 s∈，有 

( ) ( )1 1
0

q pg s c s s− −≤ + 和 ( ) 1G s c s ζ≥ ； 
• (g2)：存在 2λ > ，对任意 s +∈ 有 ( ) ( )0 2G s g s sλ< ≤ ； 
• (g3)： ( )g s 在 +

 上严格递增。 
近期，Guo 和 Gui [2]研究了如下带 Hardy 位势和临界指数的 Choquard 型问题 

 ( ) ( )( )( ) ( ) { }2
2

1 , 0 ,\p p Nu V x u I u G u u u g u x
px

α
θ −   

 −∆ + − = + + ∈ 
  

∗
 

  (1.5) 

其中 ( )20 2 4Nθ< < − ， ( ) ( )
0

d
u

G u g s s= ∫ ，V 和 g 满足 
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• ( 1V ′ )： ( )1 ,NV C∈   ，并且存在一个正数
( )222

2 4
Nαλ θ

 −+  < −
 
 

使得 

( )( ) { }2
2, , 0\NV x x x
x
λ

∇ ≤ ∈ 且 ( )( )lim , 0
x

V x x
→∞

∇ = ； 

• ( 2V ′ )： ( ) ( ) 0: lim 0, N

x
V V x V V x V x∞ ∞→∞

= = ≥ ≥ > ∈ ； 

• ( 1G′ )： ( ) ( ), , 0,g C g s s s∈ ≥ ∈  ； 

• ( 2G′ )：
( ) ( )

( ) ( )2 20
lim lim 0N Ns s

g s g s
s sα α+ −→ →∞

= = ； 

• ( 3G′ )：存在常数 0 0C > ，使得对所有 0s ≥ ，有 ( ) 0
qG s C s≥ ，其中 

4max , 2
2

N p q p
N N
α β+ − + < < − 

且
( )22 2 4

2
N N θ

β
− − − −

= 。 

他们证明(1.5)存在非平凡解。 
目前针对带有倒数可积位势的 Choquard 型方程的研究尚且较少。受文献[2] [4]的启发，本文针对

Hardy-Littlewood-Sobolev 上临界指数情形，考察含有倒数可积位势与上临界指数的一般非线性 Choquard
方程，得到方程(1.1)基态解的存在性结果。 

首先，我们定义工作空间 

( ) ( ){ }21 : d .N
Nu H V x u x= ∈ < ∞∫



  

若位势 ( )V x 满足(V1)和(V2)条件，则是 Hilbert 空间，其内积定义为 

( ) ( )( ), d .Nu v u v V x uv x= ∇ ∇ +∫


  

本文记号约定如下： 

• ( )( )
1
2

2 2 d
N

u u V x u x
 

= ∇ +  
 
∫



； 

• ( )( )1p NL p≤ < ∞ 表示 Lebesgue 空间，其范数为 ( )
1

dN
p p

pu u x= ∫


； 

• ( )0Bρ 表示以原点为中心、半径为 0ρ > 的开球； 
• 10 2, ,,,C C C C 用来表示不同正的常数； 
• 若 0ε → ，有 ( )1 2C A Cε ε ε≤ ≤ ，则记 ( )A ε 为 ( )O ε+ 。 

显然，方程(1.1)在上对应的能量泛函为 

( ) ( ) ( )( ) ( )2 2
2

1 1 1d d .
2 2 2N NJ u u V x u x I F u F u x

p α ∗= ∇ + −∫ ∫
 

 

其中 ( ) ( )
0

d
u

F u p f s s= ∫ ， ( ) ( )2 1pf u u u g u
p

−= + 。 

设 { } ( ){ }: 0 : , 0u J u u′= ∈ =  为 J 的 Nehari 流形，若存在 u ∈ 满足 ( ) 0J u′ = 且 ( ) infJ u J=


，

则称 u 为方程(1.1)的 Nehari 型基态解。 
我们用 Sα 表示 Sobolev 嵌入最佳常数 

( ) ( ){ }2 1,2
2: inf : , d 1 .N

p pNS u u D I u u xα α ∗= ∇ ∈ =∫


  
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根据文献[20]， Sα 的极值函数为 

( )
( )

2
2

2
22 2

,

N

NU x C
x

ε
ε

ε

−

−=

+

 

其中 0C > 为固定的常数， 0ε > 为任意参数。 
本文的主要结果如下： 
定理 1.1 设 3N ≥ ， ( )0, Nα ∈ ，且V 和 g 分别满足(V1)~(V2)和(G1)~(G4)，则问题(1.1)存在 Nehari 型

基态解。 
本文结构如下：第 2 节给出若干预备结果，第 3 节致力于定理 1.1 的证明。 

2. 预备引理 

本节给出后续证明所需的预备引理。参照文献[22]中引理2.4的论证方法，可以得到下面的嵌入结果。 
引理 2.1. 假设V 满足(V1)~(V2)，则 
(i) 对任意 *1,2q  ∈  ，连续嵌入于 ( )q NL  。 
(ii) 对于任意 )*1,2q ∈  ，紧嵌入于 ( )q NL  。 
下面是经典的 Hardy-Littlewood-Sobolev 不等式。 

引理 2.2. ([20]) 设 ( )0, Nα ∈ ， , 1p r > 满足
1 1 1
p r N

α
+ = + 。若 ( )p Nf L∈  ， ( )r Ng L∈  ，则存在常数

( ), , , 0S N p rα > 使得 

 ( ) ( )d , , , .N p rI f g x S N p r f gα α∗ ≤∫


 (2.1) 

下述非局部形式的 Brezis-Lieb 引理是紧性分析的重要工具，其证明参见文献[1]引理 2.2。 
引理 2.3. 设(G1)和(G2)条件成立且 nu u 于 ( )1 NH  ，则 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )d d d 1 .N N Nn n n nI F u F u x I F u u F u u x I F u F u x oα α α= − − + +∗ ∗ ∗∫ ∫ ∫
  

 

3. 变分结构和主要结果的证明 

我们先利用条件(G1)和(G2)给出非线性项 ( )g s 的增长控制。由假设易知，存在常数 0C > 使得 

 ( ) 1 .p
Ng s C s s
α

− ≤ + 
 

 (3.1) 

进一步，对任意 0ε > 以及 ,Np p
N
α+ ∈ 

 
，存在常数 0Cε > ，满足 

 ( ) 1 1 , .p p
Ng s s s C s s
α

εε − − ≤ + + ∀ ∈ 
 

  (3.2) 

接下来，我们验证能量泛函 J 具有山路几何结构。 
引理 3.1. 设定理 1.1 的条件成立，则 :J → 满足 
(i) 存在 0ρ > ，使得 ( )inf 0

u
J u

ρ=
>



； 

(ii) 存在 e∈且 e ρ>


使得 ( ) 0J e < 。 
证明：(i) 由 Sα 的定义，有 

( ) 2d .N
p p ppI u u x S uα α

−∗ ≤∫



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由引理 2.1(i)、引理 2.2 和(3.1)，得 

( ) ( )( ) ( )
( )2

2 2 2
1

1 1 1d .
2 2 2N

N
p

NJ u F u uu I F x u C u u
p

α

α

+ 
= − ≥ − + 

 
∗∫



   
 

注意到 2 2p > ，
2 2 2N

N
α+
> ，所以存在 0ρ > ，使得 ( )inf 0

u
J u

ρ=
>



。 

(ii) 对任意 { }0u∈ ，因 1p > ，当 t →+∞时，有 

( ) ( )
2 2

2 d .
2 2 N

p
p pt tJ tu u I u u x

p α ∗≤ − → −∞∫



 

故存在 0 0t > 满足 0t u ρ>


且 ( )0 0J t u < ，取 0e t u= 。结论得证。                                  
根据引理 3.1 和极小极大原理[23]，存在{ }nu ⊂，使得 

 ( )nJ u m→ 且 ( ) 0,nJ u′ →  (3.3) 

其中
[ ]

( )( )
0,1

inf max
t

m J t
γ

γ
∈Γ ∈

= 以及 

 [ ]( ) ( ) ( ) ( )( ){ }0,1 , : 0 0, 1 1 0 .C Jγ γ γ ρ γΓ = ∈ = > <且


  (3.4) 

显然 0m > 。 
引理 3.2. 设定理 1.1 的条件成立，则 

( ) ( ) ( )
2

 1 , , , 0.
2
tJ u J tu J u u u t− ′≥ + ∀ ∈ ≥  

特别地，若 u∈ ，则 ( ) ( )0maxtJ u J tu≥= 。 
证明：类似于[4]引理 3.3 的证明，根据(G4)，对任意 ,s t∈有 

 ( ) ( )0 ,F t F s≤ ≤  (3.5) 

且 
 ( ) ( ) ( ) ( ).pf s t pf s s F t F s≤ + −  (3.6) 

注意到 

( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )

2

2

1 ,
2

1 1 ,
2 N N N

tJ u J tu J u u

I tu tu IF F u u p t I u f uF uF F
p α α α∗ ∗

− ′−

= + ∗

−

− −∫ ∫ ∫
  

 

记 v tu= ，结合(3.5)和(3.6)，则 

( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )

2

2

2 2

2

2

12 ,
2

1

1 2

2 11 2

2

N N N

N N

N N

N N N

N

F F F F F

F F F

tp J u J tu J u u

I v v I u u t I u pf u u

I u t pf u u t pf u v u I v v

I u t pf u u t u t v I v v

I v v t I u u t I u v

I

F

F F F F F

F F F F F F

F vF v

α α α

α α

α α

α α α

α

 − ′− − 
 

= − + −

 = + − − + 
 ≥ + − − +

∗ ∗ ∗

∗ ∗

∗ − ∗

∗
 

≥ + −

≥

∗ ∗

∗ −

∫ ∫ ∫
∫ ∫

∫ ∫
∫ ∫ ∫

∫

  

 

 

  



( )( ) ( )( )2
0.Nt I u uF Fα ∗ ≥∫


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取 u∈ ，则 ( ) ( )0maxtJ u J tu≥= 。因此，结论得证。                                               

引理 3.3. 设定理 1.1 的条件成立，则 11 1
2 2

p
pm S

p α
− 

< − 
 

。 

证明：对任意 0ε > ，设 ( ) ( ) ( )u x x U xε εψ= ， Nx∀ ∈ ，其中 [ ]( )0 , 0,1NCψ ∞∈  为截断函数满足：存

在 0ρ > ，在 ( )0Bρ 上 1ψ ≡ ，在 ( )2 0\N B ρ 上 0ψ ≡ 。对任意 0ε > ，我们有以下估计(参见[2])： 

 ( )2 2
2 ;Nu S Oε α ε −

+∇ = +  (3.7) 

 ( ) ( )1 d 1 ;N

p p NI u u x Oα ε ε ε+≥∗> −∫


 (3.8) 

 

( )

( )
( )

2 2
2

2

, 3,

ln , 4,

, 5;

O N

O Nu

O N

ε

ε

ε ε

ε

+

+

+

=
 == 


≥

 (3.9) 

 ( )
( )

( )

( )

2
2 2

2
2 2

2
2 2

ln , if 2 ,

d ~ , if 2 ,

, if 2 ,

N

N N q

N Np q q

N N q

N q

I u u x N q

N q

α

α

α ε ε

α

ε ε α

ε α

ε α

+ −
−

− −
+

+ −
−

∗


= −



 > −


 < −

∫


 (3.10) 

其中
2

N Nq p
N N
α α+ +
< < =

−
。根据 G3 和(3.10)可得 

 ( )
2

2 2 .d ~N

N N qp qI u u x
α

α ε ε ε
+ −

−
∗∫



 (3.11) 

由 ( )
0

lim 0
t

J tuε→
= 及 ( )lim

t
J tuε→+∞

= −∞知，存在 0tε > 使得 ( ) ( )
0

max
t

J t u tuJε ε ε>
= 。接下来我们证明 tε 有界，假

若不然，不妨设 tε → +∞ ( )0ε → 。由(3.7)~(3.9)，得 

 
( ) ( )( )

( ) ( )

2

2 2 2 2 2

2 2 0

2 2

2 22

d d

        max 1

N B

x

u u V x u x u V x u x

V x u S ou

ρ
ε ε ε ε ε

ε ε αρ≤

+ +

+ =

= ∇

+

= ∇

≤ ∇

∫ ∫




 (3.12) 

及 

( ) ( )d 1 1 .N

p pI u u x oα ε ε = +∗∫


 

因此 

 
( ) ( )( ) ( )

( )

2
2

2 2
2

1 d
2 2

           d ,
2 2

N

N

p
p p

t
J t u u I F t u F t u x

p
t t

u I u u x
p

ε
ε ε ε α ε ε ε ε

ε ε
ε α ε ε

= −

≤ →

∗

∗− −∞

∫

∫









 (3.13) 

这与 ( ) 0J t u mε ε ≥ > 矛盾，所以 tε 有界。类似地， 0liminf 0tε ε→ > ，假若不然，由(3.12)与(3.13)，得

( )0liminf 0J t uε ε ε→ ≤ ，这也与 ( ) 0J t u mε ε ≥ > 矛盾。根据(G3)与(3.11)，对充分小的 0ε > ，有 
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( ) ( ) ( )( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

( )

2 2
2 2
2

2 2
22
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2
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2 21 2 2
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1d d
2 2 2

sup d
2 2

 d max
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, 3
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2 2
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p
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t

p
p
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J t u u V x u x I F t u F t u x

p

u
t I u u x

p
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p
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S O K

t

O N
p

ε ε
ε ε ε ε α ε ε ε ε

ε
α ε ε

ε ε
α ε ε ε ερ

α

α

ε
ε ε ε ε

>

≤

+ −
−−−

+ +

= ∇ + −

 ∇
 ≤ −
 
 

− ∗ +

=
  

≤ − + − +      

∗



∗

∫ ∫

∫

∫

 





2
3

1

4
, 5

1 1
2

.
2

p
p

K N

S
p α

ε

−


 =
 ≥

 
< − 
 

  

因此，我们得到 

 11 1
2 2

.
p

pm S
p α

− 
< − 
 

 (3.14) 

因此，引理得证。                                                                            
定理 1.1 的证明：由(3.3)，我们可以获得一个 PS 序列{ }nu ⊂，满足 ( )nJ u m→ 且 ( ) 0nJ u′ → 。取

{ }1 min , pθ λ< ≤ ，根据(G1)，得 

( ) ( )

( )( )( ) ( ) ( )2

2

11 ,
2

1 1 1 11 d
2 2 2
1 1
2

.
2

N

n n n n

p p
n n n n n n n

n

m u J u J u u

pu I u G u u G u g u u x
p

u

α

θ

θ θ θ

θ

′+ + ≥ −

   = − − ∗ + − + −        
 ≥ − 
 

∫








 

注意到
1 1 0
2 2θ
− > ，故{ }nu 有界。结合引理 2.1(ii)，有 

( ) ( )*

 in 
 a.e. on 

 in

;

 

;

1 2 .

n
N

n

s N
n

u u
u u

u u L s


 →
 → ≤ <









 

所以 ( ) 0J u′ = 。接下来，我们证明 0u ≠ 。假若 0u = ，则 ( )( )*0 in 1 2s N
nu L s→ ≤ < 。根据(3.2)和引理

2.2 可得 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )
( )( ) ( ) ( )

d d

d

d 1

N N

N

N

p p
n n n n n

n n n

n n

I u g u u x I u G u x

I G u g u u x

I G u G u x o

α α

α

α

∗ ∗

∗

∗

=

=

= =

∫ ∫
∫
∫

 





 (3.15) 

利用 ( ) ( ), 1n nJ u u o′ = 和(3.15)，得到 

 
( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2d d

d

d 1

1 .

N N N

N

n n n n n

p p
n n

u V x u I F u f u u x o

I

x x

oxu u

α

α

∇

=

∗+ = +

+∗

∫ ∫ ∫
∫

  



 (3.16) 
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由(V1)知 ( ) 2d 0N n xV x u ≥∫


，所以(3.16)蕴含 

 ( ) ( )2

2 1 .dN

p p
n n nu I u u oxα≤ ∗∇ +∫



 (3.17) 

根据 Sα 的定义，我们可以得到 

( )
1

21
2d .N

p p p
n n nI u xu S uα α

−  ≤ ∇  
∗∫



 

令 ( ) dN

p p
n n n xI u uασ = ∗∫



，
2

2n nuτ = ∇ ，结合(3.17)可得， ( )
1

1 1 1p
n n nS S oα ασ τ σ− −≤ ≤ + 。因为{ }nσ 和{ }nτ 为

有界数列，所以存在收敛子列使得 nσ σ→ ， nτ τ→ ，且
1

1p Sασ σ−≤ 。若 0σ = ，则 0τ = 。由(3.15)和(3.16)
知 

( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( )

2 2
2

1
1 1 1
2

d d
2 2

1 .

N N

n

n n n nx

m o J u

u V x u I F u F u
p

x

o

α ∗

+ =

= ∇ + −

=

∫ ∫
 

 

这与 0m > 矛盾，故 0σ > ，进而 1
p

pSασ −≥ 且
1

1
p

p pS Sα ατ σ −≥ ≥ 。结合(3.16)式有 

( ) ( ) ( ) ( )11 1 1 11 1 1
2 2 2 2

.
p

p
n nm o J u o S o

p p ασ −   
+ = = − + ≥ −   


+

  
 

即 11 1
2 2

p
pm S

p α
− 

≥ − 
 

，这与(3.14)式矛盾，因此 0u ≠ 。记 n nv u u= − ，则在中 0nv  ，由引理 2.3，有 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 .n nJ v J u J u o m J u o= − + = − +  (3.18) 

由引理 2.1(ii)，在 ( )( )*1 2s NL s≤ < 中 0nv → ，类似于[2]引理 3.4 的证明，有 

 ( )( ) ( ) ( ) ( )2 d1 d 1N N

p p p
n n n n n n n nI F u u u v g u v I v v o

p
x xα α

− 
+ = 

 
∗ ∗ +∫ ∫

 

 (3.19) 

及 

 ( )( ) ( ) ( ) ( )d d 1 .N N

p p
n n n nI F v F v I v xv oxα α∗ ∗= +∫ ∫

 

 (3.20) 

注意到 ( ) 0nJ u′ → ，结合(3.19)得 

 

( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

2 2

d

1 ,

1d

1 .d d d

N N N
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n n n n

o J u v

u v x V x u v I F u u u v g u v
p

v

x

x x xV x v I v v o

α

α

−

′=

 
= ∇ ∇ + − + 

 

= ∇ + −

∗

∗ +

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

  

  

 (3.21) 

令 ( ) dN

p p
n n n xI v vασ = ∗∫



，
2

2n nvτ = ∇ 。设 nσ σ→ ， nτ τ→ ，由(3.21)式和 Sα 定义有 ( )1n n oτ σ≤ + 及

( )
1

1 1 1p
n n nS S oα ασ τ σ− −≤ ≤ + 。因此

1
1p Sασ σ−≤ 。下证 0σ = ，假若 0σ ≠ ，则有 1

p
pSασ −≥ 且

1
1

p
p pS Sα ασ στ −≥ ≥ ≥ 。

由(3.18)、(3.20)与(3.21)得 
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( ) ( ) ( )
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∗

∗
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
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 (3.22) 

取 { }1 min , pθ λ< ≤ ，根据(G1)，得 
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θ
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





 

结合(3.22)，得到 11 1
2 2

p
pm S

p α
− 

> − 
 

。这与(3.14)式矛盾，因此 0σ = 且 0τ = 。结合(3.21)，得到 

( ) ( )2d 1N n xV x v o=∫


。由此推知在中 0nv → 且 ( )J u m= 。再注意到 u ∈，所以 

( ) ( )inf .
v

m J u J v
∈

= ≥


 

结合(3.4)和引理 3.2 有 

( )
[ ]

( )( ) ( ) ( )
0,1 0

inf max inf max inf ,
v vt t

J u m J t J tv J v
γ

γ
∈Γ ∈ ∈∈ >

= = ≤ =
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则 ( ) ( )inf
v

mJ u J v
∈

= =


。所以，u 是方程(1.1)的基态解。                                            
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