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摘  要 

该文得到了具有多重卷积结构的黎曼流形是梯度 h -近Ricci孤立子的充要条件。作为应用，在关于卷积函

数或基流形和纤维流形上梯度向量场的一些自然假设下，运用强极值原理，证明了具有多重卷积结构的

梯度 h -近Ricci孤立子的不存在性结果，即这样的孤立子只能是黎曼直积流形。 
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Abstract 
In this paper, we derive necessary and sufficient conditions for a multiply warped product manifold 
to be a gradient h -almost Ricci soliton. As applications, under some natural assumptions on the 
warping functions or the gradient vector fields on the base and fiber manifolds, we obtain the non-
existence results of gradient h -almost Ricci solitons with multiply warped product structure by 
applying the strong maximum principle, i.e., such solitons are Riemannian product manifolds. 
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1. 引言及主要结果 

1982 年，Hamilton 在文献[1]中创建了 Ricci 流理论，并提出了可用其作为破解庞加莱猜想的解析方

法。后来，进一步得到了 Ricci 流上的自相似解-Ricci 孤立子。之后，Pigola 等[2]提出了近 Ricci 孤立子

的概念，并对其性质进行了研究。2017 年，Gomes 等[3]将近 Ricci 孤立子推广到 h -近 Ricci 孤立子，即

若黎曼流形 ( ),nM g 上存在光滑向量场 X 和光滑函数 , : nh Mλ →  ，使得 

 Ric
2 X
h g gλ+ =


 , (1.1) 

则称 ( ),nM g 为 h -近 Ricci 孤立子，记为 ( ), , , ,nM g X h λ  ，其中 X g 是度量 g 关于光滑向量场 X 的李

导数，Ric 表示 nM 的 Ricci 张量。当 X ϕ= ∇  ，其中 : nMϕ → 是光滑函数，则称该 h -近 Ricci 孤立子

为梯度 h -近 Ricci 孤立子，ϕ称为势函数。此时方程(1.1)变为 

 ( )Ric Hessh gϕ λ+ = 

 , (1.2) 

其中 ( ) 2Hess ϕ ϕ= ∇ 表示ϕ的 Hessian。当孤立子函数λ分别大于零、等于零或小于零时，梯度 h -近 Ricci
孤立子称为收缩型、稳定型或扩张型。以下是 h -近 Ricci 孤立子的几种特殊情形： 

i) 爱因斯坦流形： 0h ≡ ，或ϕ ≡ 常数， λ ≡ 常数； 
ii) Ricci 孤立子： 1h ≡ ， λ ≡ 常数； 
iii) 近 Ricci 孤立子： 1h ≡ ， ( )C Mλ ∞∈ ； 
iv) h -Ricci 孤立子： λ ≡ 常数； 
v) 广义m -拟爱因斯坦流形：

mh
ϕ

= −



且 λ ≡ 常数， 0m > 。 
本文研究具有多重卷积结构的 h -近 Ricci 孤立子，为此先回顾多重卷积流形的相关概念(参见文献[4])。

设 ( ),r
BB g 和 ( ),i

i

s
i FF g 分别是 r 维和 is 维黎曼流形，1 i m≤ ≤ 。 ( ): 0,r

if B → +∞ 是 rB 上 m 个光滑函数。

记乘积流形 
1 2

1 2: mss sn r
mM B F F F= × × × ×  

到 rB 上和到 is
iF 上的自然投影分别为π 和 iσ ，其中 n r s= + ，

1

m

i
i

s s
=

= ∑ 。若在 nM 上赋予如下度量 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2

22 2* * * *
1 1 2 2 mB F F m m Fg g f g f g f gπ π σ π σ π σ= ⊕ ⊕ ⊕ ⊕    , 

则 ( ),nM g 称为多重卷积流形。此时， if 称为卷积函数， ( ),r
BB g 称为基流形， ( ),i

i

s
i FF g 称为纤维流形。

特别地，若 if 均为正常值函数时， ( ),nM g 即为多重黎曼直积流形。 

多重卷积流形位于现代微分几何与概率论、信息论、几何分析、机器学习的交叉前沿，是推动这些

领域发展的一个富有活力的思想工具。也在广义相对论中扮演着描述物理系统的数学模型、参数空间或

理论框架的角色。例如，若在 2M = × ×   上赋予如下度量 

( )
12 2

2 2 2 2 2 2
2 2

2 21 1 sinm q m qg dt dr r d d
r rr r

θ θ φ
−

   
= − − + + − + + +   

   
, 
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则 ( ),M g 即为 Reissner-Nordström 时空(Schwarzschild 黑洞的特殊情形)，其中m表示质量， q 表示电荷。

若在 kM F= × ×  上赋予如下度量 
2 2cosh k Fg dt tg g= − + +


, 

则 ( ),M g 即为 de Sitter 时空，其中 ( ), FF g 为黎曼流形。再如在 kM = ×  上赋予度量 2 2cosh kg dt tg= − +

，

则 ( ),M g 即为广义 Robertson-Walker 时空(参见文献[5])。上述几类经典时空都是多重卷积流形的具体实

例。因此，对多重卷积流形上的梯度 h -近 Ricci 孤立子开展研究，可以从孤立子几何的角度，对上述时空

模型给出相应的几何约束。 
研究多重卷积流形的目的之一是寻找其上具有某种曲率性质的度量。譬如，文献[6]得到了卷积流形

是 Einstein 流形的充要条件。文献[7]给出了卷积函数的一些特殊形式，使得对应的广义 Robertson-Walker
时空是常数量曲率空间。文献[8]得到了卷积函数的特解，使得广义 Robertson-Walker 时空是 Einstein 流

形，且其纤维也是 Einstein 流形。 
另一个重要的应用是寻找具有多重卷积结构的各种孤立子。例如，文献[9]构造了一个稳定Ricci孤立子，

其形式是卷积流形 ( )0,
k

f+∞ ×  ， 1k > ，卷积函数 f 是一条射线。文献[10]得到了卷积流形是梯度 Ricci 孤
立子的充要条件，特别地证明了具有卷积结构的梯度收缩 Ricci 孤立子是紧致黎曼流形的必要条件是其基流

形是紧致的，且纤维流形的维数至少为 2。文献[11]得到卷积流形是梯度近 Ricci 孤立子的充要条件。更为一

般地，文献[12]和[13]得到了多重卷积流形是梯度 Ricci 孤立子或梯度近 Ricci 孤立子的充要条件。 
Ricci 孤立子是研究黎曼流形曲率演化与奇点结构的重要研究对象，受到众多几何学者的广泛关注。

h -近 Ricci 孤立子是 Ricci 孤立子的一类重要推广，具有重要的理论研究价值。多重卷积流形作为卷积流

形的进一步推广，是构造大量非平凡完备黎曼流形的有效工具。目前，已有大量工作讨论卷积上各类孤

立子的刚性问题，但针对多重卷积流形上梯度 h -近 Ricci 孤立子的相关研究仍然比较匮乏。因此，在多

重卷积框架下开展梯度 h -近Ricci孤立子的研究，一方面可以检验该类孤立子在复杂分解流形上的刚性，

另一方面也能够为 h -近 Ricci 孤立子提供新的实例，进一步完善 h -近 Ricci 孤立子的理论体系。 
基于此，本文的主要目的之一是研究具有多重卷积结构的梯度 h -近 Ricci 孤立子的充要条件，得到

如下主要定理。为叙述方便，以下约定：定义在多重卷积流形 1 2
1 21 2

m
m

ss sn r
f f f mM B F F F= × × × × 上的函数

ϕ， h和λ分别表示定义在 rB 上的光滑函数ϕ ， h 和 λ 在 nM 上的提升(提升的具体定义参见第 2 节)。 
定理 1.1 设 ( ),nM g 是以 ( ),r

BB g 为基流形，以 ( )( ), 1i
i

s
i F iF g s > 为纤维，卷积函数为 0if > 的多重卷

积流形， 1,2, ,i m=  。假设对所有1 i k m≤ ≠ ≤ ，有 i kf f∇ ⊥ ∇ 。则 ( ), , , ,nM g hϕ λ∇  

 是梯度 h -近 Ricci 孤立

子当且仅当函数 if ， λ ，ϕ 满足以下条件 

 2 2

1
Ric 

m
B i

B i
i i

s
h g f

f
ϕ λ

=

+ ∇ = + ∇∑ , (1.3) 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )

22 2

1 1

2 2 , 2

Δ Δ ,
m m

i i
i i

i ii i

hd h n d h d

s s
hd f f dh

f f

λ ϕ ϕ λ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ
= =

− − ∇ ∇ ⋅ + − + ∇

   
= + ∇ − + ∇   

   
∑ ∑

 (1.4) 

 ( ) ( ) 22 1i i i i i i i if hf f f f s fµ λ ϕ= − ∇ + ∆ + − ∇ , (1.5) 

Rici
i

F
i Fgµ= . 

方程组(1.3)~(1.5)是多重卷积成为梯度 h -近 Ricci 孤立子的等价约束。它将整体孤立子张量条件按流
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形结构进行分解：(1.3)对应基流形方向，(1.5)对应各纤维方向的 Einstein 常数，即每个纤维为 Einstein 流

形，(1.4)给出基–纤维之间的交叉相容性条件。综上，要使多重卷积流形成为梯度 h -近 Ricci 孤立子，基

流形、各纤维、势函数以及全部卷积函数必须同时满足上述互不独立的几何方程。 
注 1.1 考虑多重卷积流形 ( ),nM g 是梯度 Ricci 孤立子或者梯度近 Ricci 孤立子时，定理 1.1 包含了

文献[12]中定理 3.8、文献[14]中定理 1 作为其特殊情形。 
特别地，若取m个卷积函数 if 都相同，记为 f ，则可得如下推论。 
推论 1.1 设 ( ),nM g 是以 ( ),r

BB g 为基流形，以 ( )( ), 1, 2, ,i
i

s
i FF g i m=  为纤维，卷积函数均为 0f > 的

多重卷积流形，设 1is > 。则 ( ), , , ,nM g hϕ λ∇  

 是梯度 h -近 Ricci 孤立子当且仅当函数 , ,f λ ϕ满足以下条件 

 2 2RicB
B

sh g f
f

ϕ λ+ ∇ = + ∇ , (1.6) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )22 22 2 , 2 ,s shd h n d h d hd f f dh
f f

λ ϕ ϕ λ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
   

− − ∇ ∇ ⋅ + − + ∇ = ∆ + ∇ − ∆ + ∇   
   

 (1.7) 

 ( ) ( ) 22 1f hf f f f s fµ λ ϕ= − ∇ + ∆ + − ∇ , (1.8) 

Rici
i

F
Fgµ= . 

注 1.2 取 r rB =  ， 3r ≥ ，其上度量定义为 2eij ijg ξδ= ，其中
1

r

i i
i

xξ α
=

= ∑ ， iα ∈， ( )1, , r
rx x x= ∈  。

如下取 rB 上的函数 

( ) ef ξξ = , ( ) eh ξξ −= , 

( ) ( )2
1 2e 2 eC s r Cξ ξϕ ξ = + + − + , ( ) 12 eC ξλ ξ = , 

其中 1 2,C C 为常数。容易验证在 rB 上(1.6)式和(1.7)式成立。此外，由(1.8)式给出的常数 µ 为 4 2r− 。那么，

对于任意完备的 Einstein 流形 is
iF ， ( )1 2

1 2 , , , ,mss sn r
f f f mM B F F F g hϕ λ= × × × × ∇

 

 是梯度 h -近 Ricci 孤立

子。当 2r = 时， 0µ = ，那么对于任意完备的 Ricci 平坦黎曼流形 is
iF ，( 1 2

1 2 ,mss sn r
f f f mM B F F F= × × × ×

), , ,g hϕ λ∇  

 是梯度 h -近 Ricci 孤立子。 

另一个问题是探究具有多重卷积结构的梯度 h -近 Ricci 孤立子的不存在性，换句话说，在什么条件

下这样的孤立子退化为黎曼直积。如 Dutta 等[15]研究了多重卷积流形上梯度 Ricci 孤立子的不存在性，

Günsen 等[14]将其推广到梯度近 Ricci 孤立子的情形。本文的第二个主要目的是研究多重卷积流形上梯度

h -近 Ricci 孤立子的不存在性，得到如下定理。 
定理 1.2 设 ( )1 2

1 21 2 , , , ,m
m

ss sn r
f f f mM B F F F g hϕ λ= × × × × ∇

 

 是具有卷积结构的非平凡梯度 h -近 Ricci

孤立子， 0if > ，且每个卷积函数 if 均可在基流形 rB 上取得最大值与最小值， λ 是 rB 上的光滑函数，

1is > 。若下列条件之一成立： 

1) 存在点 r
iq B∈ ，使得每个卷积函数 if 在 iq 处取得最大值，且 ( )

( )2
i

i
i i

q
f q
µ

λ ≤ (或存在点 r
ip B∈ ，

使得每个卷积函数 if 在 ip 处取得最小值，且 ( )
( )2

i
i

i i

p
f p
µ

λ ≥ )，其中 iµ 为第 i 个纤维 is
iF 的 Einstein 常数； 

2) 0λ ≤ ，且 ( ) ( )i iq pλ λ≤ ，其中 iq ， ip 分别为 if 的最大值点与最小值点。 
则所有卷积函数 if 恒为常数，即 nM 为黎曼直积流形。 
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注 1.3 只要卷积函数 if 在某一点取得最大值或最小值，根据强极值原理就可以得到卷积函数 if 均为

常数。 
注 1.4 特别地，当定理 1.2 中卷积函数都相同，对于多重卷积流形上的梯度扩张或稳定 Ricci 孤立子，

定理 1.2 正是文献[12]中定理 3.6 的结果。实际上，对于多重卷积结构的梯度近 Ricci 孤立子，定理 1.2 也

将文献[14]中定理 2 作为其特殊情况包含在内。 
定理 1.3 设 ( )1 2

1 21 2 , , , ,m
m

ss sn r
f f f mM B F F F g hϕ λ= × × × × ∇

 

 是卷积型的非平凡梯度 h -近Ricci孤立子，

其中纤维流形 is
iF 是连通的。若基流形 rB 上的向量场 , ifϕ∇ ∇ 是共形向量场，即存在 ( ), r

i C Bα β ∞∈ ，使

得 
2

Bgϕ α∇ = , 2
i i Bf gβ∇ = , 

( )( )1 i
i

i

f
d d h d

m s
β α λ= − . 

则 nM 是具有黎曼直积结构的 Einstein 流形。 
注 1.5 当 ( ), , ,n r s

fM B F g ϕ λ= × ∇ 

 是卷积型梯度 Ricci 孤立子时，定理 1.3 正是文献[16]中定理 2。

另外，对于多重卷积流形 ( ),nM g 上的梯度 h -近 Ricci 孤立子，当给基流形上的向量场施加条件，定理 1.3

可以看作是文献[17]中定理 1.3 的推广。 

2. 预备知识及引理 

设 ( )1 2
1 21 2 ,m

m

ss sn r
f f f mM B F F F g= × × × × 是卷积型梯度 h 近 -Ricci 孤立子 (即满足 (1.2)式 )。若

( )1if i m≤ ≤ 为常数，则称 ( ), , , ,nM g hϕ λ∇  

 为具有多重黎曼积结构的梯度 h近-Ricci 孤立子。 

记卷积流形 nM 到基流形 rB 的投射为π ，函数 ( ): 0,nMϕ ϕ π= → +∞
 称为函数 ( ): 0,rBϕ → +∞ 的

提升。 rB 上向量场 ( )X B∈ 的提升 ( )X M∈  称为水平提升，水平提升的全体记为 ( )B 。同理，纤维

流形 is
iF 上向量场 ( )iV F∈ 的提升 ( )V M∈  称为垂直提升，垂直提升的全体记为 ( )iF 。 

给定光滑实值函数 : rBλ → ，定义 : nMλ λ π= →

  ，即 λ 到 nM 的提升。根据文献[18]，提升函

数 λ的梯度是 λ 的梯度到 nM 的提升，即 ( )π λ λ∗ ∇ = ∇ 。对于 ( )X B∈ ，在不会引起混淆时，将使用相

同的记号表示其水平提升 ( )X B∈ ，类似地对于 ( )iV F∈ 的垂直提升也使用相同记号。在下文中，将

用 Ric 表示 nM 的 Ricci 张量， RicB 表示 rB 的 Ricci 张量(或其提升)， RiciF
表示 is

iF 的 Ricci 张量(或其提

升)。此外，用 λ简化表示 λ π 。因此 λ在 nM 度量下计算的梯度、Hessian 和 Laplace 分别记为 λ∇ 、 2λ∇ 、

Δλ。根据文献[18]可知，对于所有 ( ),X Y B∈ ，有 ( ) ( )2 2, ,X Y X Yλ λ∇ = ∇ 。 

引理 2.1([19]) 设 ( ),nM g 是多重卷积流形。若 ( ),X Y B∈ ， ( )i iV F∈ ， ( )j jW F∈ 。则 

i) ( ) ( ) ( )2

1
Ric , Ric , , .

m
B i

i
i i

s
X Y X Y f X Y

f=

= − ∇∑  

ii) ( )Ric , 0.iX V =  

iii) 当 i j≠ 时， ( )Ric , 0i jV W = . 

iv) 当 i j= 时， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2
1

,
Ric , Ric , 1 ,i

m
B i kiF i

i i i i i k i i
ki i ki
k i

g f fff
V W V W s s g V W

f f ff =
≠

 ∇ ∇∇∆ = − + − + 
  

∑ . 
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引理 2.2 ([20])设 Ric 和 S 分别是黎曼流形 M 的 Ricci 张量和数量曲率。则第二收缩 Bianchi 恒等式

成立，即有 

 ( )2div RicdS = . (2.1) 

类似文献[20]关于卷积的讨论，下面引理的结论是在多重卷积流形上的自然推广。为阅读方便我们只

给出简要证明思路，具体细节可参照文献[19]和[20]。 
引理 2.3 设 ( ),nM g 是多重卷积流形，若 ( ),i i iV Z F∈ ，且 ( )C Mϕ ∞∈ ， ( ), if C Bϕ ∞∈ ， ( )Bϕ∇ ∈ 。

则 
i) ( ) ( ) ( )2div Ric , Δ .dϕ ϕ ϕ∇ = ∇ ⋅ +    

ii) ( ) ( )2 21 , .
2

d ϕ ϕ ϕ∇ = ∇ ∇ ⋅    

iii) ( )
1

m
i

i
i i

s
f

f
ϕ ϕ ϕ

=

∆ = ∆ + ∇∑ ，其中 ( ) ( ), .i B if g fϕ ϕ∇ = ∇ ∇  

iv) ( ) ( ) ( ) ( )2 , , , .
i

i
i i i i i i F i i

i

f
V Z g V Z f f g V Z

f
ϕ

ϕ ϕ
 ∇

∇ = = ∇  
 



  

v) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 2, , .i i id f f fϕ ϕ ϕ∇ = ∇ ∇ ⋅ + ∇ ∇ ⋅  

证明 由文献[20]知，对于多重卷积流形，i)和 ii)式也是成立的。iii)式正是文献[19]中的命题 2.3。再

由及 ( ) 2,
ii i i Fg V Z f g= ，iv)式得证。至于 v)式，结合黎曼联络与度量的相容性以及 Hessian 算子的定义，

直接计算即可得到验证。 
引理 2.4 ([21]) 设 ( ),nM g 是 n 维黎曼流形 ( )3n ≥ ， ( ) ( ) ( )uε α β γ⋅ = ∆ ⋅ + ∇ ⋅ + 是 nM 上的二阶椭圆算

子。如果存在光滑函数 ( )f C M∞∈ ，使得在某一点 np M∈ ， ( ) sup :Mf p f M= =  ，且 ( ) 0fε ≤ (或者，使

得在某一点 nq M∈ ， ( ) inf :
M

f q f m= =  ，且 ( ) 0fε ≥ )，则 f M=  (或者 f m=  )为常值函数，其中 ,M m  分

别表示 f 在 nM 上的 p，q 点取得的极大值和极小值， ( ), , ,u C Mα β γ ∞∈ 。 

引理 2.5 设 ( )1 2
1 21 2 ,m

m

ss sn r
f f f mM B F F F g= × × × × 是多重卷积流形。若 ( ),r

BB g 上光滑函数 if ， λ ，

ϕ 满足(1.3)式和(1.4)式。则 

( ) ( ) 22 1i i i i i i if f f hf f s fλ ϕ+ ∆ − ∇ + − ∇ =常数。 

证明 记 BS 为 rB 的数量曲率，由(2.1)式可得 

 ( ) 1div Ric
2

B
BdS= . (2.2) 

为计算 BdS ，对(1.3)式取迹得
1

m
i

B i
i i

s
S r f h

f
λ ϕ

=

= + ∆ − ∆∑ ，因此。 

 ( ) ( )2
1 1

m m
i i

B i i i
i i ii

s s
dS rd f df d f dh hd

ff
λ ϕ ϕ

= =

= − ∆ + ∆ −∆ − ∆∑ ∑ . (2.3) 

再来计算 ( )div RicB 。由(1.3)式和引理 2.3 i)可得 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

2 2 2

1

2 2 2 2
2

1

1div Ric div div , ,

1 1div , div ,

m
iB

i i i i i i
i i i

m

i i i i
i i i

f
d s f h V Z g V Z

f f

d s f f f h h
f f

ϕ
λ ϕ ϕ

λ ϕ ϕ

=

=

 ∇ 
= + ∇ − ∇ ∇ =        

 
= + ∇ − ∇ ∇ ⋅ − ∇ − ∇ ∇ ⋅ 

 

∑

∑




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( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

2
2

1 1 1

2

Ric ,
2

  ( Ric) , , .

m m m
Bi i i

i i i
i i ii i i

B

s s s
d f d f d f

f f f

h hd h

λ

ϕ ϕ ϕ

= = =

= + ∇ ⋅ + ∆ − ∇

− ∇ ⋅ − ∆ − ∇ ∇ ⋅

∑ ∑ ∑
  

由(1.3)式和引理 2.3 ii)可得 

( )( ) ( ) ( )( )2 2

1
Ric , ,

2

m
B i

i i i i
i i

s
f df d f h f

f
λ ϕ

=

∇ ⋅ = + ∇ − ∇ ∇ ⋅∑ , 

( )( ) ( )( ) ( )22

1

1Ric , ,
2

m
B i

i
i i

s
d f hd

f
ϕ λ ϕ ϕ ϕ

=

∇ ⋅ = + ∇ ∇ ⋅ − ∇∑ . 

另外，由引理 2.3 v)可知 

( )( ) ( )( ) ( )( )2 2, ,i i id f f fϕ ϕ ϕ∇ = ∇ ∇ ⋅ + ∇ ∇ ⋅ . 

以上三式代入前式得 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( )

2
2

1 1 1

2 2

1

1
div Ric 

2
1 , .
2

m m m
i iB i i

i i i
i i ii ii

m
i

i
i i

s ss s
d df d f d f

f ff
s

h d f h d hd hd h
f

λ λ

ϕ λ ϕ ϕ ϕ ϕ

= = =

=

−
= + + ∇ + ∆

 − ∇ − − ∇ − ∆ − ∇ ∇ ⋅ 
 

∑ ∑ ∑

∑
 (2.4) 

将(2.3)式和(2.4)式代入(2.2)式，得到 

 

( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( )

( )

2
1 1

22

1

2

2 1 10
2 2 2 22

1
,

2

1
2

m m
i i

i i i
i i ii

m
i i

i i i
i i i

s sr d f df d f dh hd
ff

s s
h df d f hd f

f f

h d hd

λ ϕ ϕ

ϕ λ ϕ

λ ϕ ϕ

= =

=

−
= + ∆ + ∆ + ∆ − ∆

 −
− ∇ ∇ ⋅ + + ∇ − ∇ 

 
 − − ∇ 
 

∑ ∑

∑  (2.5) 

给(2.5)式两边同乘以
2

1

2m
i

i i

f
s=

∑ ，直接验证有 

 

( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( )

( )
( )

2 2
2

1 1 1 1 1

22 2

1 1

22

1

2 2

1 1

20

12 , 2
2

2 1 
2

2 1

m m m m m
i i

i i i i i
i i i i ii i i

m m
i

i i i i i
i ii i

m

i
i i

m m

i i i i
i ii i

f fr f d f df f d f dh hd
s s s

s
f h f df d f hd f

s f

f h d hd
s

r f d d f f f dh
s s

λ ϕ ϕ

ϕ λ ϕ

λ ϕ ϕ

λ ϕ

= = = = =

= =

=

= =

−
= + ∆ + ∆ + ∆ − ∆

 −
− ∇ ∇ ⋅ + + ∇ − ∇ 

 

 − − ∇ 
 

−
= + ∆ + ∆

∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑

∑ ∑ ( )( )

( )( )( ) ( )

( )( ) ( )

1

22 2

1 1

2
22 2

1 1

12 , 2
2

2 1 .

m

i

m m
i

i i i i
i ii i

m m
i

i i
i ii i

hd

s
f h h d f df d f

s f

f
hd f f h d

s s

ϕ

ϕ λ ϕ λ

ϕ ϕ

=

= =

= =

− ∆

 −
− ∇ ∇ ⋅ + + + ∇




− ∇ + ∇



∑

∑ ∑

∑ ∑

 (2.6) 

将(2.6)式中的 ( )( )2 ,h h dϕ λ ϕ∇ ∇ ⋅ + 用(1.4)式替换，进一步得到 
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( ) ( ) ( )( )

( )
( ) ( )( )

2

1 1 1 1

2

1

22

1

0

1
 2

2

1 .

m m m m

i i i i i i i
i i i i

m
i

i i i
i i

m

i i i i i i i
i

f d d f f h f df f d h f

s
f df d f

f

d f f f hf f s f

λ ϕ ϕ

λ

λ ϕ

= = = =

=

=

= + ∆ − ∇ − ∇

 −
+ + ∇ 

 

= + ∆ − ∇ + − ∇

∑ ∑ ∑ ∑

∑

∑

 

这就完成了引理 2.5 的证明。                                                            □ 

3. 主要定理的证明 

定理 1.1 的证明 先证必要性。对任意 ( ),X Y B∈ 有 

( ) ( )2 2, ,X Y X Yϕ ϕ∇ = ∇ . 

由引理 2.1 i)和(1.2)式得 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

2

1

2

2

Ric , , Ric ,

, ,

, , .

m
B i

i
i i

B

s
X Y f X Y X Y

f

g X Y h X Y

g X Y h X Y

λ ϕ

λ ϕ

=

− ∇ =

= − ∇

= − ∇

∑


  

(1.3)式得证。 
对(1.2)式取迹，有 S n hλ ϕ= − ∆

。再对(1.2)式求散度，结合引理 2.3 和(2.1)式有 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2

2 2

2

2 2

22

0 divRic div div

1 div ,
2

2 1 Ric , ,
2 2

2 1 1 ,
2 2 2

2 2 2

h g

d n h h h d

n d d h h d h

n d d h h d hd d h

n d d h hd h d h d

ϕ λ

λ ϕ ϕ ϕ λ

λ ϕ ϕ ϕ ϕ

λ ϕ λ ϕ ϕ ϕ ϕ

λ ϕ ϕ ϕ λ

= + ∇ −

= − ∆ + ∇ +∇ ∇ ⋅ −

−
= − ∆ + ∇ ⋅ + ∆ +∇ ∇ ⋅

−  = − ∆ + − ∇ + ∆ +∇ ∇ ⋅ 
 

= − + ∆ − ∆ + ∇ −

 



   

  

  

   

    

    

    

    ( )22 , .hϕ ϕ− ∇ ∇ ⋅

 

此外，由引理 2.3 iii)有 

( )
1

Δ Δ
m

i
i

i i

s
f

f
ϕ ϕ ϕ

=

= + ∇∑ , ϕ ϕ∇ = ∇ . 

代入前式简化即证得(1.4)式。 
最后证明(1.5)式。由引理 2.3 iv)、引理 2.1 iv)及(1.2)式，有 

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( )( ) ( )

2

2
1

2

2

,
Ric , 1 ,

Ric ,

, ,

, .

i

i

m
k B i kiF i

i i i i i
ki i ki
k i

i i

i i i i

i i i F i i

s g f fff
V W s g V W

f f ff

V W

g V W h V W

f hf f g V W

λ ϕ

λ ϕ

=
≠

 ∇ ∇∇∆ − + − + 
  

=

= − ∇

= − ∇

∑





 

对任意 ( ),i i iV W F∈ ， ( )Bϕ∇ ∈  
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( ) ( ) ( )2 , ,
ii i i i F i iV W f f g V Wϕ ϕ∇ = ∇ , 

( ) ( )2, ,
ii i i F i ig V W f g V W= . 

结合假设条件 i kf f∇ ⊥ ∇ (当 i k≠ 时)，因此 

( ) ( )Ric , ,i
i

F
i i i F i iV W g V Wµ= . 

其中，由引理 2.5 可知 ( ) ( ) 22 Δ 1i i i i i i i if hf f f f s fµ λ ϕ= − ∇ + + − ∇ 为常数。(1.5)式得证。从而必要性得证。 

下证充分性。因由(1.5)式给出的 iµ 都是常数，取完备 Einstein 流形 ( ),i
i

s
i FF g ，其 Ricci 张量为 

Rici
i

F
i Fgµ= 。考虑卷积流形 1 2

1 2
mss sr

mB F F F× × × × ，其度量张量为 

( )2* *

1
i

m

B i i F
i

g g f gπ π σ
=

= +∑   

若 ( ),X Y B∈ ，则 ( ) ( )2 2, ,X Y X Yϕ ϕ∇ = ∇ ，且 ( ) ( ), ,Bg X Y g X Y= 。结合引理 2.1 i)和(1.3)式，得到 

( ) ( ) ( )2Ric , , ,X Y h X Y g X Yϕ λ+ ∇ = 

 . 

这意味着任意 ( ),X Y B∈ 满足梯度 h -近 Ricci 孤立子方程。 
若 ( )X B∈ 和 ( )i iV F∈ ，则 ( )2 , 0iX Vϕ∇ = ， ( ), 0ig X V = 。并且由引理 2.1 ii)和(1.3)式，有 

( )Ric , 0iX V = 。所以，对任意 ( )X B∈ 和 ( )i iV F∈ ，梯度 h -近 Ricci 孤立子方程也满足。 

若 ( ),i i iV Z F∈ ，则 ( ) ( )2, ,
ii i i F i ig V Z f g V Z= ，并且由(1.5)式和引理 2.1 iv)，有 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( )

2

2
1

2
2

2

2 22

2

,
Ric , Ric , 1 ,

, 1 ,

1 , 1 ,

i

i i

i i

i

m
k B i kiF i

i i i i i i i
ki i ki
k i

ii
i F i i i i F i i

i i

i i i i i i i F i i i i i i F i i

i i i F

s g f fff
V Z V Z s g V Z

f f ff

ff
g V Z s f g V Z

f f

f f f hf f s f g V Z f f s f g V Z

f hf f g

µ

λ ϕ

λ ϕ

=
≠

 ∇ ∇∇∆ = − + − +  
 

 ∇∆ = − + −
 
 

= + ∆ − ∇ + − ∇ − ∆ + − ∇

= − ∇

∑

( ), .i iV Z

 (3.1) 

另一方面， 

 ( ) ( ) ( )2 , ,
ii i i i F i iV Z f f g V Zϕ ϕ∇ = ∇ . (3.2) 

结合(3.1)式和(3.2)式，有 

( ) ( ) ( )2Ric , , ,i i i i i iV Z h V Z g V Zϕ λ+ ∇ = 

 . 

于是，对任意 ( ),i i iV Z F∈ ，梯度 h -近 Ricci 孤立子方程也满足。 
综合上述三种情形即完成了充分性的证明。定理 1.1 证毕。                                   □ 
定理 1.2 的证明 首先需要证明 if 是常数。考虑如下椭圆算子 

( ) ( ) ( ) ( )1
: Δ i

i i
i

s
h f

f
ε ϕ

−
⋅ = ⋅ − ∇ ⋅ + ∇ ⋅ . 

由于多重卷积流形 ( )1 2
1 21 2 , , , ,m

m

ss sr
f f f mM B F F F g hϕ λ= × × × × ∇

 

 是梯度 h -近 Ricci 孤立子，根据定理

1.1，(1.5)式可以等价地写为 

https://doi.org/10.12677/pm.2026.169196


赵晓慧，刘建成 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2026.169196 44 理论数学 
 

 ( ) ( )
2

21
Δ i i i

i i i i i
i i

s f
f f h f f

f f
µ λ

ε ϕ
− −

= − ∇ + ∇ = . (3.3) 

1) 若 if 在 iq 处取得最大值且 ( )
( )2

i
i

i i

q
f q
µ

λ ≤ ，则 ( )( ) ( )
( )

2

0i i i
i i i

i i

f q
f q

f q
µ λ

ε
−

= ≥ 。若 if 在 ip 处取得最

小值且 ( )
( )2

i
i

i i

p
f p
µ

λ ≥ ，则 ( )( ) ( )
( )

2

0i i i
i i i

i i

f p
f p

f p
µ λ

ε
−

= ≤ 。由引理 2.4 可知 if 是常数。 

2) 设 , r
i iq p B∈ 分别是 if 的公共最大值点和最小值点，则 

( ) ( )0i i i if q f p∇ = = ∇ , ( ) ( )Δ 0 Δi i i if q f p≤ ≤ . 

由于 0if > 且 ( ) ( )i iq pλ λ≤ ，有 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
i i i i i iq f q p f pλ λ− ≥ − . 

由(3.3)式，在 iq 和 ip 点分别有 

( ) ( ) ( ) ( )2
i i i i i i i if q f q q f qµ λ∆ = − , ( ) ( ) ( ) ( )2

i i i i i i i if p f p p f pµ λ∆ = − . 

因此， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 20 0i i i i i i i i i i i i i i i if q f q q f q p f p f p f pµ λ µ λ≥ ∆ = − ≥ − = ∆ ≥ . 

从而， 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 0i i i i i i i iq f q p f pµ λ µ λ− = − = . (3.4) 

(i)当 ( ) 0iqλ ≠ 时，(3.4)式暗含 ( ) 0ipλ ≠ ，即 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
i i i i i iq f q p f pλ λ= . 

由于 ( ) ( ) 0i iq pλ λ≤ < ，得到 

( ) ( )
( ) ( ) ( )2 2 2i

i i i i i i
i

p
f q f p f p

q
λ
λ

= ≤ . 

所以 ( ) ( )i i i if q f p= ，即 if 是常数。 
(ii)当 ( ) 0iqλ = 时，由(3.4)式得 ( ) 0ipλ = ，且 0iµ = .于是(3.3)式变为 

( ) ( ) 21
Δ 0i

i i i i i i
i

s
f f h f f f

f
ε ϕ λ

−
= − ∇ + ∇ = − ≥ . 

由引理 2.4 可知 if 是常数。定理 1.2 证毕。                                                □ 
几何机制：卷积函数极值点处纤维形变的一阶效应消失，孤立子方程对曲率与孤立子函数λ 施加的代数

约束无法与非常数卷积函数共存，迫使每个卷积函数在基流形上为常数，多重卷积结构退化为黎曼直积。 
定理 1.3 的证明 首先证明 if 为常数。由引理 2.1(i)，(1.2)式和 2

Bgϕ α∇ = 得 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

2

1

2

2

Ric , , Ric ,

, ,

, ,

, ,

, .

m
B i

i
i i

B

B B

B

s
X Y f X Y X Y

f

g X Y h X Y

g X Y h X Y

g X Y h g X Y

h g X Y

λ ϕ

λ ϕ

λ α

λ α

=

− ∇ =

= − ∇
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再者，对任意 ( ),X Y B∈ ，成立有 ( ) ( )2 2, ,X Y X Yϕ ϕ∇ = ∇ 。因此，由(3.5)式和 2
i i Bf gβ∇ = 可得 

 
1

Ric
m

B i
i B

i i

s
h g

f
λ α β

=

 
= − + 
 

∑ . (3.6) 

对(3.6)式取迹，得 

 
1

m
i

B i
i i

s
S r h

f
λ α β

=

 
= − + 

 
∑ . (3.7) 

此外，由 ( )( )1 i
i

i

f
d d h d

m s
β α λ= − ， ( ) 1div Ric d 0

2
B

BS− = ，结合(3.6)式与(3.7)式知 

( )( )1 0.i i
i i

i i

f f
df md d h d

m s
β α λ

β
 

= − − = 
 

 

因此， rB 是 Ricci 平坦的且 if 是常数。 
由引理 2.1 iv)，(1.2)式和(1.5)式，有 

( ) ( ) ( )( ) ( )22Ric , 1 ,i
i

F
i i i i i i i i i F i iV Z f hf f f f s f g V Zλ ϕ= − ∇ + ∆ + − ∇ . 

对任意的 ( ),i i iV Z F∈ ，有 ( ) ( ) ( )2 , ,
ii i i i F i iV Z f f g V Zϕ ϕ∇ = ∇ 。由于 if 是常数，可得 2Rici

i

F
i Ff gλ= 。

另一方面，由定理 1.1 可知 is
iF 是 Einstein 流形，因此 λ 也是常数。从而， nM 是具有黎曼乘积结构的

Einstein 流形。定理 1.3 得证。                                                                □ 
几何机制：基流形上的共形条件将孤立子方程化为代数曲率关系，该关系与 Bianchi 恒等式构成的约

束系统，仅在卷积函数恒为常数时可解，故多重卷积退化为黎曼直积。同时势函数的共形使基流形为

Einstein，纤维流形亦满足 Einstein 条件，全空间呈现 Einstein 直积结构。 

4. 结论与展望 

本文主要研究多重卷积流形上非平凡梯度 h -近 Ricci 孤立子的不存在性结果。首先推导出多重卷积

成为梯度 h -近 Ricci 孤立子的等价方程组，得到定理 1.1 的充要条件；接着，定理 1.2 利用卷积函数的最

值点，结合强极值原理得到不存在性结果；最后，定理 1.3 在共形向量场条件下，得到另一组不存在性结

论，证明满足条件的非平凡多重卷积孤立子必然退化为黎曼直积 Einstein 流形。 
本文结果将文献[17]的不存在性结论推广到多重卷积流形上的梯度 h -近 Ricci 孤立子，部分已有文献

结果可作为本文定理的特例。本研究仍存在值得进一步探究的问题： 
1、在更一般的前提下讨论多重卷积梯度 h -近 Ricci 孤立子的不存在性结果； 
2、在不引入共形向量场的假设下，进一步分析方程组(1.3)~(1.5)的解空间，寻找非平凡多重卷积例子

或者证明对应的非存在性。 
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