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摘 要 

本文研究低维泊松流形上Casimir函数的符号计算及其在完全可积性分析中的应用。对给定的泊松双向

量 ( )ij
i jx1

2
π π= ∂ ∧ ∂ ，Casimir函数C 满足线性偏微分方程组 ij

jC 0π ∂ = 。利用计算机代数系统符号求解

该方程组，获得函数独立的Casimir函数，从而确定泊松流形的辛叶结构。在此基础上，给出低维情形

( Mdim 4≤ )下基于Casimir函数的Liouville可积性判据：若 rrank 2π = ，则最大独立对合首次积分数为

M rdim − 。分别讨论二维、三维及四维泊松流形的典型例子，展示符号计算推导过程与可积性分析细

节。 
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Abstract 
This paper investigates the symbolic computation of Casimir functions on low-dimensional Poisson 
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manifolds and its application to complete integrability analysis. For a given Poisson bivector 

( )ij
i jx1

2
π π= ∂ ∧ ∂ , the Casimir functions C  are determined by the linear PDE system ij

jC 0π ∂ = . 

By symbolically solving this system using computer algebra, functionally independent Casimir func-
tions are obtained, revealing the symplectic foliation of the manifold. A Liouville integrability crite-
rion in low dimensions ( Mdim 4≤ ) is established based on the Casimir functions: if rrank 2π = , 
then the maximal number of independent involutive first integrals is M rdim − . Typical examples 
in two, three, and four dimensions are discussed in great detail, with explicit symbolic computations 
and integrability analysis. 
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1. 引言 

泊松流形为经典力学和可积系统理论提供了自然的几何框架[1]-[3]。设 M 为m维光滑流形，其上的

泊松结构由双向量 ( )2TMπ ∈Γ ∧ 定义，满足 Schouten-Nijenhuis 括号恒等式 [ ], 0π π = 。Casimir 函数是辛

叶上的常值函数，其个数直接决定了泊松流形的秩和辛叶的余维数。通过求解线性偏微分方程组 
0ij

jCπ ∂ = 获得 Casimir 函数，是分析泊松流形结构的关键步骤。 
近几十年来，符号计算被成功应用于李代数 Casimir 不变量及泊松结构的计算[4] [5]，但这些工作多

侧重于代数不变量的构造。本文旨在将符号计算与低维泊松流形的 Liouville 可积性分析直接结合：基于

Casimir 函数的符号求解，确定流形的辛叶分解，进而给出可积性判据，并提供一种从局部泊松矩阵到全

局可积性分析的统一计算框架。 

2. 预备知识：泊松流形与 Casimir 函数 

设局部坐标 ( )1, , mx x ，泊松括号定义为[1] [3] 

{ } ( ), , 0,ij ij ji
i jf g x f gπ π π= ∂ ∂ + =  

双向量π 的系数矩阵 ( ) ( )( )ijx xπΠ = 为反对称矩阵。Jacobi 恒等式等价于偏微分方程 

0, , , .i jk j ki k ij i j kπ π π π π π∂ + ∂ + ∂ = ∀  

  

 

定义 2.1 (Casimir 函数)光滑函数 ( )C C M∞∈ 称为 Casimir 函数，若 

{ } ( ), 0, ,C f f C M∞= ∀ ∈  

等价于 

 0, 1, , .ij
jC i mπ ∂ = =   (1) 

记映射 # *:T M TMπ → ， ( ) ( )# ,π α π α= ⋅ ，其局部矩阵为 ( )ijπ 。则C 为 Casimir 函数当且仅当 
#d kerC π∈ 。设 ( )rank 2x rπ = 在稠密开集上为常数，则函数独立的 Casimir 函数个数为 
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 2 .k m r= −  (2) 

3. Casimir 函数的符号计算 

给定泊松矩阵 ( ) ( )( )ij

m m
x xπ

×
Π = ，求解(1)的符号流程如下： 

算法 3.1 (Casimir 函数符号计算) [5] 
1. 输入反对称矩阵 ( )xΠ 。 

2. 计算秩
1 rank
2

r = Π  (选取一般点)。 

3. 构造线性偏微分方程组： 

 
1

0, 1, , .
m

ij
j

j
C i mπ

=

∂ = =∑   (3) 

4. 采用特征线法或 Gröbner 基消去法求独立首次积分。在 Maple 中可利用 PDEtools:-pdsolve 直接求解。 
5. 输出 2k m r= − 个函数独立的解 1, , kC C ，即为 Casimir 函数。 

4. 低维泊松流形的可积性分析 

给定哈密顿函数 H ，运动方程为 i ij
jx Hπ= ∂ 。记辛叶 Σ为Casimir函数的公共水平集[3]，dim 2rΣ = 。 

定义 4.1 (Liouville 可积性[6] [7])系统 ( ), ,M Hπ 称为 Liouville 可积，若存在函数 ( )1, , NF F C M∞∈

满足： 

{ } 1, 0,d d 0, .i j NF F F F N m r= ∧ ∧ ≠ = −  

注 4.2 因 Casimir 函数提供了 2k m r= − 个对合独立首次积分，故只需在辛叶上再找 r 个与 Casimir 对
合且彼此对合的独立函数(其一可取 H 自身)。 

对低维情形分类如下表 1： 
 
Table 1. Integrability conditions of low-dimensional Poisson manifolds 
表 1. 低维泊松流形的可积性条件 

dim M  rankπ  r  k  可积性条件 

2 2 1 0 H 即为守恒量，平凡可积 

3 2 1 1 任意 H 与 Casimir 对合， 2N = ，可积 

4 2 1 2 任意 H 与两个 Casimir 对合， 3N = ，超可积 

5. 实例的详细计算与分析 

5.1. 二维辛流形( M r kdim 2, 1, 0= = = ) 

取 2M =  ，坐标 ( ),x y ，标准辛结构由双向量 

x yπ = ∂ ∧ ∂  

给出，泊松矩阵 

0 1
.

1 0
 

Π =  − 
 

方程组(1)化为 
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( )

11 12

21 22

0 1 0,
0, 0.

1 0 0,
x y x y

y x
x y x y

C C C C
C C

C C C C

π π

π π

 ∂ + ∂ = ⋅∂ + ⋅∂ = ⇒ ∂ = ∂ =
∂ + ∂ = − ∂ + ⋅∂ =

 

积分得 ( ), constC x y = ，故无非平凡 Casimir 函数， 0k = 。辛叶即为全空间 2 。 
对任意哈密顿函数 ( ),H x y ，运动方程 

, .H Hx y
y x

∂ ∂
= = −
∂ ∂

   

显然 H 自身是首次积分： ( ) 0x y x y y xH H x H y H H H H= + = + − =

  。因 1N m r= − = ，系统 Liouville 可

积。 

5.2. 三维 ( )3 ∗
so 泊松结构( M r kdim 3, 1, 1= = = ) 

取 ( )3 , ,M x y z=  ，Lie–Poisson 结构对应李代数 ( )3so ，双向量 

,x y y z z xz x yπ = ∂ ∧ ∂ + ∂ ∧ ∂ + ∂ ∧ ∂  

泊松矩阵为 

( )
0

, , 0 .
0

z y
x y z z x

y x

− 
 Π = − 
 − 

 

5.2.1. Casimir 函数的符号推导 
方程组(1)具体写为 

 

0,

0,
0.

y z

x z

x y

zC yC

zC xC
yC xC

− =

− + =
 − =

 (4) 

使用特征线法。从第一式得 
2 2d d d d 0 d 0,

2
y z y zy y z z
z y

 +
= ⇒ + = ⇒ = −  

 

故得首次积分 2 2
1 y zϕ = + 。从第二式得 

2 2d d d d 0 d 0,
2

x z x zx x z z
z x

 +
= ⇒ + = ⇒ = −  

 

给出 2 2
2 x zϕ = + 。第三式

d dx y
y x
=
−

等价于 d d 0x x y y+ = ，得 2 2
3 x yϕ = + ，但与 1 2,ϕ ϕ 函数相关：

2
3 1 2 2zϕ ϕ ϕ= + − 非独立。由 1 2,ϕ ϕ 消去 2z 可得 

2 2 2 2 2
2 1 1 2x y z z zϕ ϕ ϕ ϕ+ + = + − + = +  

实际上 2 2 2
1 2 2x y zϕ ϕ+ = + + 。更直接地，由 2 2

1 y zϕ = + 和 2 2
2 x zϕ = + 求公共积分：定义 

2 2
1C z xϕ= − + 不如直接验证 

( )2 2 2d 2 d 2 d 2 d .x y z x x y y z z+ + = + +  

将(4)视为求解C 的线性偏微分方程， kerΠ由梯度向量 ( ), ,x y z 生成，因为 
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0.
x zy yz
y zx xz
z yx xy

−   
   Π = − + =   
   −   

 

因而 dC 必须与 ( ), ,x y z 成比例，故 ( )d , ,C x y zλ= ，积分因子 λ 可为任意函数，但最简单者对应

( )2 2 21
2

C x y z= + + 。为验证：由第一式 ( ) ( )2 2 0z y y z− = ，成立。故独立的 Casimir 函数为 

( ) 2 2 2, , .C x y z x y z= + +  

通过 Maple 计算得到结果 ( )2 2 2C F x y z= + + ，取 F 为恒等即得上述 Casimir。秩在一般点处为 2，
故 3 2 1k = − = 。 

5.2.2. 可积性分析 
对任意哈密顿函数 ( )3H C∞∈  ，由于C 是 Casimir，必有 { }, 0H C = 。选定 1F H= ， 2F C= ，则

{ }1 2, 0F F = 。独立性条件： 

d d 0 .H C H C∧ = ⇔ 是 的函数  

只要 H 不是C 的函数(即 dH 不平行于 ( ), ,x y z )， 1 2,F F 在稠开集上函数独立。此时 2N m r= − = ，满

足 Liouville 可积性条件。辛叶为球面 constC = ，维数 2。 
实例：自由刚体欧拉方程取 

2 2 2

1 2 3
1 2 3

1 , , , 0.
2

x y zH I I I
I I I

 
= + + > 

 
 

运动方程 i ij
jx Hπ= ∂ 给出 

2 3 2 3

1 3 3 1

1 2 1 2

1 1 ,

1 1 ,

1 1 .

y zx z y yz
I I I I

x zy z x xz
I I I I

x yz y x xy
I I I I

 
= ⋅ − ⋅ =  

 
 

= − ⋅ + ⋅ =  
 

 
= ⋅ − ⋅ =  

 







 

可直接验证 0H = 且 ( )2 0C xx yy zz= + + =

   。系统由两个对合独立积分 ,H C 保证 Liouville 可积。 

5.3. 四维广义 ( )3 ∗
so 泊松结构( M r kdim 4, 1, 2= = = ) 

取 ( )4 , , ,M x y z w=  ，将上例中的泊松结构通过直积方式平凡扩充一个方向 w ： 

,x y y z z xz x yπ = ∂ ∧ ∂ + ∂ ∧ ∂ + ∂ ∧ ∂  

即双向量对 w∂ 无贡献。泊松矩阵为 

0 0
0 0

.
0 0

0 0 0 0

z y
z x

y x

− 
 − Π =
 −
 
 

 

5.3.1. Casimir 函数计算 
方程组(1)写为 
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0,
0,

0,
0 0 0 0 0.

y z

x z

x y

x y z w

zC yC
zC xC

yC xC
C C C C

− =
− + =
 − =

⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =

 

前三个方程与(4)完全相同，不受w 影响，故解得C 必为 2 2 2x y z+ + 和w 的函数。由第四个方程(恒等

式)无额外约束，因此一般解为 ( )2 2 2 ,C F x y z w= + + 。选取两个函数独立的 Casimir 函数： 
2 2 2

1 2, .C x y z C w= + + =  

秩的计算：在一般点(如 0x ≠ 或 0y ≠ 或 0z ≠ )，矩阵非零行构成的秩为 2 (前三个行张成二维空间)，
加上全零第四行，故 rank 2Π = ，即 1r = 。从而 4 2 2k = − = ，与所得相符。例外集为直线 0x y z= = = ，

其上秩降至 0。 

5.3.2. 可积性分析与超可积 
辛叶 { }, 1 2,a b C a C bΣ = = = ( 0a > ， b∈ )由两个方程定义，为 4 中的二维曲面。对任意哈密顿

( ), , ,H x y z w ，因 1 2,C C 为 Casimir，有 

{ } { }1 2, 0, , 0.H C H C= =  

因此 1 1 2 2 3, ,F C F C F H= = = 两两对合。独立性条件为 

1 2d d d 0.C C H∧ ∧ ≠  

在满足 dH 不位于 { }1 2span d ,dC C 的区域成立。此时独立首次积分数 3N = ，而 4 1 3m r− = − = ，系统

Liouville 可积。进一步，因为独立积分数目 3 2
2
m

> = ，系统是超可积的。 

实例：取 

( )2 21 .
2

H x y w= + +  

运动方程： 
0 ,

0 ,
0,

0 0 0 0 0.x y z w

x zy y zy
y zx x xz
z yx xy
w H H H H

= − ⋅ =
= − + ⋅ = −
= − =
= ⋅∂ + ⋅∂ + ⋅∂ + ⋅∂ =









 

直接积分得 0z z= (常数)， 0w w= ，而 ,x y 满足 0 0,x z y y z x= = −  ，即简谐振子，显式可解。独立积分

1 2, ,C C H 保证超可积性。 

5.4. 四维标准辛结构(Darboux 坐标， M r kdim 4, 2, 0= = = ) 

取 ( )4 1 1 2 2, , ,M q p q p=  ，标准非退化泊松结构(辛结构) 

1 1 2 2 ,
q p q p

π = ∂ ∧ ∂ + ∂ ∧ ∂  

泊松矩阵为常值反对称矩阵 

0 1 0 0
1 0 0 0

, rank 4, 2, 0.
0 0 0 1
0 0 1 0

r k

 
 − Π = Π = = =
 
 

− 
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5.4.1. Casimir 函数平凡性 
方程组 0ij

jCΠ ∂ = 给出 

1 1 2 20, 0, 0, 0.
p q p q

C C C C∂ = −∂ = ∂ = −∂ =  

故C 与所有坐标无关，即 constC = 。无非常数 Casimir 函数，与 0k = 一致。 

5.4.2. 可积系统的构造 
需寻找 2N m r= − = 个对合独立首次积分。取哈密顿量为两独立谐振子的和： 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 21 1 2 21 1 .
2 2

H p q p q = + +  
 

+  
 

其运动方程 
1 1 1 1 2 2 2 2, , , ,q p p q q p p q= = − = = −     

完全可解。第二个积分选为角动量 
1 2 2 1.F p q p q= −  

计算泊松括号验证对合性： 

{ }

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
1 1 1 1 2 2 2 2

2 1 2 1 1 2 1 2

2 1 2 1 1 2 1 2

,

0.

F H F H F H F HF H
q p p q q p p q

p p q q p p q q

p p q q p p q q

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − + −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= − − + − −

= − − + + =

 

独立性：雅可比行列式在一般点不为零，例如在 1 1 2 21, 0, 0, 1q p q p= = = = 处， 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 2 1 2 1d , , , 1,0,0,1 ,d , , , 1,0,0, 1 ,H q q p p F p p q q= = = − − = − −  

两者线性无关。故 ,H F 为所需对合独立积分，系统 Liouville 可积。 

6. 方法的适用范围与局限性 

本文提出的符号计算流程适用于具有显式解析表达式的有限维泊松流形。其优势在于可快速获得

精确的 Casimir 函数，并与辛叶分解相结合，为可积性判定提供系统化手段。然而，该方法存在若干局

限性： 
1. 维数限制：随着流形维数增加，偏微分方程组的规模扩大，符号求解的复杂度急剧上升，往往导致

计算超时或内存溢出。目前有效的处理范围大致为 dim 6M ≤ 且泊松张量具有相对简单的结构。 
2. 非线性程度：当 ijπ 为高次多项式或超越函数时，偏微分方程的特征积分可能不存在初等闭式解，符

号计算将无法给出显式 Casimir。即使存在，也可能因中间表达式膨胀而难以处理。 
3. 奇异性处理：算法假定在稠开集上秩为常数。在秩变化的奇异点附近，Casimir 函数可能失去光滑性

或产生分支，符号算法无法自动处理这类全局行为。 
4. 参数依赖：若泊松张量含有未定参数，方程组可能变得不可解，或 Casimir 函数的独立性与参数取值

相关，需要分情形讨论，符号方法对此缺乏自动推理能力。 
5. 坐标依赖：算法所得到的 Casimir 表达式依赖于所选坐标系，尽管几何本质不变，但有时需进行非平

凡坐标变换才能简化。此外，所得符号解须验证在局部坐标下是否全局良定义。 
综上，该符号计算方法特别适用于低维、具有多项式或简单超越泊松张量的系统，能够为理论研究

提供快速验证；但对于高维、强非线性或含参数的普遍情形，仍需结合几何理论与数值方法。 
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7. 结语 

本文建立了基于符号计算求解低维泊松流形 Casimir 函数的系统方法，并由 Casimir 函数与泊松叶的

维数直接导出 Liouville 可积性判据。二维、三维及四维实例的计算详细展示了偏微分方程组的符号求解

流程和可积性分析。该方法可进一步推广至含参数族或非线性泊松张量的情形，为可积系统的构造与分

类提供计算工具。 
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