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摘  要 

本文针对抛物型积分微分方程，在空间方向上使用无单元Galerkin法离散，在时间方向上使用向后欧拉

法离散，利用Nitsche法施加本质边界条件，数值算例验证了该数值格式的有效性和收敛性。 
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Abstract 
This paper focuses on parabolic integro-differential equations, discretized by the element-free Ga-
lerkin method in space and the backward Euler method in time, with essential boundary conditions 
enforced via Nitsche’s method. Numerical examples are provided to verify the effectiveness and 
convergence of the proposed numerical scheme. 
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1. 引言 

具有记忆项的抛物型积分微分方程因其能够刻画系统状态对历史演化的依赖性，在粘弹性力学及带

记忆材料的热传导等问题的数学建模中具有核心地位[1]-[3]。这类方程通常包含一个对时间的卷积型积

分项，用以描述物理过程中能量耗散或延迟效应的历史累积机制。与经典抛物型偏微分方程相比，记忆

项的引入带来了更丰富的数学结构，同时也对数值方法的构造与分析提出了更高要求。 
在数值方法的发展历程中，有限元法一直是求解偏微分方程和积分微分方程的主要工具。Sloan 与

Thomée 于 1986 年系统研究了向后欧拉格式和 Crank-Nicolson 格式对该类方程时间离散的稳定性与收敛

性[1]，Thomée 和 Zhang 则进一步给出了半离散有限元方法的误差估计[2]。无网格方法在过去三十年间

得到持续发展[4]-[6]。Belytschko 等学者于 1994 年提出的无单元 Galerkin 法(Element-Free Galerkin Method, 
EFG)是该领域最具代表性的方法之一[7]。该方法采用移动最小二乘(Moving Least Squares, MLS)近似构造

形函数，仅需布置离散节点而无需建立单元间的拓扑连接关系。然而，MLS 形函数一般不具备 Kronecker 
delta 性质，即形函数在节点处的值不等于该节点自由度，因此本质边界条件无法像有限元中那样通过直

接修改系统方程来施加。 
针对无网格法中本质边界条件施加困难这一问题，目前已发展出多种处理策略。Fernández-Méndez

与 Huerta 在其综述中将各类方法归纳为修改弱形式、修改形函数以及采用混合变分原理等类别[8]，其

中 Nitsche 法属于“修改弱形式”类的代表性方案。Nitsche 法最初由 Nitsche 于 1971 年为处理 Dirichlet
边界条件而提出[9]，其基本思想是在变分泛函中增加相容项和稳定项来弱施加边界约束。与罚函数法

相比，Nitsche 法避免了因罚参数选取不当导致的矩阵病态问题，同时保持了系统的对称性。近年来，

Nitsche 法被成功推广至等几何分析中的多片耦合问题以及无网格法中的各类边界处理。例如，Zhang
系统分析了数值积分对无网格 Galerkin 法中 Nitsche 法施加本质边界条件的影响，给出了带数值积分情

形下的收敛性分析[10]。Belytschko 等学者亦对 Galerkin 型无网格法中的本质边界条件处理技术进行了

系统总结[11]。 
在时间依赖问题的无网格求解方面，近年来也涌现出若干高效的算法策略。Castillo-Rodríguez 等[12]

发展了基于有限点集法的时空耦合无网格格式，用于求解含移动热源的瞬态热传导问题，无需时间离散

方案即可直接求解控制方程，同时产生稀疏系统矩阵。Garmanjani 等[13]则提出了一种基于自适应残差细

化的径向基函数无网格有限差分格式，通过动态识别解的快速变化区域进行局部节点自适应细化，高效

求解二维时间依赖偏微分方程。这些工作展示了无网格方法在处理复杂时间依赖物理问题中的灵活性和

潜力。 
在时间方向离散方面，向后欧拉法因其良好的稳定性及易于实现的特点，被广泛用于抛物型及积分

微分方程的时间推进。Bakaev、Larsson 与 Thomée 在 Banach 空间框架下分析了向后欧拉型时间离散格

式的稳定性与误差估计[14]，Xu 则针对含弱奇异核的情形研究了向后 Euler 离散与卷积求积相结合的处

理方法[15]。近年来，关于积分微分系统时间离散的理论研究仍在持续深入[16]。 
基于上述研究背景，本文针对抛物型积分微分方程，提出一种结合无单元 Galerkin 法进行空间离散、

向后欧拉法进行时间推进以及 Nitsche 法施加本质边界条件的全离散数值格式。该格式旨在综合发挥无网

格方法在空间离散上的灵活性、向后欧拉法在时间推进上的鲁棒性以及 Nitsche 法在边界处理上的可靠

Open Access

https://doi.org/10.12677/pm.2026.169195
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


张涛 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2026.169195 27 理论数学 
 

性。数值算例将验证该数值格式的有效性和收敛性，以期为抛物型积分微分方程的高效数值求解提供一

条可行的技术途径。 

2. 移动最小二乘(MLS)近似 

设非空有界 Lipschitz 区域 dΩ ⊂  ，其中 1,2d = 或者 3，∂Ω = Γ为其边界。一般地， d 中的点可表

示为 ( )T
1 2, , , dx x x x= 

或 ( )T
1 2, , , dy y y y= 

。设{ } 1

N
i i

x
=
为Ω = Ω∪Γ中的节点集，节点总数为 N 。节点间

距 h 定义为 

1 1 ,max mini N j N j i i jh x x≤ ≤ ≤ ≤ ≠= −  

此外，点 x∈Ω的半径为 ( )  r x 的支持域为 ( ) ( ){ }:dx y y x r xℜ = ∈ − ≤
。 

对于给定函数 ( )u x ，其 MLS 近似为 

 ( ) ( )
( )

( ) ( )
1

N

i i i i
i x i

u x u x x u x u
∈∧ =

≈ = Φ = Φ∑ ∑  (2.1) 

其中为 MLS 近似算子， iu 为节点值， ( ) { }1 2, , ,
xnx λ λ λ∧ = 
为支持域覆盖点 x 的节点的全局编号，MLS

形函数 ( )i xΦ 定义为[6] [10] 

 ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

1

1
,

, 1, 2, , ,
0,

m

j ljl
ji

p x A x B x i x
x i N

i x

λ−

=

   = ∈∧  Φ = =
 ∉∧

∑
  (2.2) 

其中 ( )jp x ( )1,2, ,j m=  是多项式函数空间 ˆ
d
m 的单项式基函数经平移和缩放后形成的单项式基函数，m̂

为基函数的最高次数。此外， ( ) ( )TA x P W x P= ， ( ) ( )TB x P W x= ，其中 ( ) ( ) ( )1 2

T
, , ,

nx
P p x p x p xλ λ λ

 =   
 ，

( ) ( ) ( ) ( ) T
1 2, , ,i i i m ip x p x p x p x =  

，且 ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2
diag , , ,

nx
W x w x w x w xλ λ λ= 

。 

若 ( )iw x 为 ( )ixℜ 中有紧支集的 γ 次连续可微权函数，即 ( ) ( )( )0i iw x C xγ∈ ℜ ，则 MLS 近似具有如下

误差估计。 
引理 2.1. [6]若 ( )1mu H +∈ Ω ，则 

 ( ) ( ) { }1
1 ,0 min 1, .mk H

m k
Hu u Ch u k m γ+

+ −
Ω Ω

− ≤ ≤ ≤ +  (2.3) 

3. 问题模型 

考虑如下抛物型积分微分方程，求函数 :u J ×Ω→ 满足 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

0

0

, , , , d , , , ,

, , , , ,

, , , , , , ,

0, , .

t
t

D D

R R
A

u t x A t u t x B t u x f t x t x J

u t x g t x t x J
u t x t x u t x g t x t x J
n

u x u x x

τ τ τ

α

 + + = ∈ ×Ω

 = ∈ ×Γ
 ∂

+ = ∈ ×Γ
∂

 = ∈Ω

∫

 (3.1) 

其中Ω为有界 Lipschitz 区域，边界 D R∂Ω = Γ = Γ ∪Γ ， D RΓ ∩Γ = ∅， ( )meas 0DΓ > 。时间区间 [ ]0,J T= 。

这里 tu 表示 u 对时间 t 的偏导数， f 是已知源项， Dg 是 DΓ 上的已知 Dirichlet 边界数据， Rg 是 RΓ 上

的已知 Robin 边界数据，α 是 RΓ 上的已知非负函数， 0u 是初始条件。二阶偏微分算子 ( )A t 和 ( ),B t τ 如

下 
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( ) ( ) ( )0
, 1

, ,
n

ij
i j j i

uA t u a x a t x u
x x=

 ∂ ∂
= − + ∂ ∂ 
∑  

( ) ( ) ( ) ( )0
, 1 1

, , , , , .
n n

ij i
i j ij i i

u uB t u a x b t x b t x u
x x x

τ τ τ
= =

 ∂ ∂ ∂
= − + + ∂ ∂ ∂ 
∑ ∑  

其中 ( )0 ,a t x 满足 ( ) *
0 0, 0a t x a≥ > ， ( )1, , nb b b=  ， ( )ija x 满足对称性 ij jia a= 和一致椭圆性条件，存在常

数 0 0c > 使得 

 ( ) 2
0

, 1
, , .

n
d

ij i j
i j

a x c xξ ξ ξ ξ
=

≥ ∀ ∈Ω ∀ ∈∑   (3.2) 

同时 

( ) ( )
, 1

,
d

ij j
i jA i

u u ua x n x
n n x=

∂ ∂ ∂
= =

∂ ∂ ∂∑  

其中 ( )1, , dn n n=  是 Γ上的单位外法向量。存在常数 bC 使得 

 0 0 0 0, , , , , , , ,ij t i it t t ba a a b b b b Cα α ≤  (3.3) 

几乎处处成立。 
由于 MLS 近似的形函数 ( )i xΦ (2.2)不具有插值性质，因此采用 Nitsche 方法来强制施 Dirichlet 边界

条件[6] [8] [10]。将方程(3.1)乘以测试函数 ( )hv H∈ Ω 并在 Ω上积分 

( ) 0
, 1

d d .
n

ij
i j j i

uAu v x a v a uv x
x xΩ Ω

=

  ∂ ∂
= − +   ∂ ∂  

∑∫ ∫  

对二阶导数项应用分部积分公式 

d d d .ij ij ij j
j i i j i

u u v ua v x a x va n S
x x x x xΩ Ω ∂Ω

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− = − ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
∫ ∫ ∫  

将边界积分分解为 DΓ 和 RΓ 两部分 

d d d .
D R

ij j
i

u u uva n S v S v S
x n n∂Ω Γ Γ

∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂∫ ∫ ∫  

在 RΓ 上，利用 Robin 条件 R
u g u
n

α∂
= −

∂
，得 

d d d .
R R R

R
uv S vg S uv S
n

α
Γ Γ Γ

∂
= −

∂∫ ∫ ∫  

因此， 

d d d .
R R R

R
uv S vg S uv S
n

α
Γ Γ Γ

∂
− = − +

∂∫ ∫ ∫  

于是， A 部分的分部积分结果为 

( ) 0
, 1

d d d d d .
R R D

n

ij R
i j i j

u v uAu v x a a uv x uv S vg S v S
x x n

α
Ω Ω Γ Γ Γ

=

 ∂ ∂ ∂
= + + − −  ∂ ∂ ∂ 

∑∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

在 DΓ 上，弱施加 Dirichlet 条件 Du g= 。Nitsche 方法在左端添加对称化项和稳定项 
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1d d .
D D

v u S h uv S
n

β −

Γ Γ

∂
− +

∂∫ ∫  

同时，右端添加对应的项(将 u 替换为 Dg ) 

1d d .
D D

D D
v g S h g v S
n

β −

Γ Γ

∂
− +

∂∫ ∫  

其中  β 为 Nitsche 参数。因此，得到双线性形式 ( ); ,a t u v ， 

 ( ) 1
0

, 1
; , d d d d d .

R D D D

n

ij
i j i j

u v u va t u v a a uv x uv S v S u S h uv S
x x n n

α β −

Ω Γ Γ Γ Γ
=

 ∂ ∂ ∂ ∂
= + + − − +  ∂ ∂ ∂ ∂ 

∑∫ ∫ ∫ ∫ ∫  (3.4) 

对 B 的分部积分与 A 完全相同 

( ) 0
, 1 1

d d d .
n n

ij i
i j ii j i

u v u uBu v x a b v b uv x v S
x x x nΩ Ω ∂Ω

= =

 ∂ ∂ ∂ ∂
= + + −  ∂ ∂ ∂ ∂ 

∑ ∑∫ ∫ ∫  

分解边界积分 

d d d .
D R

u u uv S v S v S
n n n∂Ω Γ Γ

∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂∫ ∫ ∫  

在 RΓ 上再次利用 Robin 条件 

d d d .
R R R

R
uv S vg S uv S
n

α
Γ Γ Γ

∂
= −

∂∫ ∫ ∫  

因此， 

d d d .
R R R

R
uv S vg S uv S
n

α
Γ Γ Γ

∂
− = − +

∂∫ ∫ ∫  

于是， 

( ) 0
, 1 1

d d d d d .
D D D

n n

ij i R
i j ii j i

u v u uBu v x a b v b uv x uv S vg S v S
x x x n

α
Ω Ω Γ Γ Γ

= =

 ∂ ∂ ∂ ∂
= + + + − −  ∂ ∂ ∂ ∂ 

∑ ∑∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

与 A 类似，在 DΓ 上添加对称化项和稳定项 

1d d .
D D

v u S h uv S
n

β −

Γ Γ

∂
− +

∂∫ ∫  

右端添加对应的项 

1d d .
D D

D D
v g S h g v S
n

β −

Γ Γ

∂
− +

∂∫ ∫  

因此，得到双线性形式 ( ), ; ,b t u vτ  

( ) 1
0

, 1 1
, ; , d d d d d .

R D D D

n n

ij i
i j ii j i

u v u u vb t u v a b v b uv x uv S v S u S h uv S
x x x n n

τ α β −

Ω Γ Γ Γ Γ
= =

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + + − − +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

∑ ∑∫ ∫ ∫ ∫ ∫  (3.5) 

最后，将所有不含 u 的项移到右端，得到 

 
( ) 1

1
0

, d d d d

d d d d .

R D D

R D D

R D D

t
R D D

vF t v fv x g v S g S h g v S
n

vg v S g S h g v S
n

β

β τ

−

Ω Γ Γ Γ

−

Γ Γ Γ

∂
= + − +

∂
∂ + − + ∂ 

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫
 (3.6) 
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因此，方程(3.1)的变分形式：求 ( )( ) ( )( )2 2 10, ; 0, ;u L T L L T H∞∈ Ω ∩ Ω ，满足 

 ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )
0

, ; , , ; , d , ,
t

tu t v a t u t v b t u v F t vτ τ τ+ + =∫  (3.7) 

对几乎处处 ( )0,t T∈ 及所有 ( )1v H∈ Ω 成立，且 ( ) 00u u= 。 

4. 数值格式 

首先在空间上对方程(3.7)进行离散化。对于任意固定的 t ，解 u 由有限维无单元 Galerkin 空间 hS 中

的函数 hu 逼近。通常， hu 被称为空间离散解或半离散解。设 

{ }span ,1 ,h iS i N= Φ ≤ ≤  

其中 iΦ 是由式(2.2)给出的 MLS 形函数。 
据此，定义问题(3.1)的半离散近似，求 ( ) :h hu t J S→ 满足 

 ( ) ( ) ( )( ), 0
, ; , , ; , d , ,

t
h t h hu v a t u v b t u v F vτ τ τ+ + =∫  (4.1) 

 ( )0 , , .h h hu S v S t J∈ ∈ ∈  (4.2) 

这里， ,
h

h t
u

u
t

∂
=

∂
。根据 hS 空间的定义，将 ( )hu t 表示为 

( ) ( )
1

,
N

h i i
i

u t tα
=

= Φ∑  

那么方程(4.1)可改写为 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0

d
, d ,

d
t

a b

t
M M t t M t f t

t
α

α τ α τ τ+ + =∫  (4.3) 

其中 

( ) ( ) ( )( ), , ; , ,i j a i jN N N N
M M t a t

× ×
= Φ Φ = Φ Φ  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )T
1, , ; , , , , , , .b i j NN N

M t B t f t f fτ τ
×

= Φ Φ = Φ Φ
 

这是一个关于向量函数 ( ) ( ) ( )( )T
1 , , Nt t tα α α= 

的常微分–积分方程组。对给定初值 ( )0α (由

( )0h hu S∈ 确定)，它的解 ( )tα 是唯一存在的[15] [16]，因而问题(4.1)~(4.3)是适定的。接下来对(4.1)在时间

方向进行离散。 
将时间区间 [ ]0,T 均匀剖分：设 M 为正整数，时间步长 t T M∆ = ，节点 nt n t= ∆ ， 0,1, ,n M= 

。对

时间导数项采用向后欧拉近似 

( ) ( ) ( )1
, .h n h n n

h t n t h

u t u t
u t u

t
−−

≈ = ∂
∆

 

记忆项和右端项均采用左矩形公式 

( )( ) ( )
1

0
0

, ; , d , ; , .n
nt j

n n j
j

b t u v t b t t u vτ τ τ
−

=

≈ ∆ ∑∫  

( )
1

1 1

0

, ,

d d d d d d d .
R D D R D D

n
n

n
n n n n j j j

R D D R D D
j

F v F t v

v vf v x g v S g S h g v S t g v S g S h g v S
n n

β β
−

− −

Ω Γ Γ Γ Γ Γ Γ
=

=

∂ ∂ = + − + + ∆ − + ∂ ∂ 
∑∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
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记 ( )n
h nU u t≈ 为全离散近似解，则得到如下全离散格式，求 n

hU S∈ 满足 

 ( ) ( ) ( )
1

0
, ; , , ; , , , ,

n
n n j n

t n n j h
j

U v a t U v t b t t U v F v v S
−

=

∂ + + ∆ = ∀ ∈∑  (4.4) 

( )0 0 , 1, 2, , .h hU u S n M= ∈ =   

由 hS 的定义，将 nU 表示为 

1
.

N
n n

i i
i

U α
=

= Φ∑  

代入(4.4)并取 iv = Φ ( 1, ,i N= 
)，得到线性代数方程组 

 
1 1

,
0

0
, 1, 2, , ,

n n n
n n n j j n
a b

j
M M t M F n M

t
α α α α

− −

=

−
+ + ∆ = =

∆ ∑ 
 (4.5) 

其中 

( ) ( )0 , , ,ij ij j iN N
M m m

×
= = Φ Φ  

( ) ( ), ; , ,n n n
a ij ij n j iN N

M a a a t
×

= = Φ Φ  

( ) ( ), , ,, , ; , ,n j n j n j
b ij ij n j j iN N

M b b b t t
×

= = Φ Φ  

( ) ( )TT

1 1, , , , , , , .n n n n n n
N NF F Fα α α= = Φ Φ 

 

整理(4.5)得 

 ( )
1

1 2 ,
0 0

0
.

n
n n n n j j n
a b

j
M tM M t M tFα α α

−
−

=

+ ∆ = − ∆ + ∆∑  (4.6) 

由于质量矩阵 0M ，刚度矩阵 n
aM ，系数矩阵 0

n
aM tM+ ∆ 都是对称正定，因此(4.6)可逐时间步求解。 

1、初始化：给定 0
h hU v S= ∈ ，计算 0α 。 

2、时间循环：对 1,2, ,n M= 
： 

o 组装矩阵 0M 、 n
aM 、 ,n j

bM ( 0, , 1j n= − ) 

o 计算右端向量
11 2 ,

0 0
nn n n j j n

bjR M t M tFα α−−
=

= − ∆ + ∆∑  

o 求解线性方程组 ( )0
n n n
aM tM Rα+ ∆ =  

o 得到 1
Nn n

i iiU α ϕ
=

= ∑  

在时间推进方向，本文采用的欧拉格式为隐格式，因此其具备良好的稳定性，无需额外苛刻的 CFL
条件[3]。该全离散格式的稳定性和误差估计，计划在后续工作中进一步深入探讨。 

5. 数值实验 

考虑在 ( ) ( )20,1 0,TΩ = × 上的抛物型积分微分问题，其参数设置为 ( ) 1ija x = ， 0 1a = ， 0ib = ， 0 1b = ，

1T = 以及 1Γ = Γ  ( 2Γ = ∅ )，精确解为 

( ) ( ) ( )1 2exp sin sin .u t x x= − π π  

为考察时间离散与空间离散的匹配关系，数值试验中统一采用线性基函数( 1m = )，支持域半径为

1.5ih h= ，背景积分网格选为单元网格，采用指数权函数，其表达式为[7] 
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( )
( ) ( )

( )

2 2

2

e e , ,
1 e

0, .

i i

i

x x h h h

i ih h
i

i i

x x h
w x

x x h

− − −

−

 − − ≤=  −


− >

 

在 t h∆ = 的等步长设置下，本文首先验证了 Nitsche 参数对格式稳健性的影响。图 1 的结果显示，在

5,50,100,500,1000β = 时， 2L 范数和 1H 范数下的误差随 h 的衰减速率几乎不受影响，这说明该参数的选

取不构成收敛性的制约因素。与此同时，图 2 给出了 50β = 、节点数为 21 × 21 时的精确解 u 、数值解 hu
及误差分布 hu u− 。表 1 给出了在 2L 范数以及 1H 范数下收敛阶的定量评估均约 1.00，与理论分析的线性

收敛结论形成互证。当时间步长缩减为 24t h∆ = 时，表 2 说明， 2L 误差收敛阶提升至约 2.00，而 1H 误差

收敛阶依然约 1.00，前者收敛阶的提高和后者收敛阶不变与理论分析中时间收敛阶与空间收敛阶的支配

关系相符。 
 

 

Figure 1. Example 1 errors with different Nitsche parameters: left 
( )2h L

u u
Ω

− , right 
( )1h H

u u
Ω

−  

图 1. 算例 1 在不同 Nitsche 参数下的误差：左边
( )2h L

u u
Ω

− ，右边
( )1h H

u u
Ω

−  

 

 
(a)                                                (b) 
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(c) 

Figure 2. Example 1 at 1T = : (a) exact solutions u , (b) numerical solutions hu , (c) errors hu u−  

图 2. 算例 1 在 1T = 时，(a) 精确解 u ，(b) 数值解 hu ，(c) 误差 hu u−  

 
Table 1. Numerical errors of example 1 with Nitsche parameter 50β =  and t h∆ =  
表 1. 算例 1 在 Nitsche 参数 50β = 和 t h∆ = 的数值误差 

h  t h∆ =  ( )2h L
u u

Ω
−  收敛阶 ( )1h H

u u
Ω

−  收敛阶 

1/10 1/10 1.0184E−2  5.5867E−2  

1/20 1/20 4.8962E−3 1.06 2.7541E−2 1.02 

1/40 1/40 2.3996E−3 1.03 1.3672E−2 1.01 

1/80 1/80 1.1859E-3 1.02 6.7902E-3 1.01 
 
Table 2. Numerical errors of example 1 with Nitsche parameter 50β =  and 24t h∆ =  
表 2. 算例 1 在 Nitsche 参数 50β = 和 24t h∆ = 的数值误差 

h  
24t h∆ =  ( )2h L

u u
Ω

−
 收敛阶 ( )1h H

u u
Ω

−
 收敛阶 

1/10 1/25 3.3145E−3  3.7056E−2  

1/20 1/100 8.1182E−4 2.03 1.7146E−2 1.11 

1/40 1/400 1.9986E−4 2.02 8.1078E−3 1.08 

1/80 1/1600 4.9638E−5 2.01 3.9077E−3 1.05 

6. 结论 

针对抛物型积分微分问题，本文提出了一种无网格数值求解策略，其空间离散采用无单元 Galerkin 
(Element-Free Galerkin, EFG)方法，时间推进则基于向后欧拉格式。EFG 法具有无需显式构建网格的优

势，然而其在本质边界条件施加方面存在固有困难。为此，本文引入 Nitsche 方法以实现 Dirichlet 边界

条件的弱形式嵌入，从而避免了传统拉格朗日乘子法所引致的系统自由度增加及矩阵条件数恶化等问

题。在时间离散层面，采用向后欧拉格式构造全离散逼近方案，该格式具备良好的稳定性特征。最后，

通过数值算例，对所提方法的有效性和收敛阶进行了验证。计算结果充分表明，EFG-向后欧拉组合格

式结合 Nitsche 边界处理技术，能够稳定、有效地求解抛物型积分微分方程，具备良好的计算可靠性与

工程应用潜力。 
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