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摘  要 

设 ( )T X 为非空集合 X 上的全变换半群，σ 是 X 上的等价关系，定义 ( ) ( ){ }, kerE X f T X fσ σ= ∈ ⊆ ，则

( ),E X σ 是 ( )T X 的子半群。本文刻画了 ( ),E X σ 的左、右扩张元；描述了这类半群的F 、G关系，并据此

讨论了它的 F 、G富足性。 
 

关键词 

变换半群，等价关系，扩张元， ( )F G 富足性 

 
 

Magnifying Elements and F、G  Abundance 
on Semigroup ( )E X ,σ  

Qingfu Yan 
School of Information Engineering, Gannan University of Science and Technology, Ganzhou Jiangxi  
 
Received: August 11, 2026; accepted: September 10, 2026; published: September 17, 2026 

 
 

 
Abstract 

Let ( )T X  be the full transformation semigroup on a nonempty set X , and let σ  be an equivalence 

relation on X . Define ( ) ( ){ }, kerE X f T X fσ σ= ∈ ⊆ . Then ( ),E X σ  is a subsemigroup of ( )T X . In 
this paper, we characterize the left and right magnifying elements of ( ),E X σ , describe the F  and 
G  relations on this semigroup, and based on this, discuss its F  abundance and G  abundance. 
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1. 引言 

设 S 是半群且 a S∈ 。1963 年，Ljapin [1]介绍了半群 S 的左(右)扩张元，若存在 S 的真子集 M ，使

得 ( )aM S Ma S= = ，则称 a 为左(右)扩张元。Catino 和 Migliorini [2]给出了任意半群有左(右)扩张元的充

要条件。Gutan [3]证明了每个包含扩张元的半群都是可分解的。近年来，许多研究者开始研究变换半群的

扩张元，许多变换半群的扩张元已得到刻画，见文献[4]-[7]。 
最近，Stokes 在文献[8]中引入了半群 S 上的新等价关系F 和G ： 

( ){ } ( ){ }, : , , :a b S S x S xa x xb x a b S S x S ax x bx x= ∈ × ∀ ∈ = ⇔ = = ∈ × ∀ ∈ = ⇔ =F G 。 

据文献[8]，称 S 中的元素 a 是F 富足元(G 富足元)，若含 a 的F 类(G 类)含有幂等元。此外，若 S 中

的每个元素都是F 富足元(G 富足元)，则称 S 是F 富足半群(G 富足半群)。文献[8]研究了全变换半群、部

分变换半群的F 、G 富足性。 
设 ( )T X 为非空集合 X 上的全变换半群，σ 是 X 上的等价关系。Mendes-Goncalves 和 Sullivan 在文

献[9]中，定义了 ( )T X 的子半群 ( ) ( ){ }, kerE X f T X fσ σ= ∈ ⊆ 。文献[9]主要研究了半群 ( ),E X σ 的正

则性、格林关系及理想，半群 ( ),E X σ 其它方面的研究可见文献[10]-[12]。一个自然的问题：如何刻画半

群 ( ),E X σ 的左(右)扩张元及F 、G 关系？本文在相关文献工作的基础上，围绕上述问题继续对半群

( ),E X σ 开展研究，第一部分刻画了 ( ),E X σ 的左(右)扩张元；第二部分描述了 ( ),E X σ 的F 、G 关系，

并据此讨论了它的F 、G 富足性。本文规定映射的合成是从右往左，即 

( )( )( )( )( ) ( )( ), ,f g E X x X fg x f g xσ∀ ∈ ∀ ∈ = 。 

记 X 的全体σ 类构成的集合为 X σ ，x 所在的σ 类记为 x 。对任意 ( ) ( ), , ,U X f E X y f Xσ⊆ ∈ ∈ ，

记 

( ) ( ){ } { } ( ) ( ) ( ){ }1 2 1 2, \ , ker ,f U f x x U X U x X x U f x x X X f x f x= ∈ = ∈ ∉ = ∈ × = ， 

( ) ( ){ }1f y x X f x y− = ∈ = ， U 表示U 中元素的个数。显然，任意 ( )f T X∈ ， ( ),f E X σ∈ 当且仅当对

任意 A X σ∈ ，有 ( ) 1f A = 。涉及未说明的符号及概念参阅文献[13]。 

2. 主要结果 

2.1. 左扩张元和右扩张元 

当非空集合 X 有限时， ( ),E X σ 是有限半群，此时没有左(右)扩张元，下面讨论非空集合 X 无限的

情况。若 ( ){ },x x x Xσ = ∈ ，则 ( ) ( ),E X T Xσ = ， ( )T X 的左(右)扩张元已得到刻画。若 X Xσ = × ，则任

意 ( ),f E X σ∈ ， f 可表示为
X

f
a

 
=  
 

，a X∈ ，此时没有左(右)扩张元。下面讨论当 ( ){ },x x x Xσ ≠ ∈ ，

X Xσ ≠ × 时， ( ),E X σ 的左(右)扩张元。 

定理 1 设 ( ),f E X σ∈ ， f 是左扩张元当且仅当 f 是满射。 
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证明：设 f 是左扩张元。若 f 不是满射，则存在 0y X∈ ， ( )0y f X∉ 。定义 ( ),g E X σ∈ 为
0

X
g

y
 

=  
 

。

由于 f 是左扩张元，于是存在 ( ),E X σ 的真子集 M ，使得 ( ),fM E X σ= ，从而存在 ( ),h E X σ∈ ，使得

fh g= ，即 ( ) ( )fh X g X= ，于是 ( ) ( ) ( )0y g X fh X f X∈ = ⊆ ，这与 ( )0y f X∉ 矛盾，故 f 是满射。 

设 f 是满射。由于 ( ){ },x x x Xσ ≠ ∈ ， X Xσ ≠ × ，于是 2X σ ≥ ，且存在一个σ 类C ， 2C ≥ 。取

两个不同的元素 1 2,c c C∈ ，由 f 是满射，且 1 2c c≠ ，于是存在不同的σ 类 A 和 B ，使得 ( ) 1f A c= ，

( ) 2f B c= ，而 1 2,c c 在同一个σ 类，故存在两个不同的σ 类 A 和 B ， ( )f A 和 ( )f B 在同一个σ 类。令

( ){ },M h E X hσ= ∈ 不是满射 ，由 f 是满射知 M 是 ( ),E X σ 的真子集，下证 ( ),fM E X σ= 。任取

( ),g E X σ∈ 。由于 f 是满射，于是对任意 x X∈ ，存在 xy X σ∈ ，使得 ( ) ( ) ( )xf y g x g x= = ，定义

( ),h E X σ∈ 如下：任意 x X∈ ，固定 x xy y∈ ，令 ( ) xh x y= (若 ( ) ( )1 2g x g x= ，则选择
1 2x xy y= )，下面说

明 h M∈ 。由于存在两个不同的σ 类 A 和 B ， ( )f A 和 ( )f B 在同一个σ 类，于是分两种情况： 

情况一， ( ) ( )f A f B= 。任取 ,A Ba A b B∈ ∈ ，我们断言 ,A Ba b 不可能都在 ( )h X 中。事实上，若 ,A Ba b

都在 ( )h X 中，则存在 ,A Bx x X∈ ，使得 ( ) ( )A A Aa h x h x= = ， ( ) ( )B B Bb h x h x= = 。由 h 的定义知，

( ) ( ) ( )A Ag x f a f A= = ， ( ) ( ) ( )B Bg x f b f B= = ，于是 ( ) ( )A Bg x g x= ，再由 h 的定义知 A B= ，这与 A B≠

矛盾，这表明 A B 中，必有元素不在 ( )h X 里。因此，当 ( ) ( )f A f B= 时， h M∈ 。 

情况二， ( ) ( )f A f B≠ 。令 ( ) ( ),A By f A y f B= = ，则 A By y≠ 。由于 ,A By y 在同一个σ 类，于是

( ) ( ) ( ) ( )A A B Bf y f y f y f y= = = 。我们断言 ,A By y 不可能都在 ( )h X 中。事实上，若 ,A By y 都在 ( )h X 中，

则存在 ,A Bx x X∈ ，使得 ( ) ( )A A Ay h x h x= = ， ( ) ( )B B By h x h x= = ，由 h 的定义知， ( ) ( )A Ag x f y= ，

( ) ( )B Bg x f y= ，于是 ( ) ( )A Bg x g x= ，再由 h 的定义知， A By y= ，这与 A By y≠ 矛盾，故 ,A By y 都在 ( )h X

中是不可能的。因此，当 ( ) ( )f A f B≠ 时， h M∈ 。 

最后，对任意 x X∈ ，由 h 的定义知， ( ) ( ) ( ) ( )x xfh x f y f y g x= = = ，即 fh g= ，于是 ( ),fM E X σ= ，

故 f 是左扩张元。 

推论 1 若 X σ 有限，则 ( ),E X σ 没有左扩张元。 
证明：若 X σ 有限，则令 { }1 2, , , sX A A Aσ =  。由于 ( ){ },x x x Xσ ≠ ∈ ，于是存在 iA X σ∈ ， 2iA ≥ ，

又 ( ),f E X σ∈ 当且仅当对任意 A X σ∈ ，有 ( ) 1f A = 。从而任意 ( ),f E X σ∈ ， f 都不是满射，由定理

1 知， f 不是左扩张元，故 ( ),E X σ 没有左扩张元。 
引理 1 设 ( ),f E X σ∈ ，若 f 是右扩张元，则对任意两个不同的σ 类 A 和 B ， ( )f A 和 ( )f B 不在同

一个σ 类。 
证明：设 ( ),f E X σ∈ 是右扩张元。对任意两个不同的σ 类 A 和 B ，取 ,a A b B∈ ∈ ，定义 ( ),g E X σ∈

为
\A X A

g
a b

 
=  
 

。由于 f 是右扩张元，于是存在 ( ),E X σ 的真子集 M ，使得 ( ),Mf E X σ= ，即存在

( ),h E X σ∈ ，使得 hf g= ，从而 ( ) ( )hf A g A a= = ， ( ) ( )hf B g B b= = ，又 a b≠ ，故 ( )f A 和 ( )f B 不

在同一个σ 类。 
引理 2 设 ( ),f E X σ∈ ，若 f 是右扩张元，则存在不同的 ( )1 2, ,g g E X σ∈ ，使得 1 2g f g f= 。 
证明：假设对任意不同的 ( )1 2, ,g g E X σ∈ ， 1 2g f g f≠ 。由于 f 是右扩张元，于是存在 ( ),E X σ 的真

子集 M ，使得 ( ),Mf E X σ= 。取 ( ), \h E X Mσ∈ ，则 ( ),hf Mf E X σ∉ = ，否则存在 g M∈ ，使得 hf gf= ，

https://doi.org/10.12677/pm.2026.169200


严庆富 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2026.169200 80 理论数学 
 

这与假设 hf gf≠ 矛盾。然而， ( ),E X σ 是半群， ( ),hf E X Mfσ∈ = 。因此，假设错误，即存在不同的

( )1 2, ,g g E X σ∈ ，使得 1 2g f g f= 。 
定理 2 设 ( ),f E X σ∈ ， f 是右扩张元当且仅当下列两条成立： 
1) 对任意两个不同的σ 类 A 和 B ， ( )f A 和 ( )f B 不在同一个σ 类； 
2) 存在 0A X σ∈ ，使得 ( ) 0f X A = ∅ 。 
证明：设 f 是右扩张元。由引理 1 知(1)成立。由引理 2 知，存在不同的 ( )1 2, ,g g E X σ∈ ，使得 1 2g f g f= 。

由于 1 2g g≠ ，于是存在 0A X σ∈ ，使得 ( ) ( )1 0 2 0g A g A≠ 。若 ( ) 0f X A ≠ ∅ ，取 ( )
0 0 Ay f X A∈  ，则

( ) ( )0 01 2A Ag y g y= ，又 ( ) ( )01 0 1 Ag A g y= ， ( ) ( )02 0 2 Ag A g y= ，于是 ( ) ( )1 0 2 0g A g A= ，这与 ( ) ( )1 0 2 0g A g A≠

矛盾，故存在 0A X σ∈ ，使得 ( ) 0f X A = ∅ 。 

设 ( ),f E X σ∈ 满足条件(1)、(2)。由(1)知，对任意 ( )y f X∈ ， ( )1f y−
是一个σ 类，于是对任意不同

的 ( )1 2,y y f X∈ ，有 1 2y y≠ ，从而对任意 A X σ∈ ， ( ) 1A f X ≤ 。由(2)知，存在 0A X σ∈ ，使得

( ) 0f X A = ∅ ，于是存在 x X∈ ， ( )x f X∉ 。取定 0y X∈ ， ( )0y f X∉ ，令 

( ) ( ){ }0,M h E X y h Xσ= ∈ ∈  

则 M 是 ( ),E X σ 的真子集。下证 ( ),Mf E X σ= 。任取 ( ),g E X σ∈ ，定义 ( ),h E X σ∈ 为 

( )
( ) ( )

( )0

,   ;

,          ,
xg A x f X

h x
y x f X

 ≠ ∅= 
= ∅





若 

若 
 

其中 xA X σ∈ ， ( )x xf A y= ， ( )xy x f X∈  。易知 h M∈ ，且 ( ) ( ) ( )hf x g x g x= = ，即 hf g= ，于是

( ),Mf E X σ= ，故 f 是右扩张元。 
推论 2 若 X σ 有限，则 ( ),E X σ 没有右扩张元。 
证明：设 ( ),f E X σ∈ 是右扩张元。若 X σ 有限，则令 { }1 2, , , sX A A Aσ =  ，由定理 2 的(1)知，对

任意 A X σ∈ ， ( )f X A ≠ ∅ ，这与定理 2 的(2)矛盾，故 ( ),E X σ 没有右扩张元。 

例子：设 X N += ， ( )
1

i i
i

A Aσ
∞

=

= ×


，其中 { }1 1A = ， { }2 2,3A = ，， ( ){ }2 1 ,2 1iA i i= − − ( )2i ≥ ，则

{ }jX Aσ = ( )j N +∈ 。定义 ( ),f E X σ∈ 为 ( )jf A j= ( )j N +∈ ，则 f 是满射，由定理 1 知 f 是左扩张元，

定义 ( ),g E X σ∈ 为 ( ) 2jg A j= ( )j N +∈ ，则对任意两个不同的σ 类 A 和 B ， ( )g A 和 ( )g B 不在同一个

σ 类，且 ( )1A g X = ∅ ，由定理 2 知 g 是右扩张元。 

2.2. F 、G关系 

设 ( ),f E X σ∈ ，令 { ( ) }fE x X f x x= ∈ = ， fτ 为 X 上由 ( )( ){ },x f x x X∈ 生成的等价关系，下面描

述 ( ),E X σ 的F 、G 关系，并据此讨论它的F 、G 富足性。 

定理 3 设 ( ), ,f g E X σ∈ ， ( ),f g ∈F 当且仅当 f gτ τ= 。 

证明：设 ( ),f g ∈F 。对任意 x X∈ ，记 x 所在的 fτ 类为 xA ，固定元素 x xa A∈ ，定义 ( ),e E X σ∈ 为

( )x xe A a= ，则 ker fe τ= ，ef e= 。由于 ( ),f g ∈F ，于是 eg e= ，即 ( )( ), ker fx g x e τ∈ = ，故 g fτ τ⊆ 。同

理可证 f gτ τ⊆ 。因此， f gτ τ= 。设 f gτ τ= 。若存在 ( ),h E X σ∈ ，使得 hf h= ，则对任意 x X∈ ，有

( )( ), kerx f x h∈ ，即 kerf hτ ⊆ 。由于 f gτ τ= ，于是 kerg hτ ⊆ ，从而 ( ) ( )h x hg x= ，即 hg h= 。同理，

若存在 ( ),h E X σ∈ ，使得 hg h= ，则 hf h= ，故 ( ),f g ∈F 。 
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定理 4 ( ),E X σ 是F 富足半群。 
证明：任取 ( ),f E X σ∈ 。对任意 x X∈ ，记 x 所在的 fτ 类为 xA ，固定元素 x xa A∈ ，定义 ( ),e E X σ∈

为 ( )x xe A a= ，则 ker fe τ= ， 2e e= ，下证 f eτ τ= 。任取 ( ), kerfx y eτ∈ = ，则 ( ) ( )e x e y= 。由于 ( )( ), ex e x τ∈ ，

( )( ), ey e y τ∈ ，于是 ( ), ex y τ∈ ，故 f eτ τ⊆ 。由于 2e e= ，于是 ( )( ), ker fx e x e τ∈ = ，从而 e fτ τ⊆ 。因此，

f eτ τ= 。由定理 3 知， ( ),f e ∈F ，又因为 2e e= ，于是 f 是F 富足元，故 ( ),E X σ 是F 富足半群。 

引理 3 设 ( ),f E X σ∈ ，对任意 A X σ∈ ，有 1fE A ≤ 。 
证明：若存在 0A X σ∈ ，使得 0 2fE A ≥ 。取不同的 0, fa b E A∈  ，则 ( ) ( )a f a f b b= = = ，这与

a b≠ 矛盾，故对任意 /A X σ∈ ，有 1fE A ≤ 。 

引理 4 设 ( ),f E X σ∈ ，存在 ( ),h E X σ∈ ，使得 fh h= 当且仅当 fE ≠ ∅。 

证明：若存在 ( ),h E X σ∈ ，使得 fh h= ，则对任意 A X σ∈ ，有 ( ) ( )fh A h A= ，于是 ( ) fh A E∈ ，即

fE ≠ ∅。若 fE ≠ ∅，取 fa E∈ ，定义 ( ),h E X σ∈ 为
X

h
a

 
=  
 

，则 fh h= 。 

定理 5 设 ( ), ,f g E X σ∈ ， ( ),f g ∈G当且仅当 f gE E= 。 

证明：设 ( ),f g ∈G。若 fE = ∅，则由引理 4 知，对任意 ( ),h E X σ∈ ， fh h≠ ，又 ( ),f g ∈G，于是

gh h≠ ，再由引理 4 知， gE = ∅。若 fE ≠ ∅，则由引理 4 知，存在 ( ),h E X σ∈ ，使得 fh h= ，又 ( ),f g ∈G，

于是 gh h= ，再由引理 4 知， gE ≠ ∅。对任意 fx E∈ ，有 ( )f x x= 。定义 ( ),h E X σ∈ 为
X

h
x

 
=  
 

，则

fh h= ，又 ( ),f g ∈G，于是 gh h= ，即 ( )g x x= ，从而 f gE E⊆ 。同理可证 g fE E⊆ ，故 f gE E= 。若

f gE E= = ∅，则由引理 4 知，对任意 ( ),h E X σ∈ ， ,fh h gh h≠ ≠ ，这表明 ( ),f g ∈G。若 f gE E= ≠ ∅，

则设 ( ),h E X σ∈ ，且 fh h= ，于是对任意 x X∈ ，有 ( ) ( )fh x h x= ，从而 ( ) f gh x E E∈ = ，即 ( ) ( )gh x h x= ，

故 gh h= 。同理 gh h= 也蕴含 fh h= 。因此， ( ),f g ∈G。 

定理 6 设 ( ),f E X σ∈ ， f 是G 富足元当且仅当 fE ≠ ∅。 

证明：设 f 是G 富足元。由 f 是G 富足元知，存在 ( ),e E X σ∈ ， 2e e= ，且 ( ),e f ∈G。由定理 5 知

f eE E= ≠ ∅。设 fE ≠ ∅。取定 0 fa E∈ 。由引理 3 知，对任意 x X∈ ， 1fE x ≤ ，于是定义 ( ),e E X σ∈

为 

( ) 0 ,    

,    
f

x f

a x E
e x

a x E

= ∅=  ≠ ∅





，其中 x fa E x∈  。 

对 任 意 x X∈ ， 若 fx E = ∅ ， 则 ( ) ( )( ) ( ) ( )2
0 0e x e e x e a a e x= = = = 。 若 fx E ≠ ∅ ， 则

( ) ( )( ) ( ) ( )2
x xe x e e x e a a e x= = = = ，即 2e e= 。显然， eE ≠ ∅，下证 f eE E= 。任取 fx E∈ ，由 e的定义

知 ( )e x x= ，即 f eE E⊆ 。反之，任取 ey E∈ ，则 ( )e y y= 。另一方面，由 e的定义知， ( ) 0 fe y a E= ∈ 或

( ) y fe y a y E= ∈  ，于是 ( ) fy e y E= ∈ ，即 e fE E⊆ ，故 f eE E= 。由定理 5 知 ( ),f e ∈G，又因为 2e e= ，

故 f 是G 富足元。 

定理 7 ( ),E X σ 是G 富足半群当且仅当 X Xσ = × 。 

证明：若 X Xσ = × ，显然 ( ),E X σ 是G 富足半群。设 ( ),E X σ 是G 富足半群。若 X Xσ ≠ × ，则

2X σ ≥ 。取不同的 ,A B X σ∈ ，a A∈ ，b B∈ ，定义 ( ),f E X σ∈ 为
\A X A

f
b a

 
=  
 

，则 fE = ∅，由

https://doi.org/10.12677/pm.2026.169200
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定理 6 知， f 不是G 富足元，这与 ( ),E X σ 是G 富足半群矛盾，故 X Xσ = × 。 

3. 总结 

本文首先讨论了半群 ( ),E X σ 的左(右)扩张元。当非空集合 X 有限时， ( ),E X σ 没有左(右)扩张元。

当非空集合 X 无限， ( ){ },x x x Xσ = ∈ 时， ( ) ( ),E X T Xσ = ， ( ),f E X σ∈ ，由文献[4]， f 是左扩张元当

且仅当 f 是满射但不是单射， f 是右扩张元当且仅当 f 是单射但不是满射。当非空集合 X 无限，

X Xσ = × 时， ( ),E X σ 没有左(右)扩张元。当非空集合 X 无限， ( ){ },x x x Xσ ≠ ∈ ， X Xσ ≠ × ，且 X σ
有限， ( ),E X σ 没有左扩张元，也没有右扩张元。当非空集合 X 无限， ( ){ },x x x Xσ ≠ ∈ ， X Xσ ≠ × ，

且 X σ 无限， ( ),f E X σ∈ ， f 是左扩张元当且仅当 f 是满射， f 是右扩张元当且仅当对任意两个不同

的σ 类 A 和 B ， ( )f A 和 ( )f B 不在同一个σ 类，且存在 0A X σ∈ ，使得 ( ) 0f X A = ∅ 。注意到，当

( ){ },x x x Xσ ≠ ∈ 时，任意 ( ),f E X σ∈ ， f 都不可能是单射。其次描述了 ( ),E X σ 的F 、G 关系，并据

此证明了 ( ),E X σ 是F 富足半群，但未必是G 富足半群，这与文献[8]证明了 ( )T X 是F 富足半群，但未

必是G 富足半群的结果一致。 
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