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摘  要 

本文首先给出Young不等式的基本形式，在此基础上，证明经典的Hölder不等式的积分形式。在应用层

面，选取函数估计、泛函极值、Minkowski不等式证明三个典型场景，展示Hölder不等式在分析问题中

的具体用法，本文可作为学习Hölder不等式的补充材料。 
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Abstract 
This paper begins with the basic form of Young’s inequality, based upon which the integral form of the 
classical Hölder inequality is established. Three typical applications are then presented—namely, 
function estimation, functional extremum problems, and the proof of Minkowski’s inequality—to il-
lustrate the role of Hölder’s inequality in various analytical contexts. The paper is intended to serve 
as a supplementary reference for students and researchers studying Hölder’s inequality. 
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1. 引言 
在分析数学中，Hölder 不等式是最基本、最重要的不等式之一。它通过引入共轭指数对 , 1p q > ，

1 1 1
p q
+ = ，准确刻画了不同幂次可和(或可积)的数学对象与其乘积的和(或积分)之间的不等式关系。Hölder

不等式自 1889 年被德国数学家 Otto Hölder 提出以来，已广泛应用于实变函数、泛函分析、偏微分方程

等数学分支。 
近年来，国内外学者对 Hölder 不等式的研究主要围绕以下几个方向展开： 
1) 形式的推广：将 Hölder 不等式推广到加权形式、多重函数形式、矩阵形式等。如乔建斌[1]对 Hölder

不等式的离散形式与积分形式进行了推广；黄灿[2]给出了 Hölder 型矩阵不等式及改进结果。 
2) 等价关系的探讨：研究 Hölder 不等式与其他著名不等式(如 Young 不等式、Minkowski 不等式、

Cauchy-Schwarz 不等式)之间的等价性或蕴含关系。如沈诗雨[3]给出了可积函数 Hölder 不等式的若干等

价不等式。 
3) 专业领域的深入应用：将 Hölder 不等式应用于 Sobolev 空间理论、偏微分方程正则性理论、调和

分析等前沿领域。如 Brasco 等[4]在 Sobolev 嵌入和距离函数的研究中系统使用了 Hölder 不等式。 
然而，尽管 Hölder 不等式在理论研究中被频繁使用，对它在各类常见数学问题中的应用进行系统梳

理和归纳的工作相对较少。现有文献多侧重于某一方向的推广或某一领域的应用，缺少一条从基础到应

用的完整学习路径。 
基于此种情况，本文从 Young 不等式出发，给出 Hölder 不等式积分形式的完整证明，并通过三个典

型例题展示其在函数估计、泛函极值以及证明 pL 空间三角不等式中的应用。本文兼顾逻辑完整性与可读

性，可作为学习 Hölder 不等式的补充材料。 

2. Young 不等式 

如果 0a > 且 0b > ，而数 ,p q 满足： 1p > ， 1q > 且
1 1 1
p q
+ = ，则

p qa bab
p q

≤ + ，当且仅当 p qa b= 时，

等号成立。 

若令 ,p qs a t b= = ，则有
1 1

,p qa s b t= = ，在条件不变的情况下，可得到 Young 不等式的变形式
1 1
p q s ts t

p q
≤ + ，当且仅当 s t= 时，等号成立。 

几何直观：Young 不等式的几何意义可以通过幂函数 y xµ= 的图像来理解：由 1
0

d
pa p ax x

p
− =∫ ，

1
0

d
qb q bx x

q
− =∫ 可知

p qa b
p q
+ 等于该函数在两个区间上的面积之和，而 ab 表示以 a 和 b 为边长的矩形面积。

等号成立当且仅当 p qa b= 。 

3. Hölder 不等式 

1) (离散形式)设 ( )0, 0 1,2, ,i ix y i n≥ ≥ =  且 1p > ，
1 1 1
p q
+ = ，则 

1 1

1 1 1

n n np qp q
i i i i

i i i
x y x y

= = =

   ≤    
   

∑ ∑ ∑   

当且仅当向量 ( )1 2, , ,p p p
nx x x 与向量 ( )1 2, , ,q q q

ny y y 共线时，等号成立[5]。 
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2) (积分形式)设 ( )f x 和 ( )g x 为测度空间 E 上的可积函数，且 1p > ，
1 1 1
p q
+ = ，则 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
1 1

d d d
p qp q

E E E
f x g x x f x x g x x≤∫ ∫ ∫  

当且仅当存在常数 0λ ≥ ，使得 ( ) ( )p q
f x g xλ=  a.e.于 E 时，等号成立[6] [7]。 

证明 令 ( ) d
p

E
A f x x= ∫ ， ( ) d

q

E
B g x x= ∫ ， 

① 若 0A = 或 0B = ，则 ( ) 0f x = 或 ( ) 0g x =  a.e.于 E ，结论显然成立； 

② 若 ( ) 0f x > ， ( ) 0g x > ，在 Young 不等式的变形式中令
( ) ( )

,
p q

f x g x
s t

A B
= = ，得到 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

p q

p q

f x g x f x g x
p A q B

A B
≤ +

⋅ ⋅
 

不等式两边对 E 进行积分，有 

( ) ( ) ( ) ( )1 1

1 1 1 1 1d d d 1
p q

E E E
p q

f x g x x f x x g x x
p A q B p q

A B
≤ + = + =

⋅ ⋅
⋅

∫ ∫ ∫ ， 

因此， ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
1 1

d d d
p qp q

E E E
f x g x x f x x g x x≤∫ ∫ ∫ 。 

4. Hölder 不等式的应用 

在函数估计问题中，Hölder 不等式及其退化形式柯西–施瓦茨不等式常用来解决带边界条件的泛函

的下界估计。 

例 1 已知 ( )f x 是
3,

4 4
 − 

π



π
上的连续可微函数，满足 ( ) ( )

3 3
4 4

4 4

1 sin d cos d 1
2

f x x x f x x x
π

−
π π

−

π

= =∫ ∫ ，则

( )( )
3

2 14

4

df x x
−

π

π
−′ ≥ π∫ 。 

证明 由条件 ( ) ( )
3 3
4 4

4 4

1 sin d cos d 1
2

f x x x f x x x
π

−
π π

−

π

= =∫ ∫ 知 

 ( )( )
3
4

4

sin cos d 1f x x x x
π

π
−

− =∫  (1) 

由分部积分公式及 ( ) cos sing x x x= − − 在边界
3,

4 4
x π
= −

π
的函数值

3 0
4 4

g gπ   − = =   
   

π
，得 

( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( )( )

3 3
4 4

4 4
3 3
4 4

4 4
3
4

4

sin cos d cos sin d

cos sin cos sin d

cos sin d

f x x x x f x x x x

x x f x f x x x x

f x x x x

π π

π π

π π

π π

π

π

− −

− −

−

′− = − −

′= − − + +

′= +

∫ ∫

∫

∫
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结合(1)式，进一步得到 ( )( )
3
4

4

cos sin d 1f x x x xπ
−

π

′ + =∫ 。 

在此基础上，应用 Hölder 不等式 ( )2p q= = 有 

( )( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

3 3
4 4

4 4

1 1
3 32 22 24 4

4 4

1 1
3 32 224 4

4 4

1
31 2242

4

cos sin d cos sin d

d cos sin d

d 1 sin 2 d

d

f x x x x f x x x x

f x x x x x

f x x x x

f x x

π π

π π

π π

π π

π π

π π

π

π

− −

− −

− −

−

′ ′+ ≤ +

   
′≤ +      

   

   
′= +      

   

 
′=   

 
π

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫

 

而 ( )( )
3
4

4

cos sin d 1f x x x xπ
−

π

′ + =∫ 。 

所以 ( )
1

31 2242

4

d 1f x x
π

π
−

 
′ ≥  

 
π ∫  

进而 ( )( )
3

2 14

4

df x x
−

π

π
−′ ≥ π∫ 。 

注：当 2p q= = 时，Hölder 不等式退化为柯西–施瓦茨不等式。 
本例中，通过巧妙构造边界函数 ( ) cos sing x x x= − − ，利用其在积分区间端点处取值为零的特性，结

合分部积分公式，成功将原积分条件转化为关于导数 ( )f x′ 的积分等式。这一步转化的核心意义在于，它 

建立了一个从函数本身 ( )f x 向导数 ( )f x′ 迁移的桥梁。最终得到的估计 ( )( )
3

2 14

4

df x x
−

π

π
−′ ≥ π∫ ，本质上给出 

了该问题中导数的 2L 范数的一个严格下界。在物理或工程语境下，这通常对应于系统的“最小能量”或

“最小耗散”。这种下界估计是证明 PDE 解的唯一性、稳定性以及正则性(即解的光滑程度)的基础，也

为后续利用变分法寻找极小值提供了必要的理论支撑。 
例 2 [4] 设 1

NB R⊂ 为单位球， ( )1,
1

p
pU W B∈ 为某个能量泛函的极小元，其中 01 p p< < < ∞。证明：

( ) ( )0 0 0

1 1

1 11 1

d d
p pp pp p

p N pB B
U x U xω

−

∇ ≤ ∇∫ ∫ ，其中 Nω 为 1B 的体积。 

证明 令 ( ) 0p
pf x U= ∇ ， ( ) 1g x =  

由 Hölder 不等式有 

 ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

0
0 0

1 1 1 1

1
1

d d d d

p p
p pp pp
p p

pB B B B
U x f x g x x f x x g x x

−
−   

∇ = ≤    
   

∫ ∫ ∫ ∫  (2) 

将 ( ) 0p
pf x U= ∇ ， ( ) 1g x = 代入(2)式中，有 

( ) ( )
0

0

0
1 1

d d

p pp p p pp
pB B

f x x U x
 

= ∇ 
 
∫ ∫  
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( ) ( )
0

0 0

0
1 1

1 1 11
d d

p p pp p p pp
NB B

g x x x ω
− − −− 

= = 
 
∫ ∫ ， 

因此 

 ( )
0 0

0

1 1

1
d d

p p
p p p p

p p NB B
U x U x ω

−
∇ ≤ ∇∫ ∫  (3) 

(3)式两边取
0

1
p

次幂，即得 

( ) ( )0 0 0

1 1

1 11 1

d d
p pp pp p

p N pB B
U x U xω

−

∇ ≤ ∇∫ ∫ 。 

在变分法分析中，建立不同指数之间的积分关系是核心难题。本例巧妙地应用 Hölder 不等式，将 0p
次幂的积分通过单位球体积 Nω 放大(或约束)到了 p 次幂的积分上。这一步看似只是代数变形，实则揭示

了函数空间嵌入关系的本质：在一定区域内(如单位球 1B )，由于测度有限，具有更高阶可积性( p 较大)的
函数空间，会被连续嵌入到较低阶可积性( 0p 较小)的空间中。这种 pL 范数之间的相互控制，是研究偏微

分方程解的存在性和正则性不可或缺的工具，它保证了在极值问题中，函数的能量不会在局部突然发散，

从而保障了变分问题解的物理意义和数学结构的合理性。 
Hölder 不等式是证明 pL 空间中三角不等式(Minkowski 不等式)的关键工具。 

设 nE R⊂ 为可测集， ( )f x 在 E 上可测，1 p≤ < ∞，定义 ( ) ( ){ }d
pp

E
L E f f x x= < ∞∫ 。 

例 3 设 ( ), pf g L E∈ ，其中 nE R⊂ 是可测集，1 p≤ < ∞，则 p p pL L Lf g f g+ ≤ + 。 
证明 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
d dp

p p

L E E
f g f x g x x f x g x f x g x x

−
+ = + = + +∫ ∫  (4) 

因为 ( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x+ ≤ + ， 

所以(4)变为 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

1 1

d

d d

p

E
p p

E E

f x g x f x g x x

f x g x f x x f x g x g x x

−

− −

+ +

≤ + + +

∫
∫ ∫

 (5) 

运用 Hölder 不等式和 ( )1p q p− = ，(5)式右端第一项变为 

 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )( )

11
1 1

1 1

d d d

d d

p p p q qp
E E E

p pp q
E E

f x g x f x x f x x f x g x x

f x x f x g x x

− −
+ ≤ +

= +

∫ ∫ ∫

∫ ∫

 (6) 

同理，(5)式右端第二项变为 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1 1

1
d d d

p p pp q
E E E

f x g x g x x g x x f x g x x
−

+ ≤ +∫ ∫ ∫  (7) 

由(5)~(7)式，得到 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
1 1 1

d d d d
p p p pq p p

E E E E
f x g x x f x g x x f x x g x x

 
+ ≤ + + 

  
∫ ∫ ∫ ∫  (8) 
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(8)式两边同除 ( ) ( )( )
1

d
p q

E
f x g x x+∫ ，有 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
1 1 1 11

d d d d ,
p p p pq p p p

E E E E
f x g x x f x g x x f x x g x x

−

+ = + ≤ +∫ ∫ ∫ ∫  

即 p p pL L Lf g f g+ ≤ + 。 

例 3 通过 Hölder 不等式证明了 Minkowski 不等式，其数学意义极其深远，它确立了 pL 空间作为完

备赋范线性空间(即 Banach 空间)的基石地位。泛函分析的发展依赖于在函数空间中引入类似欧几里得空

间中的“距离”和“长度”概念。Minkowski 不等式 p p pL L Lf g f g+ ≤ + 正是证明 pLf 是一个合法范

数的最后一个必要条件(三角不等式)。 
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