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摘  要 

Bent函数是非线性度达到最高的一类具有偶数个变量的布尔函数。一个熟知的结果是：f是n = 2k元Bent
函数的充分必要条件是f由两个谱支撑互不相交的2k − 1元半Bent函数的级联而成。提出一个方法：用2k−1

个标号互不相同的仿射函数，沿子空间级联，可得到2k − 1元半Bent函数，从而可以构造2k元Bent函数。

并证明：当k = 1，2时，用这种方法可以得到所有的n = 2，4元Bent函数。 
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Abstract 
Bent functions are a class of Boolean functions with even number of variables that have the highest 
degree of nonlinearity. A well-known result is that the sufficient and necessary condition for f to be 
a Bent function with n = 2k variables is that f is a concatenation of two semi Bent functions with 2k 
− 1 variables whose spectral support are disjoint. A method is proposed: by concatenating 2k−1 affine 
functions with different labels along a given subspace, we can construct a semi Bent function with 
2k − 1 variables, and Bent functions with 2k variables can be obtained accordingly. We prove that: 
when k = 1, 2, all the Bent functions with 2 or 4 variables can be obtained in this way. 
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1. 引言 

Bent 函数是非线性度达到最高的一类具有偶数个变量的布尔函数，具有非常优良的密码学性质，从

而在密码模块中有着重要的应用。Bent 函数的性质、构造与计数一直吸引着无数的专家学者。 
很多学者对 Bent 函数的构造和性质做了研究[1]-[10]，其中[1]给出 2k 元 Bent 函数的代数次数不超过

k，并给出了计算所有 6 元 Bent 函数的方法，但是文中并没有给出明确的结果。文献[9]中，利用布尔函

数谱值在子空间的上分布规律，通过计算机搜索计算出 6 元 Bent 函数的个数为 5 425 430 528。文献[10]
通过 50 台计算机历时三个月，终于计算出 8 元 Bent 函数的个数为 9927 0589 2659 3437 0305 7858 6124 
2880。这是目前最好的结果，对于 10 元以上的 Bent 函数，人们不知道到底有多少。 

文献[8]中证明了一个定理：f 是 2k 元 Bent 函数当且仅当 f 是由两个谱支撑互不相交的 2 1k − 元半 Bent
函数的级联。基于这个结果，本文考虑将 12k− 个 k 元仿射函数沿 2 1

2
kF − 的任一 k 维线性子空间级联。如果

选择的仿射函数的标号互不相同，则可以构造一批 2 1k − 元半 Bent 函数，并能方便地计算出它们的谱支

撑，从而可以构造出一批 2k 元 Bent 函数。进一步证明：用这种方式可以构造出全部的 n = 2 或者 4 元

Bent 函数。 

2. 半 Bent 函数 

先引入 Bent 函数的定义： 

定义 1. 假定 f 是一个 n 元布尔函数，如果对任意的 2
nFλ ∈ ，f 在 λ 处的 Walsh 谱值都满足 ( ) 2ˆ 2

n

f λ = ，

则称 f 是 Bent 函数。 
熟知的事实是：n 元 Bent 函数存在的充分条件是 n 为偶数。 
假定 f 是 n = 2k 元布尔函数，总可以把 f 看作两个 1n − 元布尔函 g1 与 g2 的级联，即 1 2||f g g= 。这

时对任意的 1
2
nu F −∈ ，有 

( ) ( ) ( ) ( )1 2,0 , ,1 .g u f u g u f u= =  

由蝶形算法可知 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ,0 , ,1f u g u g u f u g u g u= + = −  (1) 

从而有 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 2
1 1ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ,0 ,1 , ,0 ,1
2 2

g u f u f u g u f u f u= + = −  (2) 

如果 f 是 Bent 函数，对任意的 1
2
nu F −∈ 都有 ( ) ( ) { }ˆ ˆ,0 , ,1 2 , 2k kf u f u ∈ − ，因此对任意的 1

2
nu F −∈ ，都有

( ) ( ) { }1 2ˆ ˆ, 2 ,0, 2k kg u g u ∈ − 。为此引入半 Bent 函数的定义： 

定义 2. 假定 2 1m k= − 为奇数，g 是 m 元布尔函数，如果对任意的 2
mu F∈ ，g 在 u 处的 Walsh 谱值

都满足 ( ) 2 2ˆ 2 ,0, 2
n n

g u = − ，则称 g 是半 Bent 函数。 

定义 3. 假定 n 是任一正整数，f 是 n 元布尔函数，定义 f 的 Walsh 谱支撑集合(简称为谱支撑)为 
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( ) ( ){ }2
ˆ ˆsupp | 0 .nf F fλ λ= ∈ ≠  

假定 g 是 2 1m k= − 元半 Bent 函数，利用 Parseval 恒等式可知 

( ) ( )
2

2 2 4 2 2ˆˆ 2 2 supp 2
m

m k k

u F

g u f−

∈

= = = ⋅∑  

因此 ( ) 2 2 1ˆsupp 2 2k mg − −= = 。也就是说每一个 2 1m k= − 元半 Bent 函数 g，它的谱支撑集合恰好包含地址

空间一半的向量。 
定义 4. 假定 g1 与 g2 是两个半 Bent 函数，如果它们的谱支撑集合不相交，即 

( ) ( )1 2ˆ ˆsupp supp ,g g φ∩ =  

则称这两个半 Bent 函数不相交。 
下面的定理 1 给出 2k 元 Bent 函数与 2 1k − 元半 Bent 函数的关系： 
定理 1. 假定 n = 2k 元布尔函数 f 是两个 1n − 元布尔函数 g1 与 g2 的级联，则 f 是 Bent 函数的充分必

要条件是 g1 与 g2 是不相交的 2 1k − 元半 Bent 函数。 
定理 1 的证明可参阅文献[8]。 
根据定理 1，为了计算 n = 2k 元 Bent 函数的个数，需要做两步：第一步，计算出所有的 2 1k − 元半

Bent 函数。第二步，对每一个 2 1k − 元半 Bent 函数，统计有多少个 2 1k − 元半 Bent 函数与之不相交。将

这些个数加起来，就是 n = 2k 元 Bent 函数的个数。 
假定 g 是 2 1m k= − 元半 Bent 函数，则 g 的谱支撑中包含 12m− 个元素。如果 g 的谱支撑集合恰好是

2
mF 的一个 1m − 维向量子空间或者为 2

mF 的某个 1m − 维向量子空间的补集，则称 g 是第一类半 Bent 函数。

否则称 g 为第二类半 Bent 函数。 

3. 第一类半 Bent 函数的构造 

本节约定 2 1m k= − 为奇数， 1k ≥ 是正整数。下面的定理 2 表明，可以通过两个 2 2k − 元 Bent 函数

级联，来构造 m 元半 Bent 函数： 
定理 2. 如果 1 2,g g 是两个 1 2 2m k− = − 元 Bent 函数，则它们的级联 1 2||f g g= 就是一个 m 元半 Bent

函数。 
证明：由于 1 2,g g 是 2 2k − 元 Bent 函数，因此对任意的 2 2

2
kv F −∈ ，都有 

( ) ( )1 1
1 2ˆ ˆ2 , 2 .k kg v g v− −= ± = ±  

利用公式(1)可知，对任意的 2 2
2

kv F −∈ 有 

( ) ( )ˆ ˆ,0 0, 2 , ,1 0, 2 .k kf v f v= ± = ±  

即 f 是 m 元半 Bent 函数。 
下面构造第一类 m 元半 Bent 函数：假定 g1 是任意一个 1m − 元 Bent 函数，取 2 1 1g g= + ，即 g2 的真

值表为 g1 真值表的取反(0 变为 1，1 变为 0)，则 g2 也是 1m − 元 Bent 函数。利用定理 2 可知 1 2||f g g= 是

m 元半 Bent 函数。容易验证，对任意的 1
2
mv F −∈ ，有 ( ) ( )2 1ˆ ˆg v g v= − 。由公式(1)可知 m 元半 Bent 函数 f

的谱支撑集合恰好为地址空间 2
mF 的 1m − 维向量子空间 1

2
mF − 的补集，这样构造的半 Bent 函数是第一类半

Bent 函数。 
假定共有 1kN − 个 2 2k − 元 Bent 函数，那么按照上面的方法可以构造出 1kN − 个第一类 m 元半 Bent 函

数，并且它们的谱支撑集合都恰好为向量子空间 1
2
mF − 的补集。 
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另一方面，如果 f 是一个 m 元半 Bent 函数，而且它的谱支撑集合 ( )ˆsupp f 为 1
2
mF − 的补集。将 f 看成

两个 1m − 元布尔函数的级联 1 2||f g g= ，利用公式(2)可知对任意的 1
2
mv F −∈ 都有 

( ) ( )2 1ˆ ˆg v g v= −  

成立，即 2 1 1g g= + ，也就是说 f 一定由上面的方式得到。 
类似地，取 g1 为任一 1 2 2m k− = − 元 Bent 函数，取 2 1g g= ，再令 1 2||f g g= ，则 f 是 m 元半 Bent 函

数，而且它的谱支撑集合恰好为 1
2
mF − ，即这样构造的布尔函数也是第一类 m 元半 Bent 函数。 

假定 B 为 2
mF 的任一 1m − 维向量子空间，取线性变换 A (即 1m − 阶可逆 0-1 矩阵)，该线性变换将子

空间 1
2
mF − 变为 B。假定这个线性变换的定义如下： 

2 2
T

: m mF F

u u A

ϕ →



 

其中 ( )T
1 2, , , mu u u u=  表示行向量。由于 A 是可逆矩阵，因此该线性变换把 1

2
mF − 的补集变为 B 的补集。 

假定 f 是一个 m 元布尔函数，利用矩阵 A 定义另外一个布尔函数 ( ) ( )h x f Ax= 。利用 Walsh 谱的定

义容易验证：对任意的 2
mu F∈ 都有 

 ( ) ( )Tˆ ˆ .h u A f u=  (3) 

如果 f 是 m 元第一类半 Bent 函数，并且谱支撑集合 ( ) 1
2upp ˆs mf F −= 。B 是 2

mF 的任一 1m − 维向量子

空间，A 的定义如上，利用公式(3)可知由 ( ) ( )h x f Ax= 定义的布尔函数，其谱支撑集合恰好为 B，即 h

也是第一类半 Bent 函数。反之亦然，即如果 h 是 m 元第一类半 Bent 函数，并且 ( )supp ĥ B= ，利用 

( ) ( )h x f Ax= 构造布尔函数 f，则 f 是 m 元第一类半 Bent 函数，而且其谱支撑集合 ( ) 1
2WZ ˆ mf F −= 。 

如果 f 是 m 元第一类半 Bent 函数，并且它的谱支撑集合 ( )supp f̂ 是 1
2
mF − 的补集，则由 ( ) ( )h x f Ax=

定义的布尔函数也是 m 元第一类半 Bent 函数，并且其谱支撑集合恰好为子空间 B 的补集。 
熟知，m 维向量空间共有 2 1m − 个 1m − 维向量子空间。因此得到下面的结果：为了方便，我们约定，

把谱支撑集合相同的 m 元半 Bent 函数看作一类。 
定理 3. 假定 2 1m k= − 是奇数。如果所有 1 2 2m k− = − 元 Bent 函数的个数为 1kN − 。则所有的 m 元第

一类半 Bent 函数共有 ( )2 2 1m − 类，每类中恰好有 1kN − 个函数，共计 ( ) 12 2 1m
kN −− 个 m 元第一类半 Bent

函数。 
利用定理 1，可以得到如下的构造 2k 元 Bent 函数的结果： 
定理 4. 假定能构造出 1kN − 个 2 2k − 元 Bent 函数，则可以构造出 

 ( )2 1 2
12 2 1k

k kN N−
−= −  (4) 

个 2k 元 Bent 函数。 
证明：如果能构造出 1kN − 个 2 2k − 元 Bent 函数。由定理 4，利用这些 Bent 函数可以构造出

( )2 1
12 2 1k

kN−
−− 个 2 1k − 元半 Bent 函数，这些半 Bent 函数，按照谱支撑集合是否相等可分成若干类，每

类中恰好有 1kN − 个函数。从而每个半 Bent 函数都有 1kN − 个半 Bent 函数与之不相交，由定理 1 可知，可

以构造出 ( )2 1 2
12 2 1k

k kN N−
−= − 个 2k 元 Bent 函数。 

4. 仿射函数沿子空间的级联 

本节假定 2 1m k= + 为奇数，介绍一种构造 2 1m k= + 元半 Bent 函数的方法：仿射函数沿向量子空间

https://doi.org/10.12677/pm.2026.1610206
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级联。先介绍典范级联。共有 22k+ 个 1k + 元仿射函数。对于仿射 

1 1 2 2 1 1k ka x a x a x b+ ++ + + +  

定义其标号为由诸变量的系数(不包含常数项 b)所构成的长为 1k + 的 0-1 向量，所有 1k + 元仿射函数按照

标号是否相同，可以分成 12k+ 组，每组中恰好有两个仿射函数。所有这些标号恰好构成向量空间 1
2
kF + 。 

任选 2k 个 1k + 元仿射函数 1 2 2
, , , kl l l ，使得它们的标号两两不同。将它们的真值表从左到右依次级

联，得到一个长为 2 12 2k m+ = 的 0-1 串，即得到一个 m 元布尔函数的真值表。称这个 m 元布尔函数 f 为

1 2 2
, , , kl l l 的典范级联，记为 1 2 2

|| || || kf l l l=  。 
下面计算 f 的 Walsh 谱，并证明 f 是一个 2 1m k= + 元半 Bent 函数。 

1k + 元仿射函数 l 的 Walsh 谱中只有地址等于 l 的标号处谱值为 12k+± ，其余地址处的谱值全为零。

用蝶化算法计算 f 的 Walsh 谱，就是从 f 的极化向量出发，做 2 1m k= + 轮蝶化算法。当做到 1k + 轮时，

中间结果恰好为所选择的 2k 个 1k + 元仿射函数的 Walsh 谱，即每一段中只有一个地址处的谱值为 12k+± ，

其余地址处的谱值全为零。由于这些仿射函数的标号互不相同，所以每一段中，非零谱值的地址所处的

相对位置也是两两不同的。在后面的每一轮蝶化过程中，Walsh 谱值的中间结果全为零或者 12k+± ，并且

每一轮过后，非零的 Walsh 谱值刚好增加一半。当做完 2 1m k= + 轮蝶化算法之后，得到 f 的 Walsh 谱中，

恰好 12m− 个地址具有谱值 12k+± ，其余 12m− 个地址处的谱值均为零。这就证明 f 是一个 2 1m k= + 元半 Bent
函数。 

接着计算 f 的谱支撑集合：令 S 表示所选择的 2k 个仿射函数标号所构成的集合，即 

{ }1 2 2
, , , kS λ λ λ=   

再考虑向量的集合 

{ }2 2 | 0,1k k m m jT t e t e t+ += + + = ， 

其中 je 第 j 个分量为 1，其余分量全为 0 的单位向量。根据蝶化算法的过程可知 

 ( ) { }ˆsup | , .f S Tα β α β= + ∈ ∈  (5) 

例 1. 取 2k = ，则 2 1 5m k= + = 。共有 16 个 1 3k + = 元仿射函数，它们的标号共有 8 个，构成向量

空间 { }3
2 0,1, 2,3, 4,5,6,7F =  (本例中用 0-1 向量代表的十进制表示向量，例如 ( )0,0,0,1,0 用 8 表示等)。取

4 个互不相同的标号：0，2，6，7。对应的线性函数真值表分别为 0 : 00000000l ，2 : 00110011l ，6 : 00111100l ，

7 : 0110 1001l 。这四个线性函数典范级联得到的 5m = 元布尔函数 f 的真值表为：00000000 00110011 
00111100 01101001。于是集合 { }0,2,6,7S = ， { }0,8,16,24T = 。布尔函数 f 的 Walsh 谱支撑为 

( ) { }supp 0,2,6,7,8,10,14,15,16,18,22,23,24,26,ˆ 30,31Sf T= + = 。 

事实上，用蝶化算法计算 f的Walsh谱时第3步的中间结果为：80000000 00800000 00000080 00000008，
支撑集合为{ }0,10,23,31 。 

蝶化算法第 4 步的中间结果为： 80800000 80-800000 00000088 0000008-8 ，支撑集合为

{ }0,10,23,31,2,8,22,30 。 
蝶化算法第 5 步的中间结果为： 80800088 80-80008-8 808000-8-8 80-8000-88，支撑集合为

{ }0,10,23,2,8,22,30,6,7,14,15,16,18,24,26 。排序后就是集合 S T+ 。 
选定 2k 个标号之后(注意这些标号两两不同)，每个仿射函数有两种选择方法，不同的仿射函数只影

响到非零 Walsh 谱值的符号，并不影响非零 Waslh 谱值的地址。将这 2k 个仿射函数典范级联时，它们不

同的排列顺序有 2 !k 个，不同的排列顺序，经过 m 轮蝶化算法之后，谱支撑集合完全相同。这样构造的 m 
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元半 Bent 函数具有相同的谱支撑集合，称为仿射级联类，每类中有 ( )22 2 !
k k⋅ 个函数。 

下面介绍沿子空间级联的方法：假定 B 是 2 1
2

kF + 的 k+1 维向量子空间，考虑商空间 2 1
2 /kV F B+= 。给

定商集中，每个陪集的代表元素选为该陪集中字典排序最小的元素。每个陪集中均包含 12k+ 个向量，将

陪集中的向量按照字典顺序排列。将 2k 个陪集按照代表元的字典顺序排列。然后将所选择的 2k 个仿射函

数的真值表，按照陪集代表元的字典顺序，依次赋给每个陪集中的地址向量，得到一个 2 1m k= + 元布尔

函数 h，称这个布尔函数 h 为仿射函数{ }1 2 2
, , , kl l l 沿子空间 B 的级联。前面讲的典范级联，就是沿特殊

的子空间 1
2
kB F += 的级联。 

例 2. (仿射函数沿子空间级联的例子) 取 k = 1，则 m = 3。则 { }2 0,1, 2,3, 4,5,6,7mF = 。取 1 2k + = 维子

空间 { }0, 2,5,7B = ，则 2
mF 共有两个关于 B 的陪集： { }0 0, 2,5,7B = ， { }1 1,3, 4,6B = 。假定两个编号分别为

1 与 2 的 2 元线性函数的真值表为： 1 : 0101l ， 2 : 0011l 。而 3 元布尔函数 f 是 1 2,l l 沿子空间 B 的级联，

则当 0x B∈ 时， ( )f x 取 1l 的相应函数值。当 0x B∈ 时， ( )f x 取 2l 的相应函数值。于是 f 的真值表为：

00101011 (见表 1)。 
 
Table 1. The concatenation of affine functions along with subspace 
表 1. 仿射函数沿子空间的级联 

地址 0 1 2 3 4 5 6 7 

1l  0  1   0  1 

2l   0  0 1  1  

f  0 0 1 0 1 0 1 1 
 

令 1 2 2
|| || || kf l l l=  为典范级联。假定子空间 B 中的地址如下： 

{ }11 2 2 1
0, , , , ,kB β β β + −

=   

假定商集的代表元(取陪集中字典顺序最小者作为代表元)按照字典顺序排列如下： 

{ }2 1
2 1 2 2 1

/ 0 , , , , .k
kF B B B B Bγ γ γ+

−
= + + + +  

选择 B 的一组特殊基{ }0 12 2 2
, , , kβ β β ，选择商集的一组特殊基{ }0 1 12 2 2

, , , kγ γ γ − ，以这些向量为列向量，

构造一个 2 1m k= + 阶矩阵 A 如下： 

( )0 1 0 1 12 2 2 2 2 2
, , , , , , ,k kA β β β γ γ γ −=   . 

由于这些向量恰好构造向量空间 2
mF 的一组基，因此 A 是一个可逆矩阵。假定由仿射函数{ }1 2 2

, , , kl l l 沿

子空间 B 的级联得到的布尔函数为 h，则有 

 ( ) ( ).h Ax f x=  (6) 

因此 h 的谱支撑集合 ( )ˆsupp h 与 f 的谱支撑集合 ( )ˆsupp f 满足如下关系 

( ) ( ){ }Tˆ ˆsupp | supp .f u A u h= ∈  

由于 f 是 m 元半 Bent 函数，故 h 也是 m 元半 Bent 函数。当选择不同标号的仿射函数与不同的向量子空

间做级联时，产生的布尔函数会不会重合？当 1k = 时，有下面的结果，在附录中证明： 
定理 5. 假定 1 2,l l 是两个具有不同标号的 r 元仿射函数，B 是向量空间 1

2
rF + 的任一 r 维向量子空间，

f 是 1 2,l l 沿子空间 B 级联产生的布尔函数。则存在另外两组具有不同标号的仿射函数，以及 1
2
rF + 的另外
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两个不同的子空间，级联之后仍得到布尔函数 f。 
证明了 2k = 的形，即下面的定理 6： 
定理 6. 假定 m 是大于 3 的正整数，任取 4 具有不同标号的 2m − 元仿射函数，沿 2

mF 的任一 2m − 维

子空间级联，得到布尔函数 F(x)。 
(1) 如果这 4 个标号构成二维向量空间，或者某个二维向量空间的陪集，则存在 15 个子空间，使得

F(x)沿这些子空间的四个陪集析取出来的函数全是仿射函数。 
(2) 如果这 4 个标号不构成二维向量空间，也不构成某个二维向量空间的陪集，则 F(x)只能沿这个子

空间析取出 4 个仿射函数。 
最后要说明一点：由于仿射函数沿子空间 B 级联，相当于从仿射函数的典范级联出发，通过构造合

适的 m 阶 0-1 可逆矩阵 A，再由 ( ) ( )h Ax f x= 得到。要说明的是，当 A 取遍所有的 m 阶 0-1 可逆矩阵

时，由 ( ) ( )h Ax f x= 构造不出新的布尔函数，即构造出来的函数仍然由某些仿射函数沿合适的子空间级

联。原因如下：考虑矩阵 A 的列向量组，它的前 1k + 个向量生成一个 1k + 维向量子空间 B (顺序不一定

是字典排序，需要一个线性变换，就可以变成字典顺序)。A 的后 k 个向量生成的 k 维子空间，与商集
1

2 /kF B+ 中的陪集一一对应(商集中的向量不一定是字典排序，商空间也不一定是按照前面给定的顺序排

序，但是前者相当于把仿射函数用其它的仿射函数代替，后者相当于把仿射函数做一个重新排序)。不管

怎么说，最后的结果相当于另外 2k 个仿射函数沿子空间 B 的级联。 

5. 第二类半 Bent 函数的构造 

当 1,2k = 时，从 12k+ 个标号中任选 2k 个两两不同的标号，共有 1
2
2

k

kC + 种方法，因此利用仿射函数典范

级联的方法可以构造出 ( )1
2 2
2

2 2 !
k k

k
kC + ⋅ ⋅ 个 m 元半 Bent 函数。标号的每一种取法，对于固定的 1k + 维向量

子空间，能产生一类 m 元半 Bent 函数，每类中有 ( )22 2 !
k k⋅ 个函数。而向量空间 1

2
kF + 中 k 维向量子空间的

个数，以及 k 维向量子空间的补集的个数，均为 12 1k+ − 。因此选定子空间 B 之后沿子空间 B 级联可得到 

( )( ) ( )1
2 1 2
2

2 2 1 2 2 !
k k

k
k kC +
+− − ⋅  

个第二类 2 1m k= + 元半 Bent 函数。一个熟知的事实：向量空间 2 1
2

kF + 中 1k + 维向量子空间的个数为： 

( )( )( ) ( )
( )( )( ) ( )

( )

( )

0 1 2
0

1 0 1 1 1 2 1
1

0

2 12 2 2 2 2 2 2 2
.

2 2 2 2 2 2 2 2 2 1

k
m i

m m m m k
i
kk k k k k

k i

i

−

=
+ + + +

+ −

=

−− − − −
=

− − − − −

∏

∏





 

于是沿不同的 1k + 维向量子空间级联时，产生的第二类 m 元半 Bent 函数的个数为 

( )

( )
( )( ) ( )1

2 1 20
2

1

0

2 1
2 2 1 2 2 !.

2 1

k k

k

k
m i

k ki
k

k i

i

C +

−

+=

+ −

=

−
− − ⋅

−

∏

∏
 

6. 若干例子 

例 3. 当 1k = 时，计算所有的 1 元半 Bent 函数。共有 4 个 1 元布尔函数，利用 1 阶哈德玛矩阵计算

它们的 Walsh 谱如下： 

1 1 1 2 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 2
, , .

1 1 1 0 1 1 1 2 1 1 1 2 1 1 1 0
− − −                   

= = = =                   − − − − − − −                   
，  
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由此可知，它们都是第一类的 1 元半 Bent 函数。由上面的计算可知，每一个 1 元半 Bent 函数都恰

好有 2 两个不相交的 1 元半 Bent 函数，即如果将具有相同谱支撑或者谱零集合的 1 元半 Bent 函数看作

一类，则每类中有 2 个 1 元半 Bent 函数，见表 2。 
 
Table 2. All the semi bent functions with one variable 
表 2. 所有 1 元半 Bent 函数信息 

序号 半 Bent 函数 互补的半 Bent 函数 

1 00 01, 10 

2 01 00, 11 

3 10 00, 11 

4 11 01, 10 
 

根据定理 1，可得到 1 8N = 个 2 元 Bent 函数，这也是全部 2 元 Bent 函数，列举真值表如下： 
0001  0010  0100  0111  1000  1011  1101  1110. 
例 4. 当 2k = 时，计算所有的 3 元半 Bent 函数与所有的 4 元 Bent 函数。 
由于 2 元 Bent 函数共有 1 8N = 个，由定理 3 知，第一类 3 元半 Bent 函数的个数为 

( )3
12 2 1 112.N− =  

再由定理 4，可构造出112 8 896× = 个 4 元 Bent 函数。下面证明，这些就是所有的 4 元 Bent 函数。

先介绍一个引理(证明可参阅文献[9])： 
引理. 假定 B 是 2

nF 的 r 维向量子空间，令 V 是 B 的正交补空间，即 

{ }2 2| 0 .n nV x F y F x y= ∈ ∈ ⋅ =对任意的 都有  

对任意的 n 元布尔函数 f，记 ( ) ( )1 f x

x V
b

∈

= −∑ ，则有 

( )ˆ 2 .r

B
f b

λ
λ

∈

=∑  

其中 { }0, 2, 4, 6, , 2n rb −∈ ± ± ± ± 。 

证明下面的结果： 
定理 7. 不存在第二类 3 元半 Bent 函数。 
证明：假定 f 是 3 元半 Bent 函数，为了讨论上的方便，考虑谱值为 0 的地址集合{ }0 1 2 3, , ,λ λ λ λ 。注

意到非退化的线性变换把向量子空间变为向量子空间，对任意的 3 阶可逆 0-1 矩阵 A，令 ( ) ( )g x f Ax= ，

则 f 是第一类的 3 元半 Bent 函数，当且仅当 g 是第一类的 3 元半 Bent 函数。总可以取合适的矩阵 A，使

得 ( )ˆ 0 0g = ，因此不妨设 0 0λ = 。 

集合 { }1 2 1 20, , ,B λ λ λ λ= + 为 3 维向量空间 3
2F 的一个 2r = 维子空间。在引理中取 3n = ， 2r = 可得 

( ) { }2ˆ 2 , 0, 2 .
B

f b b
λ

λ
∈

= ∈ ±∑  

即 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) { }1 2 1 2 1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ0 0, 8 .f f f f fλ λ λ λ λ λ+ + + + = + ∈ ±  

而 f 是 3 元半 Bent 函数， ( )1 2f̂ λ λ+ 只能是 0, 4± ，因此 ( )1 2
ˆ 0f λ λ+ = ，即 f 的谱值为 0 的地址集合恰好

为 2 维向量子空间，因此 f 是第一类 3 元半 Bent 函数，证毕。 
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由定理 7，以及前面的计算可知，所有 4 元 Bent 函数的个数为 2 896N = 。 
这个例子的最后，我们来说明所有的这些第一类 3 元半 Bent 函数均可由仿射函数沿子空间的级联得

到：用两个 2 元仿射函数沿子空间级联可以得到 3 元半 Bent 函数。2 元线性函数的标号共有 4 个，任取

两个标号不同的仿射函数，共有 2
4 6C = 种取法。选定 3

2F 的一个 2 维向量子空间后，可产生一类 3 元半

Bent 函数，这一类 3 元半 Bent 函数具有完全相同的谱支撑集合与谱零集合，类中共有 2 2 2 8× × = 个函

数。 3
2F 中共有 7 个 2 维子空间，已经证明 3 元半 Bent 函数一定是第一类的，并将在附录中证明用两个

仿射函数沿向量子空间级联时，所得到的每一个 3 元半 Bent 函数都恰好重复 3 次，因此用仿射函数沿不

同子空间级联共可以产生 ( )6 7 8 3 112× × = 个 3 元半 Bent 函数，即全部的 3 元半 Bent 函数都可由仿射函

数沿子空间级联的方式产生。 

7. 结束语 

本文用仿射函数沿向量子空间级联的方法构造出一批奇数元半 Bent 函数，从而构造出一批偶数元

Bent 函数。当 1,2k = 时，用这种方法可以构造出所有的 2 元及 4 元 Bent 函数。用仿射函数沿子空间级联

来构造 Bent 函数，是本文的一个创新点，这个方法到底能走多远还需要进一步探索。 
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附  录 

本附录来证明下面的定理： 
定理 5. 假定 1 2,l l 是两个具有不同标号的 k 元仿射函数，B 是向量空间 1

2
kF + 的任一 k 维向量子空间，

f 是 1 2,l l 沿子空间 B 级联产生的布尔函数。则存在另外两组具有不同标号的仿射函数，以及 1
2
kF + 的另外

两个不同的子空间，级联之后得到布尔函数 f。 
在证明之前先做一点准备工作：给子空间标号。向量空间 1

2
kF + 共有 12 1k+ − 个 k 维向量子空间，每一

个 k 维向量子空间 B，一定存在 1k + 元线性函数 ( )l x 使得 

( ){ }1
2 | 0kB x F l x+= ∈ = . 

将线性函数 ( )l x 的标号定义为子空间 B 的标号，k 维向量子空间的标号即是向量空间 1
2
kF + 中的向量。 

给定 1
2
kF + 的 k 维向量子空间 B，令 B 表示 B 在 1

2
kF + 中的补集，假定集合中的向量按照字典排序， 

{ } { }1 2 0 1 22 1 2 1
0, , , , , , , , ,k kB Bβ β β γ γ γ γ

− −
= =   

而 f 是由 1 2,l l 沿子空间 B 级联得到的布尔函数，则有 

( )
( )
( )

1

2

, ,

, .
j

j

l j x B
f x

l j x B

β

γ

= ∈= 
= ∈

如果

如果
 

注：在上面的定义中 jβ 以及 jγ 中的 j 不是整数，而是整数 j 的二进制表达式所代表的长为 k 的 0-1
向量，当作 2

kF 中的向量来看待。 
定理 5 的证明：分三种情况来证明。第一种情况：假定子空间 2

kB F= ，即 B 的标号为

( ) 1
0 20,0, ,0,1 kFω += ∈ ； 1l 的标号为 0，并且假定是零函数，即真值表是长为 2k 的全 0 串。而 2l 的标号

为非零向量 1 2
kFω ∈ ，并假定 2l 是线性函数。则的 2l 的真值表中，0 与 1 各占一半。布尔函数 f 是由 1 2,l l

沿子空间 B 级联得到的，即典范级联。则 

( ) ( )2

0, ,
, .j

x B
f x

l j x Bγ
∈=  = ∈

如果

如果
 

考虑标号为 ( )1 1,0ω ω=  (仿射函数 2l 的标号 1ω 是 k 维向量，而 1
2
kF + 中 k 维子空间的标号是 1k + 维向

量)的 k 维子空间 1B ，该子空间将向量空间 1
2
kF + 被分成互不相交的两部分 1B 与 1B 。考虑标号为 ( )1 1,0ω ω=

的 1k + 元线性函数 1L ，它是两个 2l 的典范级联。由于我们对向量子空间 B 的特殊选择，当 jx Bγ= ∈ 时，

( ) ( )1 2L x l j= 。由于 1L 在 1B 上取值为 0，在 1B 上取值为 1，因此当 1j Bβ ∈ 时 ( )2 0l j = ，当 1j Bβ ∈ 时

( )2 1l j = 。 

假定 f 沿子空间提取出两个函数 1B ，分别为 1 2,f f 。来证明 1 2,f f 都是仿射函数，从而 f 是两个仿射函

数 1 2,f f 沿子空间级联而成。为了方便，定义四个集合 

1 1 2 1 3 1 4 1, , , .U B B U B B U B B U B B= ∩ = ∩ = ∩ = ∩  

当 1x U∈ 时，由于 1U B⊆ ，因此 ( ) ( )1 1 0f x l x= = 。 2jx Uγ= ∈ 时，由于 2U B⊆ ，因此 ( ) ( )1 2f j l j= ，

另一方面， 2 1U B⊆ ，而当 1j Bβ ∈ 时 ( )2 0l j = ，因此布尔函数 1f 的真值表是长为 2k 的全零串，是标号为

零的仿射函数。 
当 3x U∈ 时，由于 3U B⊆ ，因此 ( ) ( )2 1 0f x l x= = 。 4jx Uγ= ∈ 时，由于 4U B⊆ ，因此 ( ) ( )2 2f j l j= 。

另一方面， 4 1U B⊆ ，当 1j Bβ ∈ 时 ( )2 1l j = ，即 ( )2 1f j = 。因此布尔函数 1f 的真值表是长为 12k− 的全 0 串
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与长为 12k− 的全 1 串的级联，当然是仿射函数，标号为 ( )0,0, ,0,1 。 

考虑标号为 ( )2 1 1 0,1ω ω ω ω= = + 的 k 维子空间 2B ，该子空间将向量空间 1
2
kF + 被分成互不相交的两部

分 2B 与 2B 。考虑标号为 ( )2 1,1ω ω= 的 1k + 元线性函数 2L ，它是 2l 与 2 1l + 典范级联。由于我们对向量子

空间 B 的特殊选择，当 jx Bγ= ∈ 时， ( ) ( )2 2 1L x l j= + 。因此 2L 在 1B 上取值为 0，在 2B 上取值为 1。从

而当 2j Bβ ∈ 时 ( )2 1l j = ，当 2j Bβ ∈ 时 ( )2 0l j = 。 

假定 f 沿子空间提取出两个函数 2B ，分别为 1 2,g g 。来证明 1 2,g g 都是仿射函数，从而 f 是两个仿射

函数 1 2,g g 沿子空间级联而成。为了方便，定义四个集合 

1 2 2 2 3 2 4 2, , , .V B B V B B V B B V B B= ∩ = ∩ = ∩ = ∩  

当 1x V∈ 时，由于 1V B⊆ ，因此 ( ) ( )1 1 0g x l x= = 。 2jx Vγ= ∈ 时，由于 2V B⊆ ，因此 ( ) ( )1 2g j l j= ，

另一方面， 2 2V B⊆ ，而且当 2j Bβ ∈ 时 ( )2 1l j = ，因此 ( ) ( )1 2 1g j l j= = 。因此布尔函数 1f 的真值表是长为

12k− 的全 0 串与长为 12k− 的全 1 串的级联，当然是仿射函数，标号为 ( )0,0, ,0,1 。 

当 3x V∈ 时，由于 3V B⊆ ，因此 ( ) ( )2 1 0g x l x= = 。 4jx Vγ= ∈ 时，由于 4V B⊆ ，因此 ( ) ( )2 2g j l j= 。

另一方面， 4 2V B⊆ ，而当 2j Bβ ∈ 时 ( )2 0l j = ，即 ( )2 0g j = 。因此布尔函数 2g 的真值表是长为 2k 的全零

串，是标号为零的仿射函数。 
对于 1

2
kF + 的其它 k 维子空间来说，布尔函数 f 沿着这个子空间析取时，得到的两个函数都不是零函

数，而且真值表中 1 的个数少于一半，因此它们不可能是仿射函数。这就证明了 f 恰好由三组仿射函数

沿合适的三个 k 维子空间级联而成。 
同样的方法可以证明：当子空间 2

kB F= ， 1l 的标号为 0， 2l 的标号为非零向量 2 2
kFω ∈ 时，结论成立

(根据 1 2,l l 的四种情况，逐一验证即可，上面只验证了一种情况)。 
第二种情况：假定子空间 2

kB F= ， 1l 的标号不为零。构造辅助函数 ( ) 1 2||h x l l= ，考虑新的布尔函数

( ) ( ) ( )g x f x h x= + 。则 ( )g x 满足第一种情况，因此存在三组仿射函数沿合适的三个 k 维子空间级联可以

得到 ( )g x 。由于仿射函数沿任意子空间析取出来的两个函数仍然是仿射函数，因此对于这种情况定理的

结论仍然成立。 
第三种情况：考虑一般的子 k 维子空间 B。令 f 是两个标号不同的仿射函数 1 2,l l 沿子空间 B 级联而

成。先构造线性变换ϕ 如下： 
假定 { }1 2 2 1

0, , , , kB β β β
−

=  按照向量的字典顺序排列。假定补集 B 中字典顺序最小的向量为 γ 。选择

子空间 B 的一组特殊基 

{ }0 1 12 2 2
, , , kβ β β −  

构造 1k + 阶 0-1 矩阵 ( )0 1 12 2 2
, , , ,kA β β β γ−=  。由于 1k + 个列向量是线性无关的，因此 A 是一个可逆

矩阵。考虑线性变换 
1 1

2 2: k kF F
x Ax

ϕ + +→


 

线性变换ϕ 把 k 维向量子空间 *
0 2

kB F= ，变为 B。把 *
0B ，变为 B 。 

利用矩阵 A，以及布尔函数 f，构造布尔函数 g 如下： 

( ) ( ).g x f Ax=  

则布尔函数 g 是仿射函数 1 2,l l 沿子空间 *
0 2

kB F= 的典范级联。由上面的第二种情况，恰好存在三组仿射函
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数，以及三个 k 维向量子空间 * * *
0 1 2, ,B B B ，使得 g 恰好等于这三种级联。由于线性变换把子空间变为子空

间，令 ( )*
1 1B Bϕ= ， ( )*

2 2B Bϕ= ，而线性变换把仿射函数变为仿射函数，此 f 恰好是三组仿射函数沿三个

合适的子空间级联面成，定理得证。 
在这里强调一下：三个合适的子空间的标号相加刚好为零向量！ 
例 5. 以 3k = 为例，举 3 个例子，说明上述的证明过程： 
(1) 假定仿射函数 1 2,l l 的真值表分别为 

1 200000000, 01100110.l l= =  

即 1l 的标号为 ( )0 0,0,0= ， 2l 的标号为 ( )1 1,1,0ω = 。 1 2,l l 沿子空间 3
0 2B F= 的典范级联为 

00000000 || 01100110f =  

由于 { } { }0 00,1, 2,3, 4,5,6,7 , 8,9, , , , , ,B B a b c d e f= = 。 
考虑标号为 ( ) ( )1 1,0 1,1,0,0ω ω= = 的 3 维子空间 1B ，则 

{ } { }1 10,3, 4,7,8, , , , 1, 2,5,6,9, , , .B b c f B a d e= =  

则布尔函数 f 沿子空间 1B 析出出来的两个布尔函数的真值表分别为： 
* *
1 200000000, 00001111l l= =  

都是仿射函数，标号分别为(0,0,0)与(0,0,1)。 
考虑标号为 ( ) ( )2 1,1 1,1,0,1ω ω= = 的 3 维子空间 2B ，则 

{ } { }2 20,3, 4,7,9, , , , 1, 2,5,6,8, , , .B a d e B b c f= =  

则布尔函数 f 沿子空间 2B 析出出来的两个布尔函数的真值表分别为： 
** *
1 200001111, 00000000l l= =  

都是仿射函数，标号分别为(0,0,1)与(0,0,0)。 
当 f 沿其它子空间析取时，得到的函数都不可能是仿射函数(因为，不是全 0，也不是全 1，更不是平

衡函数)。因此 f 可看作三组仿射函数沿三个合适的子空间级联而成。 
(2) 假定仿射函数 1 2,l l 的真值表分别为 

1 201010101, 00110011.l l= =  

即 1l 的标号为 ( )1 1,0,0ω = ， 2l 的标号为 ( )2 0,1,0ω = 。 1 2,l l 沿子空间 3
0 2B F= 的典范级联为 

01010101|| 00110011f =  

构造辅助函数 h = 0101 0101  0101 0101。考虑 ( ) ( ) ( )g x f x h x= + ，则 g 的真值表为 

00000000 || 01100110g = . 

由刚计算的(1)知，g 由三组仿射函数沿三个子空间 0 1 2, ,B B B 级联而成。将布尔函数沿这三个子空间分别

析取，得到的三组函数分别为： 

1 2
* *
1 2
** *
1 2

01010101, 00110011,

01010101, 10100101,

01010101, 10100101.

l l

l l

l l

= =

= =

= =

 

它们都是仿射函数。 
(3) 假定选择的仿射函数仍然为 
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1 201010101, 00110011.l l= =  

沿子空间 { }0 0,3,5,6,9, , ,B a c f= 级联，得到的布尔函数为 

00011011|| 00100111f = . 

0B 的标号为 ( )0 1,1,1,1ω = 。 0B 字典排序最小的向量为 ( )1,0,0,0γ = 。构造四阶 0-1 矩阵 

1 1 1 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

A

 
 
 =
 
 
 

。 

为了方便，列出由 A 构造的线性变换的一一对应关系如下(见表 S1)： 
 
Table S1. The true table of a linear transformation 
表 S1. 线性变换的对应关系 

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 a b c d e f 

Ax 0 3 5 6 9 a c f 1 2 4 7 8 b d e 
 

由布尔函数 f 及矩阵 A 构造布尔函数 g 如下： ( ) ( )g x f Ax= 。则 1 2||g l l= 为 1 2,l l 沿子空间 * 3
0 2B F= 典

范级联而成。由前面刚计算的(2)知，g 恰好是三组仿射函数沿三个子空间 

{ }
{ }
{ }

*
0

*
1

*
2

0,1, 2,3, 4,5,6,7 ,

0,3,4,7,8, , , ,

0,3, 4,7,9, , , .

B

B b c f

B a d e

=

=

=

 

利用表 S1 的对应关系，我们写出线性变换把上面三个子空间分别变为： 

{ }
{ }
{ }

0

1

2

0,3,5,6,9, , , ,

0,1,6,7,8,9, , ,

0, 2, 4,6,9, , , .

B a c f

B e f

B b d f

=

=

=

 

将布尔函数分别沿这三个子空间析取，得到的三组布尔函数分别为： 

1 2
* *
1 2
** **
1 2

01010101, 00110011,

00110011, 01101001,

00110011, 01010101.

l l

l l

l l

= =

= =

= =

 

它们均为仿射函数。 
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