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摘  要 

从一个典型例题中整理了三重积分的多种计算方法，特别针对在椭球体上的三重积分和椭圆上的二重积

分给出不同的计算方法，希望在积分计算方法上给予启发和参考。 
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Abstract 
Various calculation methods for triple integrals have been summarized from a typical example. Spe-
cial focus is placed on presenting different calculation approaches for triple integrals over ellip-
soids and double integrals over ellipses, with the aim of providing insights and references for inte-
gral calculation methods. 
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1. 引言 

微积分是一门数学基础课程，它不仅培养学生的数学逻辑推导思维和数学的计算能力，还能让学生在

数学方法的多样性和数学思维的多元性训练中，树立灵活多变的思维方式，开拓思路，建立多元思维和多

元方法应用能力体系。教师在教学中利用积分计算方法的多样性，培养学生多角度思考能力和方法多元性

这一数学特长[1]。在三重积分计算中，积分对称性的应用和换元法的应用是积分计算的基础能力，也是教

师在教学中的重点和难点，本文以被积函数为 2 2 2x y z+ + 在上椭球体上的三重积分为例题，呈现积分对称

性和换元法的应用，及不同三重积分法，并对这广义球坐标法、截面法、投影法进行比较分析[2]-[4]。 

2. 三重积分方法探讨 

例： ( )2 2 2 dI x y z v
Ω

= + +∫∫∫ ，
2 2 2

2 2 2, , : 1, 0x y zx y z z
a b c

 
Ω = + + ≤ ≥ 

 
( ), , 0a b c > 。 

为了更好计算该例题的积分，在作三种不同的积分方法比较前，首先利用三重积分积分的被积函数的

奇偶性及积分区域的对称性对该积分在计算上作统一的化简[5]，被积函数 2 2 2x y z+ + 对三个变量 , ,x y z 而
言都是偶函数，积分区域Ω 既关于 yoz 面对称，又关于 zox 面对称，可先利用奇偶对称性，将该积分化 

简为在第一卦限椭球体区域
2 2 2

1 2 2 2, , : 1x y zx y z
a b c

 
Ω = + + ≤ 

 
( )0, 0, 0x y z≥ ≥ ≥ 上的三重积分： 

( )
1

2 2 24 dI x y z v
Ω

= + +∫∫∫ ，
2 2 2

1 2 2 2, , : 1x y zx y z
a b c

 
Ω = + + ≤ 

 
( )0, 0, 0x y z≥ ≥ ≥ 。 

将其拆分成三项之和，记
1

2
1 dI x v

Ω
= ∫∫∫ ，

1

2
2 dI y v

Ω
= ∫∫∫ ，

1

2
3 dI z v

Ω
= ∫∫∫ ，有 ( )1 2 34I I I I= + + ，此时

只需计算出 1I 、 2I 、 3I 即可。 

2.1. 方法Ⅰ——广义的球坐标系 

由于 1Ω 为在第一卦限上的椭球体，考虑采取坐标变换作广义的球坐标系[2]：
sin cos
sin sin
cos

x ar
y br
z cr

ϕ θ
ϕ θ
ϕ

=
 =
 =

， 

其雅可比行列式为： 

( )
( )

2

sin cos cos cos sin sin
, ,

sin sin cos sin sin cos sin
, ,

cos sin 0

a ar ar
x y z

J b br br abcr
r

c cr

ϕ θ ϕ θ ϕ θ
ϕ θ ϕ θ ϕ θ ϕ

ϕ θ
ϕ ϕ

−
∂

= = =
∂

−
， 

在广义球坐标系下， 2d d d d sin d d dv J r abcr rϕ θ ϕ ϕ θ= = ，将且第一卦限椭球体 1Ω 伸缩成单位球在第

一卦限球体区域，即： 1

0 1

0
2

0
2

r

ϕ

θ

≤ ≤

 ≤ ≤Ω 

 ≤ ≤


π

π
，则： 

Open Access

https://doi.org/10.12677/pm.2026.1610216
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


朱敏 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2026.1610216 94 理论数学 
 

1

12 3 2 3 4 32 2
1 0 0 0

d cos d sin d d
30

I x v a bc r r a bcθ θ ϕ ϕ
π π

Ω
= = =

π
∫∫∫ ∫ ∫ ∫ ， 

1

12 3 2 3 4 32 2
2 0 0 0

d sin d sin d d
30

I y v ab c r r ab cθ θ ϕ ϕ
π π

Ω
= = =

π
∫∫∫ ∫ ∫ ∫ ， 

1

12 3 2 4 32 2
3 0 0 0

d d cos sin d d
30

I z v abc r r abcθ ϕ ϕ ϕ
π

Ω

π

= = =
π

∫∫∫ ∫ ∫ ∫ ， 

( ) 3 3 3
1 2 3

2 2 24
15 15 15

I I I I a bc ab c abc= + + =
π π

+
π

+ 。 

除用广义球坐标变换外，此例题还可以在直角坐标下进行计算，有两种计算方法：截面法和投影法 

[3] [4]。但由于被函数 2 2 2x y z+ + 在积分区域
2 2 2

1 2 2 2, , : 1x y zx y z
a b c

 
Ω = + + ≤ 

 
( )0, 0, 0x y z≥ ≥ ≥ 上具备对称

轮换性[5]，因此在对直角坐标系下计算方法的讨论中，只需计算出 1I 的值， 2I 、 3I 便能用积分轮换性类

比地计算出它们的值。在下文对截面法和投影法的介绍中，只重点给出 1I 的计算方法的探讨。 

2.2. 方法Ⅱ——截面法 

1

2
1 dI x v

Ω
= ∫∫∫ ，

2 2 2

1 2 2 2, , : 1x y zx y z
a b c

 
Ω = + + ≤ 

 
( )0, 0, 0x y z≥ ≥ ≥ 在直角坐标系下的截面法的计算，

会因选取的截面不同，而产生计算方法的差异性。本节将对 1I 选取两种截面法：平行 yoz 面的截面和平

行 xoz 面的截面，同时在这两种截面上对 1I 的计算方法进行探讨。 

2.2.1. 选取平行 yoz 面的截面 
由积分区域 1Ω 是第一卦限椭球体，且被积函数为 2x 只含变量 x ，对 1Ω 可选取平行 yoz 面的椭圆截

面， 1I 在截面上的二重积分可转换计算该椭圆截面面积即可，可降低 1I 的积分计算量，更捷便计算 1I 的

积分值。记在 1Ω 作平行 yoz 面的椭圆截面为 ( )
2 2 2

2 2 2: 1 , 0, 0y z xD x y z
b c a

+ ≤ − ≥ ≥ ( )0 x a≤ ≤ ，有： 

( )
2 2 2

2 2 2
1

: 1 , 0, 0;:
0 .

y z xD x y z
b c a

x a


+ ≤ − ≥ ≥Ω 

 ≤ ≤

 

三重积分 1I 可先计算在椭圆截面 ( )D x 上的二重积分，最后再对 x 积分： 

 
( ) ( )1

2 2 2
1 0 0

d d d d d
a a

D xD x
I x v x x y z x S x

Ω
= = =∫∫∫ ∫ ∫∫ ∫ ， (1) 

这里 ( )D xS 表示椭圆截面 ( )D x 的面积，即： ( )

2

2

1 1
4D x

xS bc
a

 
= −


π 


，代入(1)，有： 

2
2 3

1 20

1 11 d
4 30

a xI bc x x a bc
a

 
= − =π π

 
∫ 。 

2.2.2. 选取平行 xoz 面的截面 
如果 1I 选择含有被积函数变量的截面，如平行 xoz 面的截面，此时被积函数 2x 在截面上的二重积分

会有不同的计算方法，将对该截面上的二重积分的计算方法进行讨论。  

首先记在 1Ω 作平行 xoz 面的椭圆截面为 ( )
2 2 2

2 2 2: 1 , 0, 0x z yD y x z
a c b

+ ≤ − ≥ ≥ ( )0 y b≤ ≤ ，有： 
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( )
2 2 2

2 2 2
1

: 1 , 0, 0;:
0 .

x z yD y x z
a c b

y b


+ ≤ − ≥ ≥Ω 

 ≤ ≤

 

1I 的积分次序为：先在椭圆截面 ( )D y 上的算二重积分，最后再对 y 积分，有： 

 
( )1

2 2
1 0

d d d d
b

D y
I x v y x x z

Ω
= =∫∫∫ ∫ ∫∫ 。 (2) 

椭圆截面 ( )D y 上的二重积分 ( ) ( )
2d dD y D y

I x x z= ∫∫ 可选取广义的极坐标系下积分，也可选直角坐标系

下积分。 
(ⅰ) 在截面 ( )D y 上采取广义的极坐标积分。 

因截面 ( )D y 为椭圆，采取广义的极坐标系，令：

2

2

2

2

1 cos

1 sin

yx a
b

yz c
b

ρ θ

ρ θ


= −





= −

， 

雅可比行列式为：
( )
( )

2 2

22 2

22 2

2 2

1 cos 1 sin
,

1
,

1 sin 1 cos

y ya a
x z yb bJ ac

by yc c
b b

θ ρ θ
ρ

ρ θ
θ ρ θ

− − −
∂  

= = = − ∂  
− −

， 

在广义的极坐标系下，
2

2d d d d 1 d dyx z J ac
b

ρ θ ρ ρ θ
 

= = − 
 

且将椭圆截面 ( )D y 伸缩为圆心为原点，半

径为 1 的
1
4
圆区域，即： ( )

0 1
:

0
2

D y
ρ

θ

≤ ≤



≤
π

≤

，有： 

( ) ( )

2 22 212 3 2 3 32
2 20 0

d d 1 cos d d 1
16D y D y

y yI x x z a c a c
b b

θ θ ρ ρ
π   

= = − = −
π

   
   

∫∫ ∫ ∫ 。 

(ⅱ) 在截面 ( )D y 上采取直角坐标系积分。 
二重积分 ( )D yI 在直角坐标系下积分，有两种次序：先对 z 后对 x 积分或先对 x 后对 z 积分，但不管选

择哪个次序，都会用到三角换元法才能算出积分值。 
① 在截面 ( )D y 上先对 z ，后对 x 积分。 

由 ( )
2 2 2

2 2 2: 0 1 ,0 1y y xD y x a z c
b b a

≤ ≤ − ≤ ≤ − − ，有： 

( ) ( )

2 2 2 2

2 2 2 2
2 21 1 12 2 2
2 20 0 0

d d d d 1 d
y y x ya c a
b b a b

D y D y

y xI x x z x x z x c x
b a

− − − −
= = = − −∫∫ ∫ ∫ ∫ 。 

令
2

21 sinyx a
b

θ= − ，
2

2d 1 cos dyx a
b

θ θ= − ， 0
2

θ≤ ≤
π
，有： 

( )

2 22 2
3 2 2 32

2 20
1 sin cos d 1

16D y
y yI a c a c
b b

θ θ θ
π   

= − = −  
  

π



∫ 。 

② 在截面 ( )D y 上先对 x ，后对 z 积分。 
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由 ( )
2 2 2

2 2 2: 0 1 ,0 1y y zD y z c x a
b b c

≤ ≤ − ≤ ≤ − − ，有： 

( ) ( )

2 2 2 2

2 2 2 2

3
2 2 21 1 12 2 3
2 20 0 0

1d d d d 1 d
3

y y z yc a c
b b c b

D y D y

y zI x x z z x x a z
b c

− − − −  
= = = − − 

 
∫∫ ∫ ∫ ∫ 。 

仿效上述①中的三角变换，令
2

21 sinyz c
b

θ= − ，可得： 

( )

2 22 2
3 4 32

2 20

1 1 cos d 1
3 16D y

y yI a c a c
b b

θ θ
π   

= − = −   
   

π
∫ 。 

将上述三种方法计算 ( )D yI 的结果代入(2)式中，有：

22
3 3

1 20
1 d

16 30
b yI a c y a bc

b
 

= − =
π π


 

∫ 。 

当然， 1I 的积分计算还可以选择平行 xoy 面的截面法，在截面进行变量轮换：将变量 y z→ 和参数

b c→ 轮换后[5]，仿效 2.2.2.选取平行 xoz 面的截面所探讨的计算方法计算其值。 

2.3. 方法Ⅲ——投影法 

如果 1I 的积分计算在直角坐标系下采取投影法，有三种情形，但因 1I 在三个坐标面上的投影区域均为

椭圆区域，且具有变量轮换性的特点[5]，因而给出先对 z 积分，将 1Ω 投影到 xoy 面上的投影法的详细讨论。 

2.3.1. 先对 z 积分 

将 1Ω 投影到 xoy 面上得到椭圆投影区域记为 xyD 且
2 2

2 2: 1, 0, 0xy
x yD x y
a b

+ ≤ ≥ ≥ ，由椭球面方程：

2 2 2

2 2 2 1x y z
a b c

+ + = ，在 1Ω 上可以得
2 2

2 21 x yz c
a b

= − − ，故 z 的积分上下限为
2 2

2 20 1 x yz c
a b

≤ ≤ − − ， 1I 可先对

z 积分，再在椭圆投影区域 xyD 上算二重积分，有： 

 
2 2

2 2

1

2 212 2 2
1 2 20

d d d d 1 d d
xy xy

x yc
a b

D D

x yI x v x x y z cx x y
a b

− −

Ω
= = = − −∫∫∫ ∫∫ ∫ ∫∫ ， (3) 

而在椭圆区域 xyD 上的二重积分，可仿效截面 ( )D y 的二重积分计算方法，用广义极坐标系下或直角

坐标系计算出 3
1 30

I a bcπ
= 。同时，若选择先对 y 积分，再在投影区域 zxD 上的二重积分，也可由变量轮

换性[5]：在上式(3)中将 z y→ ，参数 b c→ ，用类似方法算出 1I 。 

2.3.2. 先对 x 积分 

1I 的被积函数 2x 含有变量 x ，若先对 x 的积分这一积分次序，要计算函数 2x 的积分，其计算量较先

对 z 积分多。将 1Ω 投影到 yoz 面上得到椭圆投影区域，记为 yzD 且
2 2

2 2: 1, 0, 0yz
y zD y z
b c

+ ≤ ≥ ≥ 。在椭球面

1Ω 上解得
2 2

2 21 y zx a
b c

= − − ，

2 2

2 2
1

0 1:

yz

y zx a
b c

D


≤ ≤ − −

Ω 



，则有： 

2 2

2 2

3
2 2 21 2 3

1 2 20

1d d d 1 d d
3yz yz

y za
b c

D D

y zI y z x x a y z
b c

− −  
= = − − 

 
∫∫ ∫ ∫∫ ， 
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而在椭圆域 yzD 上的二重积分

3
2 2 2

2 21 d d
yz yz

D D

y zI y z
b c

 
= − − 

 
∫∫ ，它仍然是被积函数含有二次根式的无理

函数积分，可用平行 xoz 面的截面中所探讨方法，计算出 3
1 30

I a bcπ
= 。 

另外，仍然需要说明的是在 1I 还可以在直角坐标系下直接化为三次积分的方法，但由于此情形采用

的方法思路与投影法相似，本文就不再重复列举整理。 

3. 1I 三种方法的对比 

前文对 1I 积分计算方法展开探讨，体现积分求解方法的多样性及灵活性。椭球体上的三重积分一般

可采用广义球坐标、截面法与投影法三类思路求解。三类方法在积分定限、计算量、椭球体几何分析及

易错环节等方面各有差异。针对本例 1I 的积分计算，广义球坐标积分形式简洁，但对相关积分公式的灵

活应用要求较高；选取平行 yoz 面的截面法计算效率最优，但对椭球体的几何结构分析能力要求高；投影

法基础性与通用性强，但计算过程繁琐。现将 1I 三种积分方法的优势与不足汇总对比，如表 1 所示。 
 
Table 1. Strengths and limitations of three integration methods 
表 1. 三种积分方法的优点及不足 

广义球

坐标 

优点：通过伸缩变换把椭球化为单位球，积分限简洁直观，积分变量相互分离，计算量最小，为本例

题次优解法。 
不足：方法辨识度低，学生难以主动选用；解题过程中容易漏乘雅可比行列式，行列式计算、积分上

下限的确定均易出错，公式 2
0

sin dn
nI θ θ

π

= ∫ 灵活运用能力不足。 

截面法 

由于椭球体可由椭圆截面累积，在椭圆截面上计算二重积分可以采取广义极坐标将椭圆伸缩成单位

圆，可以降低计算量。在三种截面法的计算中，由于被积函数只含变量 x ，选取平行 yoz 面的截面进

行积分计算时，它的计算量是最小，其他两种截面法计算量差不多的。 
1. 选取平行 yoz 面的截面 
优点：结合被积函数的特点，选择垂直于 x 轴的截面使得在该截面上的积分化简为只需算该截面的面

积，将三重积分简化为一元定积分，化简后为幂函数积分，大幅减少计算量，是本题推荐的最优解

法。 
不足：学生难以掌握椭球的变椭圆截面几何结构，截面法定限难度大，且截面方程随变量 x 变化，椭

圆面积易算错，对学生数学综合能力要求高。 
2. 选取其他截面 
优点：椭球截面为椭圆图形，在截面积分中优选用广义极坐标变换，可将椭圆伸缩转化为单位圆，有

效简化截面二重积分的运算难度，是求解本题的常用方法。 
不足：该方法需要学生掌握广义极坐标变换的雅可比行列式计算，同时熟练确定变换后的积分上下

限，对公式 2
0

sin dn
nI θ θ

π

= ∫ 的灵活运用能力要求较高；若学生在椭圆截面上直接采用直角坐标积分，

计算量与投影法相近。 

投影法 

投影法是三类解法中计算量最大的方法，同时也是最基础、最通用的三重积分求解方法。在本题求解

中，结合仅含单变量的被积函数特点，选择适配的积分次序，如选择先对 z 积分或先对 y 积分可小幅

缩减计算量；同时在椭圆投影区域上选用广义极坐标变换，是优化投影法计算过程、降低运算难度的

有效手段。 
优点：属于学生最熟悉的基础通用方法，解题思维门槛低，积分定限简单，可快速构建先一后二积分

次序，普适性极强。 

不足：整体计算量最大、易错点多；需熟练掌握积分公式 2
0

sin dn
nI θ θ

π

= ∫ 与三角代换知识，解题繁琐

度高。 
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4. 小结 

本文以一道椭球区域三重积分例题梳理了换元法、截面法、投影法三类三重积分求解思路，同时探

讨三种方法的优劣。面对二次曲面为积分边界如：球面或椭球面、被积函数为多项式类的重积分问题，

对称性与坐标变换是优先选用的化简工具：合理运用奇偶性、轮换对称性能够剥离冗余计算，实现积分

快速化简[2] [5]；特别针对椭球这类二次闭曲面区域，广义球坐标变换、截面法可以有效降低三重积分运

算复杂度；与之对应，处理椭圆域上的二重积分时，广义极坐标变换也是行之有效的简化手段。 
重积分的学习不局限于掌握孤立的解题技巧，而应当建立方法选择的思维模式：根据积分区域几何

特征与被积函数结构，匹配恰当的积分策略，做到多种方法融会贯通。 
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