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摘  要 

本文利用经典型广义外尔代数构造了一类泊松代数，证明了这类泊松代数是光滑代数且具有平凡的典范丛。 
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Abstract 
A class of Poisson algebras are constructed via generalized Weyl algebra of classical type. It is 
showed that these Poisson algebras are smooth and have trivial canonical bundle. 
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1. 引言 

泊松代数起源于经典哈密顿力学。在经典力学中，哈密顿系统的可观测量构成函数空间，该空间上

定义了泊松括号，用来刻画可观测量之间的动力学关联。伴随着 20 世纪微分几何的发展，这一结构抽象

成数学中的泊松代数，并逐步成为非交换几何、量子群、可积系统、李双代数的研究基础。简言之，泊松

代数是同时拥有交换结合乘法与李括号的代数结构，且李括号对乘法满足莱布尼茨性质[1]。 
定义 1.1 设 R 是基域 上的交换结合代数，{ } :, R R R× →  是双线性映射。如果 { }( ),,R   是一个李代

数且 

 { } { } { }, , ,a bc a b c a c b= + ， , ,a b c R∀ ∈  (1) 

成立，那么 R 称为泊松代数，{ },  称为 R 上的泊松括号。 

泊松代数与泊松几何相辅相成。20 世纪下半叶，Lichnerowicz 定义了泊松上同调，标志着泊松几何

作为独立分支诞生；Weinstein 证明了泊松几何局部结构定理——分裂定理，他与合作者解决了泊松流形

的可积性问题，证明泊松流形可积当且仅当其横截李代数胚可积。时至今日，泊松代数已从微分几何延

伸到代数几何、非交换几何、场论、可积系统等数学分支。 
泊松代数是量子化的代数基础，经典泊松括号经形变量子化过渡为量子代数的交换子，对应从经典

力学到量子力学的过渡。反过来，对量子代数(如量子群)取半经典极限，可以得到泊松代数。例如， 

ˆ ˆ ˆ,x y zJ J i J  =   ， ˆ ˆ ˆ,y z xJ J i J  =   ， ˆ ˆ ˆ,z x yJ J i J  =    

是量子角动量交换子，每个等式两边除以 i并令 趋于零，则可得到李括号 

{ },x y zJ J J= ，{ },y z xJ J J= ，{ },z x yJ J J= 。 

这就是 ( )*3so 泊松代数。 

有一大类泊松代数作为交换代数是多项式代数，它们都是典型的光滑代数。一般地，有限生成交换

代数的光滑性可通过 Kähler 微分模进行刻画[2]。 
定理 1.2 设 [ ] ( )1 1, , , ,n rA x x f f=   是有限生成交换代数，则其 Kähler 微分模为 

 1

1 1
d d

rn

A i j
i j

A x A f
= =

Ω = ∑⊕ 。 (2) 

若进一步设  是代数闭域，则 ( )rank dimJ n A≤ − ， A 是光滑代数且仅当等号在各点处成立，其中

( )j iJ f x= ∂ ∂ 是 Jacobi 矩阵， dim A是 A 的 Krull 维数。 

令 s
AΩ 是 1

AΩ 的 s 重外积。当定理 1.2 的条件满足时，记 dimd A= ，则有 0d
AΩ ≠ 且 0s

AΩ = ( s d> )。 d
AΩ

称为 A 的典范丛，若 d
AΩ 作为 A -模是秩 1 自由模，则称为 A 的典范丛是平凡的。具有平凡典范丛的光滑

泊松代数往往具有好的性质，其泊松同调与上同调具有对偶性[3]。 
本文的核心任务是通过广义外尔代数构造泊松代数。为此我们介绍广义外尔代数的一些知识[4]。 
定义 1.3 设 [ ]z 是一元多项式代数， σ 是 [ ]z 的代数自同构， ( ) [ ]h z z∈ 。定义如下代数

, ,A x y z I=  ，其中理想 I 由下面 4 个元素生成 

( )xz z xσ− ， ( )1yz z yσ −− ， ( )yx h z− ， ( )( )xy h zσ− ， 

则 A 称为由 ( )( ),h zσ 决定的广义外尔代数。 

在同构意义下，σ 只有 3 类：交换型、量子型、经典型，分别对应于 ( )z zσ = ， ( )z qzσ =  (其中 q∈
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且 0,1q ≠ )， ( ) 1z zσ = + 。本文考虑经典型广义外尔代数，于是在 A 中有关系式 

 [ ],x z x= ， [ ],y z y= − ， [ ] ( ) ( ), 1x y h z h z= + − ， ( )yx h z− ， (3) 

其中 [ ],a b ab ba= − ， ,a b A∀ ∈ 。  

2. 主要结论 

从本节开始，基域 是代数闭域。 

2.1. 泊松代数的构造 

根据公式 (3)，我们取交换代数 [ ] ( )( ), ,R x y z yx h z= − ，用导数 ( )h z′ 替代步长为 1 的差分

( ) ( )1h z h z+ − ，定义 

 { },x z x= ，{ },y z y= − ，{ } ( ),x y h z′= ， (4) 

并通过公式(1)和反称性质将 { },  延拓定义在 R 上。注意到在同构意义下， ( ) 1z zσ = + 可以改成

( )z zσ ε= +  ( )0ε ≠ ，此时将交换子除以 ε 再令其趋于零，即可得到公式(4)。换言之，上述定义运用了半

经典极限的技巧。 
为了保证公式(4)使得 R 成为一个泊松代数，首先要验证括号的合理性。 
引理 2.1 公式(4)给出的括号{ },  是 R 上的合理的二元运算，即 ( ){ }, yx h z− 恒为零。 

证明 只需验证 ( ){ } ( ){ } ( ){ }, , , 0x yx h z y yx h z z yx h z− = − = − = 。 

首先， 

( ){ } { } ( ){ }
{ } { } { } ( )
( ) ( )

, , ,

, , ,

0
0

x yx h z x yx x h z

x y x x x y x z h z

h z x xh z

− = −

′= + −

′ ′= + −

=

 

同理可证 ( ){ }, 0y yx h z− = 。其次， 

( ){ } { } ( ){ }
{ } { } { } ( )

, , ,

, , ,
0

0

z yx h z z yx z h z

z y x z x y z z h z
yx xy

− = −

′= + −

= − −
=

 

于是结论成立。 
定理 2.2 [ ] ( )( ), ,R x y z yx h z= − 是一个泊松代数，其泊松括号由公式(4)给出。 

证明 根据引理 2.1，{ },  是合理的二元运算，并且其定义遵循公式(1) (即{ },  对乘法满足莱布尼茨性

质)。只需再证明其满足李代数公理中的 Jacobi 恒等式。经计算，有 

{ }{ } { }{ } { }{ }
{ } { } ( ){ }
{ } { } { } ( )

, , , , , ,

, , ,

, , ,
0

x y z y z x z x y

x y y x z h z

y x y x z z h z

+ +

′= − + − +

′′= − +

=

 

对于生成元的其余排列，可以类似证明结果都为零。这样，我们便完成了证明。 
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2.2. 光滑性的刻画 

令 R 如上所述，本节我们将通过多项式 ( )h z 对 R 的光滑性予以刻画，给出 R 是光滑代数的充分必要

条件。注意到 R 是 3 元多项式代数 [ ], ,x y z 模掉主理想 ( )( )yx h z− 所得的商代数。从几何上来看， R 对

应于仿射空间 3
 中的曲面 ( ) ( ){ }, , : 0S x y z yx h z= − = ，因此 dim 2R = 。 

另一方面，记 ( ) ( ), ,f x y z yx h z= − ，则 Jacobi 矩阵 

( )( ), , , ,f f fJ y x h z
x y z

 ∂ ∂ ∂ ′= = − ∂ ∂ ∂ 
。 

假设存在点 ( )0 0 0, ,x y z S∈ 使得 ( )rank 1 3 dimJ R< = − ，那么 J 在该点处是零矩阵，即有 

( )0 0 0 0y x h z′= = − = 。 

又因为 ( )0 0 0 0y x h z− = ，不难得出 ( ) ( )0 0 0h z h z′= = ，这意味着 ( )h z 有重根。换言之，当 ( )h z 没有重

根时， ( )rank 3 dimJ R= − 在各点处均成立，那么 R 是光滑代数。 

反过来，当 ( )h z 有重根时，取一个重根 0z ，则在点 ( )00,0, z S∈ 处， ( )rank 3 dimJ R< − ，所以 R 不

是光滑代数。 
综上，我们将其总结成 
定理 2.3 泊松代数 [ ] ( )( ), ,R x y z yx h z= − 是光滑代数的充分必要条件是多项式 ( )h z 没有重根。 

2.3. 典范丛的平凡性 

设 R 是满足定理 2.3 条件的光滑泊松代数，我们来计算其典范丛。 
易知 

( )d d d d d d df f ff x y z y x x y h z z
x y z
∂ ∂ ∂ ′= + + = + −
∂ ∂ ∂

， 

因此 ( ) ( )( )1 d d d d d dR R x R y R z R y x x y h z z′Ω = ⊕ ⊕ + − 。于是 

 
( )( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )

2 1 1 1d d d
d d d d d d

d d d d d d d d d

d d d d d d
d d d d d d d d d d d d

R R R Rx y z
R x y R x z R y z

R x y h z z x R y x h z z y R y x x y z

R x y R x z R y z
R x x y h z x z R y x y h z y z R y x z x y z

Ω = Ω Λ +Ω Λ +Ω Λ
Λ ⊕ Λ ⊕ Λ

=
′ ′− Λ + − Λ + + Λ

Λ ⊕ Λ ⊕ Λ
=

′ ′Λ − Λ + Λ + Λ + Λ + Λ

 (5) 

定理 2.4 光滑泊松代数 [ ] ( )( ), ,R x y z yx h z= − 具有平凡的典范丛。 

证明 注意到 ( )h z 与 ( )h z′ 互素，于是存在多项式 ( )u z 和 ( )v z 使得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1u z yx v z h z u z h z v z h z′ ′+ = + = 。 

利用自然同态 [ ] [ ], ,z x y z R→ →  以及 ( )yx h z= ，上式可以推出等式 

( ) ( ) ( ) 1u z yx v z h z′+ =  

在 R 中成立。由公式(5)可知，在 2
RΩ 中，等式 

( )d d d dx x y h z x z′Λ = Λ ， ( )d d d dy x y h z y z′Λ = − Λ ， d d d dy x z x y zΛ = − Λ  

成立。所以 
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( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

d d d d

d d d d

d d d d

' d d d d

x y u z yx v z h z x y

u z yx x y v z h z x y

u z yh z x z v z h z x y

h z v z x y u z y x z

′Λ = + Λ

′= Λ + Λ

′ ′= Λ + Λ

= Λ + Λ

 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )( )

d d d d

d d d d

d d d d

d d d d

x z u z yx v z h z x z

u z yx x z v z h z x z

u z yx x z v z x x y

x v z x y u z y x z

′Λ = + Λ

′= Λ + Λ

= Λ + Λ

= Λ + Λ

 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )( )

2

d d d d

d d d d

d d d d

d d d d

y z u z y x v z h z y z

u z yx y z v z h z y z

u z y x z v z y x y

y v z x y u z y x z

′Λ = Λ + Λ

′= Λ + Λ

= − Λ − Λ

= − Λ + Λ

 

记 ( ) ( )d d d dv z x y u z y x zη = Λ + Λ ，由上面 3 个表达式可以定义 R -模同态 2: Rs RηΩ → ，其中 

( ) ( )d ds x y h z η′Λ = ， ( )d ds x z xηΛ = ， ( )d ds y z yηΛ = − 。 

这是一个同构，其逆映射 1 2: Rs Rη− →Ω 由 ( ) ( ) ( )1 d d d ds v z x y u z y x zη− = Λ + Λ 给出。这意味着典范丛 2
RΩ

是以η为基的秩 1 自由模。综上，我们完成了证明。 

注 2.5 一般而言，典范丛 2
RΩ 的基并不唯一，上述证明过程中所定义的η只是其中一个。如何确定所

有的基是笔者后续工作将要考虑的问题。 
注 2.6 泊松代数 R 与相应的广义外尔代数 A 有很多对应的性质。如多项式 ( )h z 没有重根既是 R 为

光滑代数的充要条件，又是 A 为同调光滑代数的充要条件(同调光滑是光滑的同调版本)，也就是说， R
是光滑代数对应于 A 是同调光滑代数；同样， R 具有平凡的典范丛对应于 A 是 Calabi-Yau 代数[5]。 

3. 讨论与展望 

本文所采用的方法亦可应用于量子型广义外尔代数，此时构造出的泊松代数作为交换代数依然是 R ，

但是泊松括号不再是公式(4)，其具体表达式有待进一步确定；而光滑性仅依赖于交换代数结构，与泊松

括号无关，这说明定理 2.4 对于这类泊松代数依然成立。 
另一个问题是比较 R 上的泊松结构和 3 元多项式代数 [ ], ,x y z 的泊松结构。后者有一种常见的构造

方法——势函数法，即取一个 3 元多项式 ( ), ,x y zΦ = Φ ，定义 

{ },x y
z

∂Φ
=
∂

，{ },y z
x

∂Φ
=
∂

，{ },z x
y

∂Φ
=
∂

， 

这就给出了 [ ], ,x y z 的一个泊松结构[6]。有趣的是，若取 ( )h z xyΦ = − ，则由公式(4)可知 R 作为泊

松代数是 [ ], ,x y z 的商代数。至于量子型广义外尔代数所导出的泊松结构，是否对应于某个多项式Φ则

是一个未知问题，笔者拟将其作为后续工作开展。 
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