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摘  要 

本文研究了完备梯度Ricci-Bourguignon孤立子的分裂性问题，证明了该孤立子的万有覆盖等距于
k n k  −× 。同时，在数量曲率为常数且截面曲率满足有界性条件的假设下，证明了该孤立子的Ricci曲率

核分布是平行的且具有整体常数秩。 
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Abstract 
This paper investigates the splitting theorem of complete gradient Ricci-Bourguignon solitons. It is 
shown that the universal cover of such a soliton is isometric to k n k  −× . Moreover, under the as-
sumptions that the scalar curvature is constant and the sectional curvature satisfies a bounded con-
dition, it is proved that the Ricci curvature kernel distribution of the soliton is parallel and has glob-
ally constant rank. 

 

 

 

*通讯作者。 

https://www.hanspub.org/journal/pm
https://doi.org/10.12677/pm.2026.1610208
https://doi.org/10.12677/pm.2026.1610208
https://www.hanspub.org/


李成德，刘建成 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2026.1610208 24 理论数学 
 

Keywords 
Gradient Ricci-Bourguignon Soliton, Splitting Theorem, Ricci Curvature Kernel Distribution, 
Weighted Laplacian 

 
 

Copyright © 2026 by author(s) and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY 4.0). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 引言 

J. P. Bourguignon ([1])在黎曼流形 ( ),nM g 上研究了 Ricci-Bourguignon 流，其演化方程如下 

 ( )2 Ricg Rg
t

ρ∂
= − −

∂
， (1) 

其中 Ric 是 Ricci 张量， R 是数量曲率， ρ 是常数。特别地，当 0ρ = 时，(1)即为经典的 Ricci 流([2])；

当
1
2

ρ = 时即为 Einstein 流；当 0ρ ≤ 时，(1)是 Ricci 流和 Yamabe 流之间的“插值”([3]-[5])。 

Catino ([6])系统发展了 Ricci-Bourguignon 流的抛物理论，证明了当
( )

1
2 1n

ρ <
−

时解的短时间存在性。

Dwivedi ([7])引入了 Ricci-Bourguignon 流的自相似解——Ricci-Bourguignon 孤立子，即一个赋予了向量

场 X 的黎曼流形 ( ),nM g ，满足方程 

 ( )1
2ij X ij ijijR g g Rgλ ρ+ = + ， (2) 

其中 X g 表示度量 g 关于向量场 X 的李导数， λ ∈为常数。若向量场 X 可以表示为一个光滑函数

: nf M → 的梯度，则 ( ),nM g 称为梯度 Ricci-Bourguignon 孤立子(也称梯度 ρ -Einstein 孤立子)，此时

孤立子方程变为 

 2Ric f Rg gρ λ+∇ = + 。 (3) 

当 f∇ 为平行向量场时，称该孤立子为平凡孤立子。当 0λ =  (或 0> ，或 0< )时分别称该孤立子为稳

定(收缩，膨胀)孤立子。特别地，一个梯度 Ricci-Bourguignon 孤立子被称为 

(i) 梯度 Einstein 孤立子，如果
1
2

ρ = ； 

(ii) 梯度 Ricci 孤立子，如果 0ρ = ； 

(iii) 梯度 Schouten 孤立子，如果
( )

1
2 1n

ρ =
−

； 

(iv) 无迹 Ricci 孤立子，如果
1
n

ρ = 。 

Dwivedi ([7])在紧致梯度 Ricci-Bourguignon 孤立子上建立了关于 Hessian 和 Ricci 张量偏差的积分恒

等式，为紧致情形下的刚性分析提供了基础工具。Pigola 等([8])在梯度 Ricci 孤立子中利用随机分析工具

(加权拉普拉斯Δ f 的
pL -Liouville 性质，弱极值原理，抛物性等)，将刚性结果中所需的点态曲率条件弱化

为全局积分条件，在非紧情形下证明了梯度 Ricci 孤立子的平凡性。Cunha 等([9])进一步将 Pigola 等的分

析方法从梯度 Ricci 孤立子推广到更一般的 Ricci-Bourguignon 孤立子。通过控制加权 Ricci 张量
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( )Ric Ric Hessf f= + 或 Schouten 张量的有界性，证明了加权拉普拉斯 Δ f 的弱极值原理在 Ricci-
Bourguignon 孤立子上成立，进而得到了相应的数量曲率估计和平凡性结果。Ou 等([10])从曲率控制的角

度，引入张量间的曲率控制条件：存在常数 0A > ，使得对任意单位正交向量 u v⊥ 有 

( ) ( ), , , Ric ,R u v u v A u u≤ ⋅ ，证明了收缩梯度 Ricci 孤立子的刚性结果。 
尽管上述方法在各自框架下取得重要进展，但其在梯度 Ricci-Bourguignon 孤立子框架下的有效性与

具体表现形式仍未达成充分探究。基于此，本文在完备黎曼流形上研究梯度 Ricci-Bourguignon 孤立子的

分裂定理。受 Ou 等([10])的启发，引入如下曲率控制条件 
(I) 数量曲率 R 为常数； 
(II) 存在常数 0A > ，使得对任意单位正交向量 u v⊥ ， ( ) ( ), , , Ric ,R u v u v A u u≤ ⋅ 。在此条件下，得

到了 Ricci 算子的秩在流形上为常数的结论(命题 1)，并进一步证明了其核分布是平行的(命题 2)。利用 De 
Rham 分裂定理，得到了完备梯度 Ricci-Bourguignon 孤立子的万有覆盖等距于 k n k−×  ，其中是具有

正 Ricci 曲率的梯度孤立子(定理 3)。 
与已有工作相比，这些结果将 Catino (参见[12])依赖于势函数在每个正则等值集上梯度长度恒定和截

面曲率的非负性弱化为不依赖截面曲率非负，直接获得了 Ricci 曲率秩的全局恒定性及核分布的平行性。

并将 Ghosh (参见[11])等人在 Ricci-Bourguignon 近孤立子上紧致且整体积分的方法推广到完备非紧情形，

且在数量曲率为常数的前提下，得到了更一般的结构分裂定理。 
下面详细阐述假设下面详细阐述假设(I)和(II)的几何意义、来源与合理性。 
假设(I)要求数量曲率 R 为常数。在梯度 Ricci-Bourguignon 孤立子 2Ric f Rg gρ λ+∇ = + 下，由公式

( )( ) ( )1 2 1 2Ric ,n R fρ− − ∇ = ∇ ⋅ ，可知当 R 为常数时，有 ( )Ric 0f∇ = ，即势函数的梯度在 Ricci 曲率核中。 

这一性质在分裂理论中具有明确的几何意义：它使得 Ricci 算子的核分布与势函数梯度方向相容，从而为

核分布的平行性论证提供了关键结构。从来源上看，假设(I)是对经典分裂定理中“数量曲率为常数”这 
一常见条件的自然推广。在梯度 Ricci 孤立子(即 0ρ = )情形，若 R 为常数，则 ( )Ric 0f∇ = ，这与 Petersen-
Wylie、Wylie 等人在梯度 Ricci 孤立子分裂理论中所使用的条件一致。在 Ricci-Bourguignon 孤立子中，

由于方程多出 Rgρ 项，数量曲率常数的假设更显必要，能避免 R∇ 与 ( )Ric 0f∇ = 之间的复杂耦合。 

假设(II)这一条件最早由 Ou 等[10]在研究收缩梯度 Ricci 孤立子的刚性时引入。其核心思想是：用

Ricci 曲率控制截面曲率的大小，从而在没有截面曲率非负性假设的情况下，仍能获得曲率张量的某种“正

性”或“有界性”。 
在经典分裂定理中，通常需要截面曲率非负(或Ricci曲率非负)来保证核分布的平行性。例如，Cheeger-

Gromoll 分裂定理要求 Ricci 曲率非负；而 Catino [12]在梯度 Ricci 孤立子分裂中，曾依赖势函数在正则

等值集上梯度长度恒定以及截面曲率非负。假设(II)的引入，正是为了弱化这些较强的曲率假设：它不要

求截面曲率非负，只要求截面曲率被 Ricci 曲率控制。由于在梯度 Ricci-Bourguignon 孤立子中，Ricci 曲
率在核分布的正交补上往往具有正定性，条件(II)可推出核分布上 Ricci 曲率的非负性，进而保证 Ric ≥ 0
在适当子空间上成立。 

因此，假设(II)与假设(I)结合，使得本文能够在完备非紧情形下，不依赖截面曲率非负，直接证明 Ricci
曲率核分布的平行性与整体常数秩。 

2. 预备知识和引理 

设 ( ),nM g 是 n 维黎曼流形，∇是 Levi-Civita 联络，Ric 是 Ricci 曲率张量。对于任意一点 p M∈ ，

定义线性映射 *Ric : p pT M T M→# 使得 
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( )( ) ( )Ric Ric ,v w v w=# ， v∀ ， pw T M∈ ， 

则称 Ricci 算子在点 p 处的秩是该线性映射的秩，即 

( ) ( )rank Ric dim Im Ric= # 。 

等价地，若记 kerRicpK = # ，则 

( )rank Ric dim pn K= − 。 

(i) 若 ( )rank Ric n< ，则称 Ric 在点 p 处是退化的； 

(ii) 若对任意一点 p M∈ ， ( )rank Ric 为同一常数，则称 Ric 具有常数秩。 

设 ( ), , ,nM g f λ 是梯度 Ricci-Bourguignon 孤立子(以下简称 R-B 孤立子)，本文采用局部标准正交标

架场{ }ie ，并记 i j ijf f∇ ∇ = ， i if f∇ = 。主要结果的证明需要如下几个引理。 

引理 1 ([12])  设 ( ), , ,nM g f λ 是梯度 R-B 孤立子，记加权 Laplace f fTT T∇∆ = ∆ −∇ ，其中T 为(0,2)

型张量。则有 

 ( )( )1 2 1 2i il ln R R R fρ− − ∇ = ∇ ， (4) 

 ( )1 n R f nρ λ− + ∆ = ， (5) 

 ( )( ) ( )1 2 1 2Ric ,n R fρ− − ∇ = ∇ ⋅ ， (6) 

 ( )( ) ( )221 2 1 Δ 2 Ricfn R R Rρ ρ λ− − = − + 。 (7) 

引理 2  对梯度 R-B 孤立子 ( ), , ,nM g f λ ，有 

 ( )Δ 2ij i j f ik kj jk ki ikjl kl i jk j ik k ij kf R f R f R f R R R f∆ = ∇ ∇ + + − + ∇ +∇ −∇ 。 (8) 

证明  通过对 Weitzenböck 公式两边同时求协变导数，得到 

( )
( ) ( )Δ

Δ ,

Δi k k j i j

i j i jk k

i j i jk k jk ik

f f

f R f

f R f R f

∇ ∇ ∇ = ∇

= ∇ ∇ +∇

= ∇ ∇ +∇ +

 

代入到下式 

( )
,

Δ ij k k i j

k i k j kijl l

i k k j ik kj kijl kl k kijl l kijl kl

f f

f R f

f R f R f R f R f

= ∇ ∇ ∇

= ∇ ∇ ∇ +

= ∇ ∇ ∇ + + +∇ +

 

则有 

 2ij i j ik kj jk ik kijl kl i jk k k kijl lf f R f R f R f R f R f∆ = ∇ ∇ ∆ + + + +∇ +∇  (9) 

将第二Bianchi恒等式 k kijl j il l ijR R R∇ = ∇ −∇ 代入(9)式即完成引理 2的证明。                     □ 

引理 3  设 ( ), , ,nM g f λ 是梯度 R-B 孤立子，则有 

 ( ) ( )Δ 2 2 2f ij ij ikjl kl i j ijR R R R R n R Rρ λ ρ ρ δ= + − + − ∇ ∇ + ∆ 。 (10) 

证明  对梯度 R-B 孤立子方程左右两边同时作用加权 Laplacian 算子，有 
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Δ Δ Δf ij f ij f ijR R fρ δ= − 。 

由(5)和(3)式可得 

 ( )Δ 1i j i jf n Rρ∇ ∇ = − ∇ ∇ ， (11) 

 ( )ij ij ijf R Rρ λ δ= + − 。 (12) 

将(11)和(12)式代入(8)式得 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

Δ 1

2

1 .

2

2 2

ij i j ik kj ik jk jk ki jk ki

ikjl kl ikjl kl i jk j ik k ij k

i j ik jk ikjl kl i jk j ik k ij k

f n R R R R R R R R R

R R R R R R R f

n R R R R R R R R f

ρ ρ λ δ ρ λ δ

ρ λ δ

ρ

= − ∇ ∇ + + − + + −

− + + + ∇ +∇ −∇

= − ∇ ∇ − + + ∇ +∇ −∇

 

对(3)式求协变导数再与 kf 沿 k 指标缩并得 

f ij f ij f ijf R Rρ δ∇ ∇ ∇∇ = ∇ −∇ ， 

结合加权 Laplacian 算子的定义，得到 

 

( )
( )

( ) ( )

Δ Δ 1 2 2

Δ 1 .2 2

f ij f ij i j ik jk ikjl kl

i jk j ik k ij k f ij f ij

f ij i j ik jk ikjl kl i jk j ik k

R R n R R R R R

R R R f R R

R n R R R R R R R f

ρ δ ρ

ρ δ

ρ δ ρ

∇ ∇

= − − ∇ ∇ + −

− ∇ +∇ −∇ + ∇ −∇

= − − ∇ ∇ + − − ∇ +∇

 (13) 

对(6)式求协变导数并交换 i，j 指标得 

 
( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )
1 2 1

1 2 2 2 ,1
i jk j ik k i j ik kj jk ki

i j ij ik kj

R R f n R R f R f

n R R R R R

ρ

ρ ρ λ

∇ +∇ = − − ∇ ∇ − +

= − − ∇ ∇ − + +
 (14) 

将(14)式代入(13)式即完成了(10)式的证明。                                                □ 

3. 主要结果及证明 

命题 1  设 ( ), , ,nM g f λ 是完备的梯度 R-B 孤立子且满足条件(I)，(II)。则当 0ρ > 时，Ricci 算子的

秩在 M 上为常数。 
证明  任取 p M∈ ，设 1 2 nλ λ λ≤ ≤ ≤ 是 p 点处的 Ricci 特征值，相应的单位正交特征向量为{ } 1

n
i i

e
=
。

将 { }ie 沿测地线平行延拓到邻域 ( ),B p δ ，得到光滑正交标架场。对 k∀ ， 1 k n≤ ≤ ，定义障碍函数

( ): ,u B p δ → 使得 

( ) ( ) ( )( )
1

Ric ,
k

i i
i

u x e x e x
=

= ∑ ， 

满足 ( ) ( )( ) ( )Ric ,i i ie x e x xλ≥ 且 ( ) ( )( ) ( )Ric ,i i ie p e p pλ= 。 

假设 Ricci 曲率的最小特征值 1 0λ < ，取单位特征向量 1e 满足 ( ) ( )1 1 1Ric ,e e pλ= ，由条件(II)，对每个

2i ≥ 可得 

( ) ( ) ( )1 1 1 1 1, , , Ric , 0i iR e e e e A e e A pλ≤ ⋅ = < ， 

矛盾。因此 ( )1 0pλ ≥ 处处成立，进而 0iλ ≥ 对所有 i 成立。于是在点 p 处有 
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( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1

1 1 1 1
, 1

1 1
1

1

Δ Δ Ric ,

2 Ric , 2 , , , Ric ,

2 2 Ric ,

2 ,

f f

n

i j i j
i j

n

i i
i

u p e e

R e e A R e e e e e e

R p A p e e

R AR p

ρ λ

ρ λ λ λ

ρ λ λ

=

=

=

= + −

≤ + +

= + +

∑

∑
 (15) 

由于 1u λ≥ 且 ( ) ( )1u p pλ= ，有 

 ( ) ( ) ( )1 1Δ 2f p R AR pλ ρ λ λ≤ + + ， p M∀ ∈ . (16) 

若存在点 q M∈ 使得 ( )1 0qλ = ，则 u 在点 q 取最小值 0 且 ( )1Δ 0f qλ ≥ ，结合(16)式可得 ( )1Δ 0f qλ = ，

由极大值原理得要么 1 0λ ≡ 在 M 上恒成立，要么 1 0λ > 恒成立。 
同理，对 1 2 0k kS λ λ λ= + + + ≥ ， 2 k n≤ ≤ ，有 

( )Δ 2f k kS R AR Sρ λ≤ + + ， 

由极大值原理，对每个 k ，要么 0kS ≡ 在 M 上恒成立，要么 0kS > 处处成立。由于 0nS R= > ，令 

{ }max 0kr k S= ≡ ， 0 1r n≤ ≤ − ， 

则 1 2 0n rλ λ λ −= = = ≡ ， 1 0n rλ − + > 处处成立。因此Ricci 算子的秩恒为常秩 n r− 。                □ 

命题 2  设 ( ), , ,nM g f λ 是完备的梯度 R-B 孤立子且满足条件(I)，(II)。则当 0ρ > 时，Ricci 曲率的

核 ( )ker Ric 构成平行子丛。 

证明  由命题 1 可知，Ricci 算子的秩在 M 上全局为常数。因此， ( )ker Ric 是TM 的光滑子丛。设光

滑向量场 ( )ker RicV ∈ 满足 ( )Ric , 0V ⋅ = ，特别地 ( )Ric , 0V V = 。取点 p 处局部正交标架 { }ie ，由加权

Laplacian 展开公式(参见[10]，命题 3.3)有 

 
( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )
Δ Ric , Δ Ric , 4 Ric ,

2Ric Δ , 2Ric , .

f f k k

f k k

V V V V V V

V V V V

= + ∇ ∇

+ + ∇ ∇
 (17) 

由引理 3 及条件(I)，上式变为 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )
Δ Ric , 2 Ric , 2 , , , Ric ,

4 Ric , 2Ric Δ , 2Ric , .

f i j i j

k k f k k

V V R V V R V e V e e e

V V V V V V

ρ λ= + −

+ ∇ ∇ + + ∇ ∇
 (18) 

由条件(II)可得 ( ), , , 0i iR V e V e = ，则有 

( ) ( ) ( ) ( )( )1, , , , , , , , , , , , 0
2i j i j i j i i j jR V e V e R V e e V e e R V e V e R V e V e= + + − − = 。 

注意到 ( )Ric , 0V ⋅ = 有 

( )Ric Δ , 0f V V = ， 

( )( ) ( )Ric , Ric , 0k kV V∇ ⋅ + ∇ ⋅ = 。 

于是 

( )( ) ( )Ric , Ric , 0k k k kV V V V∇ ∇ = − ∇ ∇ = ， 

进而，(18)式变为 
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 ( ) ( )Δ Ric , 2Ric ,f k kV V V V= − ∇ ∇ . (19) 

结合 ( )Ric , 0V V = 可得 

( ) ( )0 Δ Ric , Ric ,f k kV V V V= = ∇ ∇ 。 

由于 Ric 0≥ ，二次型 ( )Ric , 0k kV V∇ ∇ = 当且仅当 ( )Ric , 0kV∇ ⋅ = ，即 ( )ker RickV∇ ∈ 。由 k 的任意性，

( )( )Γ ker RicXV∇ ∈ 对任意切向量 X 成立。故光滑子丛 ( )ker Ric 是平行子丛。                       □ 

定理 3  设 ( ), , ,nM g f λ 是满足条件(I)，(II)且 0ρ > 的完备的梯度 R-B 孤立子，则 M 的万有覆盖等

距于 k n k−×  ，其中是具有正 Ricci 曲率的梯度 R-B 孤立子。 
证明  由命题 1 可知 Ricci 算子的秩在 M 上为常数，记为 r ，即存在整数 ( )0r r n≤ ≤ ，使得 

1 2 1, 0n r n rλ λ λ λ− − += = = > 处处成立，其中 iλ 为 Ricci 特征值。 
若 r n= ，则 Ricci 算子正定， ( )dimker Ric 0= ，此时取 0k = ， M= ，则定理 3 成立。 

若 r n< ，则 ( )dimker Ric 0n r= − > 。由命题 2 可知 ( )ker Ric 是平行分布，即对任意 ( )( )Γ ker RicV ∈

和任意切向量 X ，有 ( )( )Γ ker RicXV∇ ∈ 。因此 ( )ker Ric 在平行移动下不变，且其正交补 ( )ker Ric ⊥
也是平

行的。由于 ( ),nM g 是完备的，由 De Rham 分裂定理可知，( ),nM g 的万有覆盖等距于 n r r− ×  ，其中 r

是 r 维黎曼流形。记 k n r= − ，则 ( ),nM g 的万有覆盖等距于 k n k−×  。 

在乘积结构下，取局部坐标 ( )1 1, , , , ,k n kx x y y −
  ，其中{ }

1

ki

i
x

=
是 k 的坐标，{ }

1

n kj

j
y

−

=
是的坐标，

则度量，Ricci 曲率和势函数可分解为 kg g g= + 
，Ric Ric Rick= + 

， ( ) ( ) ( )1 2,f x y f x f y= + ，由于 k

切空间是 ( )ker Ric 满足 Ric 0k =
， 2

1k f∇


在 的切方向上分量为零以及 R R=  代入孤立子方程可得

2
2Ric f R g gρ λ+∇ = +     ，且在的切空间 ( )ker Ric ⊥

上，由命题 1 及条件(II)知 Ricci 曲率非负且在此

子空间满秩，故 Ric 0> ，因此 ( )2, , ,g f λ 是 Ricci 曲率正定的梯度 R-B 孤立子。                    □ 

4. 结论与讨论 

本文研究了完备梯度 Ricci-Bourguignon 孤立子的分裂性问题。在数量曲率为常数和截面曲率受 Ricci
曲率控制条件下，证明了 Ricci 算子的秩在流形上为常数(命题 1)，其核分布是平行的(命题 2)，并利用

DeRham 分裂定理得到万有覆盖等距于 k n k−×  ，其中是具有正 Ricci 曲率的梯度 R-B 孤立子(定理

3)。 
与经典分裂定理相比，经典 Cheeger-Gromoll 分裂定理要求 Ricci 曲率非负且存在一条直线；本文不

直接假设直线，而是通过 Ricci 核分布的平行性获得分裂结构，并用假设(II)替代 Ricci 非负性。Catino [12]
在梯度 Ricci 孤立子分裂中依赖势函数在正则等值集上梯度长度恒定以及截面曲率非负；本文将其弱化

为假设(I)和(II)，不依赖截面曲率非负，直接获得 Ricci 曲率秩的全局恒定性及核分布的平行性。Ghosh 等

[12]在紧致且整体积分框架下讨论 Ricci-Bourguignon 近孤立子；本文将其推广到完备非紧情形，并在数

量曲率为常数的前提下得到更一般的结构分裂定理。 
未来可在以下方向进一步研究：一是 0ρ < 的情形，此时 Ricci-Bourguignon 流介于 Ricci 流与 Yamabe

流之间，孤立子方程结构可能更复杂，能否获得类似的核分布平行性与分裂定理值得探讨；二是非恒定

数量曲率的情形，若放弃假设(I)，则(6)式中 R∇ 与 ( )Ric f∇ 的耦合将带来新的困难，可尝试用积分估计或

弱极值原理处理；三是更弱的曲率控制条件，可探索用 Weyl 张量或 Ricci 张量的其他不变量替代截面曲

率；四是建立紧致与非紧的统一框架。 
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附录 A 

引理 A.1 ([12])  设 ( ), , ,nM g f λ 是梯度 R-B 孤立子，记加权 Laplace f fTT T∇∆ = ∆ −∇ ，其中T 为(0,2)

型张量。则有 

 ( )( )1 2 1 2 ,i il ln R R R fρ− − ∇ = ∇  (1.1) 

 ( )1 ,n R f nρ λ− + ∆ =  (1.2) 

 ( )( ) ( )1 2 1 2Ric , ,n R fρ− − ∇ = ∇ ⋅  (1.3) 

 ( )( ) ( )221 2 1 Δ 2 Ric .fn R R Rρ ρ λ− − = − +  (1.4) 

设 ( ), , ,nM g f λ 是梯度 Ricci-Bourguignon 孤立子(以下简称 R-B 孤立子)，本文采用局部标准正交标

架场{ }ie ，并记 i j ijf f∇ ∇ = ， i if f∇ = 。 

引理 A.2  对梯度 R-B 孤立子 ( ), , ,nM g f λ ，有 

 ( )Δ 2ij i j f ik kj jk ki ikjl kl i jk j ik k ij kf R f R f R f R R R f∆ = ∇ ∇ + + − + ∇ +∇ −∇  (1.5) 

证明 由 Laplace 算子定义可得 
,ij k k i j k k i jf f f∆ = ∇ ∇ ∇ ∇ = ∇ ∇ ∇  

其中， 
,k i j k kijli j lff R f∇ ∇ ∇= ∇ +  

得到 

 

( )
( )

,

i j

i j

i j

ij k k k kijl j

k k ik kj kijl kl k kijl j

k k ik kj kijl kl k kijl j kijl kl

f R f

R f R f R f

R f R f

f

R f R f

f

f

+

+

∆ = ∇ ∇ ∇ ∇

= ∇ ∇ ∇ + +∇

+= ∇ ∇ ∇ + +∇ +

 (1.6) 

由 Ricci 恒等式，可得 
 Δ Δ ,j j jk kf f R f∇ +=  (1.7) 

对(1.7)求协变导数，可得 

( )
( ) ( )Δ

Δ ,

Δi k k j i j

i j i jk k

i j i jk k jk ik

f f

f R f

f R f R f

∇ ∇ ∇ = ∇

= ∇ ∇ +∇

= ∇ ∇ +∇ +

 

将其代入(1.6)中可得 

 
2

,
ij i j ik kj jk ik kijl kl

i jk k k kijl l

f f R f R f R f

R f R f

∆ = ∇ ∇ ∆ + + +

+∇ +∇
 (1.8) 

根据缩并的第二 Bianchi 恒等式 

k kijl j il l ijR R R∇ = ∇ −∇  

可得 

( ) ( ) ,lk lkijl j il l ijR Rf fR∇ = ∇ −∇  
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将其代入到(1.8)式可得 

( )
Δ

.

2ij i j f ik kj jk ki ikjl kl

i jk j ik k ij k

f R f R f R f

R R R f

∆ = ∇ ∇ + + −

+ ∇ +∇ −∇
 

证明完毕。                                                                           □ 
引理 A.3  设 ( ), , ,nM g f λ 是梯度 R-B 孤立子，则有 

 ( ) ( )Δ 2 2 2f ij ij ikjl kl i j ijR R R R R n R Rρ λ ρ ρ δ= + − + − ∇ ∇ + ∆  (1.9) 

证明  对梯度 R-B 孤立子方程两边同时作用加权 Laplacian 算子，有 

Δ Δ Δf ij f ij f ijR R fρ δ= − . 

由引理 2 可得 

 ( )
Δ

.

2ij i j f ik kj jk ki ikjl kl

i jk j ik k ij k

f R f R f R f

R R R f

∆ = ∇ ∇ + + −

+ ∇ +∇ −∇
 (1.10) 

对(1.2)连续求两次协变导数，可得 

 ( )Δ 1 .i j i jf n Rρ∇ ∇ = − ∇ ∇  (1.11) 

梯度 R-B 孤立子方程在局部正交标架场下可表示为 

 ( ) .ij ij ijf R Rρ λ δ= + −  (1.12) 

将(1.11)和(1.12)式代入(1.10)式得 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

Δ 1

2

1 .

2

2 2

ij i j ik kj ik jk jk ki jk ki

ikjl kl ikjl kl i jk j ik k ij k

i j ik jk ikjl kl i jk j ik k ij k

f n R R R R R R R R R

R R R R R R R f

n R R R R R R R R f

ρ ρ λ δ ρ λ δ

ρ λ δ

ρ

= − ∇ ∇ + + − + + −

− + + + ∇ +∇ −∇

= − ∇ ∇ − + + ∇ +∇ −∇

 

对梯度 R-B 孤立子方程求协变导数再与 kf 沿 k 指标缩并得 

f ij f ij f ijf R Rρ δ∇ ∇ ∇∇ = ∇ −∇ ， 

结合加权 Laplacian 算子的定义，得到 

 

( )
( )

( ) ( )

Δ Δ 1 2 2

Δ 1 2 2

f ij f ij i j ik jk ikjl kl

i jk j ik k ij k f ij f ij

f ij i j ik jk ikjl kl i jk j ik k

R R n R R R R R

R R R f R R

R n R R R R R R R f

ρ δ ρ

ρ δ

ρ δ ρ

∇ ∇

= − − ∇ ∇ + −

− ∇ +∇ −∇ + ∇ −∇

= − − ∇ ∇ + − − ∇ +∇

 (1.13) 

对(1.3)式求协变导数 

( )( )1 2 1 2 2 ,i j i jk jk kin R R R fρ− − ∇ ∇ = ∇ +  

交换 i，j 指标得 

( )( )1 2 1 2 2 ,i j j ik ik kjn R R R fρ− − ∇ ∇ = ∇ +  

两式相加可得 

 
( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )
1 2 1

1 2 1 2 2
i jk j ik k i j ik kj jk ki

i j ij ik kj

R R f n R R f R f

n R R R R R

ρ

ρ ρ λ

∇ +∇ = − − ∇ ∇ − +

= − − ∇ ∇ − + +
 (1.14) 
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将(1.14)式代入(1.13)式可得 

( )
( )( ) ( )

( ) ( )

Δ Δ 1 2 2

1 2 1 2

2 2 2

f ij f ij i j ik jk ikjl kl

i j ij

ij ikjl kl i j ij

R R n R R R R R

n R R R

R R R R n R R

ρ δ ρ

ρ ρ λ

ρ λ ρ ρ δ

= − − ∇ ∇ + −

− − − ∇ ∇ + +

= + − + − ∇ ∇ + ∆

 

即完成了(1.9)式的证明。                                                               □ 
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