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摘  要 

本文主要研究以下n阶复线性微分方程f(n) + An−1(z)f(n−1) + ··· + A1(z)f′ + A0(z)f = F(z)，其中系数A0, A1, ..., 
An−1, F(z)均为整函数且A0(z) ≢ 0。基于φ-级增长度量给出系数需要满足的判定条件，证明该方程所有非

常数整函数解均具有无穷φ-级，并建立了解的超φ-级与方程主导系数φ-级之间的关系，推广了二阶复线

性微分方程的已有相关结果。 
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Abstract 
This paper mainly studies the following n-order complex linear differential equation f(n) + 
An−1(z)f(n−1) + ··· + A1(z)f′ + A0(z)f = F(z), where the coefficients A0, A1, ..., An−1, F(z) are all entire func-
tions and A0(z) ≢ 0. We find some appropriate conditions on the A0, A1, ..., An−1, F(z) in terms of the 
φ-order growth metric which guarantee that every non-constant entire solution f of the equation 
have infinite φ-order, along with an additional relationship between the hyper φ-order of f and the 
φ-order of dominating coefficient in the equation, this generalizes the already relevant results of 
the second order complex linear differential equation. 
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1. 引言 

设整数 n ≥ 2，本文重点研究 n 阶线性微分方程  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1 1 0

n n
nf A z f A z f A z f F z−
− ′+ + + + =  (1.1) 

及其对应的齐次线性微分方程  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1 1 0 0n n

nf A z f A z f A z f−
− ′+ + + + =  (1.2) 

其中 ( ) ( ) ( ) ( )0 1 1, , , ,n zA A Fz z zA − 均为复平面上的整函数，且约定 ( )0 0A z ≡/ 。根据复微分方程基本理论，

当方程(1.1)的所有系数均为整函数时，齐次方程(1.2)的解必然是整函数。近几十年来，众多学者结合

Navanlinn 值分布理论，围绕复线性微分方程解的增长性、零点振荡性质开展了大量研究工作。为刻画函

数的增长快慢，经典增长级、超级是最常用的度量工具，但这类工具在处理零级整函数时存在明显局限，

难以精细区分慢增长整函数之间的增长差异。为克服这一缺陷，文献[1]引入了 φ-级的概念，该度量通过

选取合适的控制函数 ( )rϕ ，将对数级与经典增长级纳入统一分析框架。 
定义 1.1 [1] 设函数 ( ) [ ) ( )0 , 0,: Rrϕ ∞ → ∞ 为非减连续函数，且满足  

 ( ) 0log ,  .r r r r Rϕ≤ ≤ ≥  (1.3) 

若 f 为复平面上的亚纯函数，定义  

( ) ( )
( )

log ,
lim

logr

T r f
f

rϕρ ϕ→∞
=  

为 f 的 φ-级，其中 ( ),T r f 为 f 的 Nevanlinna 特征函数。 

定义 1.2 [2]设函数 ( )rϕ 对任意 0,a b R≥ ，有 ( ) ( ) ( )a b a bϕ ϕ ϕ+ ≤ + ，其中 0R 是存在某个比较大的正

数，则称 ( )rϕ 满足次可加性。 

定义 1.3 [3]设集合 [ )0,S ⊂ ∞ ，且满足 

[ ]( )0,
 lim 0,

r

mes S r
dens S

r→∞
= >



 

其中 [ )( )0,mes S r 是集合 [ )( )0,S r 的 Lebesgue 测度，则称 S 为正上线性密度的集合。 

若无特殊说明，下文均假定 ( )rϕ 满足定义 1.1 的条件。亚纯函数的 φ-级实现了对数级与经典增长级

的统一推广：取 ( ) logr rϕ = 可得对数级 ( )log fρ ，取 ( )r rϕ = 则退化为经典增长级 ( )fρ 。进一步，对整

函数 f，若 ( )rϕ 满足次可加性，则可将 Nevanlinna 特征函数 ( ),T r f 替换为 ( )log ,M r f  [4]，此时  

( ) ( )
( )

log log ,
lim  

logr

M r f
f

rϕρ ϕ→∞
=  

Open Access

https://doi.org/10.12677/pm.2026.1610212
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


罗洋，肖丽鹏 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2026.1610212 62 理论数学 
 

经典级无法区分零级整函数，对数级仅适用于慢增长函数，二者相互割裂。引入上述 φ-级度量之后，

借助不同 ( )rϕ ，既可以统一包含经典级与对数级，又能精细刻画零级系数间的增长强弱以判定方程主导

项，还可以进一步建立超 φ-级、不同零点的超 φ-收敛指数等整套概念，从而将解的增长速度、零点振荡 

特征与系数增长置于同一分析框架。比如可以用 ( ) ( ) [ ]log , 1,2r r αϕ α= ∈ 来精细区分慢增长零级函数；还

可以取 ( ) ( ) ( ]loge , 0,1rr
β

βϕ = ∈ 用来区分介于对数增长与多项式增长之间的函数。 

对于二阶复线性微分方程  

 ( ) ( ) ( )1 0f A z f A z f F z′′ + ′ + =  (1.4) 

和  

 ( ) ( )1 0 0,f A z f A z f′′ + ′ + =  (1.5)  

Gundersen、Chen Zong-Xuan 和 Yang Chung-Chun 在文献[5]和文献[6]中得到一系列关于解增长性与零点

分布的经典结论。 
定理 A [5] 设 1 0,A A 为整函数，满足 ( ) ( )1 0A Aρ ρ<  (或 1A 为多项式、 0A 为超越整函数)，则二阶齐次

方程(1.5)的任意非零解 f 均满足 ( )fρ = ∞。  

定理 B [6] 设二阶齐次方程(1.5)的系数 1 0,A A 满足 ( ) ( )1 0A Aρ ρ< < ∞且 ( )0 0Aρ > 。若对任意 ε > 0，

存在常数 C > 0，使得在具有正上线性密度的集合 [ )0,S ⊂ ∞ 上有  

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )( ) ( ){ }0 0
1 0 0  exp 1 ,  exp 1 1 ,  ,  ,A AA z o z A z o C z z r S r Rρ ε ρ ε− −≤ ≥ + = ∈ ≥  

则二阶齐次方程(1.5)的任意非零整函数解 f 满足 ( )fρ = ∞且 ( ) ( )2 0f Aρ ρ= 。 

针对复平面亚纯函数 f，定义“超 φ-级”和不同零点的“超 φ-收敛指数”[1]分别为： 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )2, 2,

log log , log log ,1
lim  ,     lim

log logr r

T r f N r f
f f

r rϕ ϕρ λ
ϕ ϕ→∞ →∞

= =  

其中 ( ),1N r f 表示 f 的不同零点的计数函数。分别取 ( ) logr rϕ = 与 ( )r rϕ = 上述定义便还原为函数 f 的
超对数级、超级、不同零点的超对数收敛指数和不同零点的超收敛指数。 

定理 C [6] 设集合 S、整函数 1 0,A A 满足定理 B 的条件， 0F ≡/ 为有限级整函数，则非齐次方程(1.4)
的所有整函数解 f 满足 ( ) ( ) ( )2, 2 0f f Aϕλ ρ ρ= = ，至多存在一个例外解 0f 使得 ( ) ( )2 0 0f Aρ ρ< 。 

定理 D [6] 设整函数 1 0, 0A A ≡/ 满足 ( ) ( )0 1 1 2A Aρ ρ <<  (或 1A 为零级超越整函数、 0A 为多项式)，则

二阶齐次方程(1.5)的任意非零整函数解 f 满足 ( )fρ = ∞且 ( ) ( )2 1f Aρ ρ= 。 
定理 E [6] 设 1 0,A A 满足定理 D 的条件， 0F ≡/ 为整函数。 

(a) 若 ( ) ( )1  F Aρ ρ<  (或 1A 为零级超越整函数时 0,F A 均为多项式)，则非齐次方程(1.4)的所有非常

数整函数解 f 满足 ( ) ( ) ( )2, 2 1f f Aϕλ ρ ρ= = ； 

(b) 若 ( ) ( )1A Fρ ρ< < ∞，则非齐次方程(1.4)的所有整函数解 f 满足 ( ) ( ) ( )2, 2 1f f Aϕλ ρ ρ= = ，至多

存在一个例外解 0f 使得 ( ) ( )2 0 1f Aρ ρ< 。 

将上述二阶情形的结果推广到 φ-级框架下，得到如下结论。 
定理 F [1] 设 ( )rϕ 为满足(1.3)的非减连续次可加函数，整函数 1 0,A A 满足 ( ) ( )1 0A Aρ ρ< < ∞ 且

( )0 0Aϕρ > 。若对任意 0ε > ，存在仅与 ε 有关的正常数 ( )C C ε= ，使得在具有正上线性密度的集合

[ )0,S ⊂ ∞ 上有 

( ) ( ) ( ) ( ){ }0
1 0exp 1 ,     ,  ,AA z o r z r S r Rϕρ εϕ −≤ = ∈ ≥  

https://doi.org/10.12677/pm.2026.1610212


罗洋，肖丽鹏 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2026.1610212 63 理论数学 
 

( ) ( )( ) ( ) ( ){ }0
0 0exp 1 1 ,     ,  ,AA z o C r z r S r Rϕρ εϕ − ∈ ≥=+≥  

则齐次方程(1.5)的任意非零整函数解 f 满足 ( )fϕρ = ∞且 ( ) ( )2, 0f Aϕ ϕρ ρ= 。 

定理 G [1] 设 ( ) 1 0, ,,r A A Sϕ 满足定理 F 的条件， 0F ≡/ 为有限 φ-级整函数，则非齐次方程(1.4)的所

有整函数解 f 满足 ( ) ( ) ( )2, 2 0f f Aϕλ ρ ρ= = ，至多存在一个例外解 0f 使得 ( ) ( )2, 0 0f Aϕ ϕρ ρ< 。 

上述经典结论均针对二阶线性微分方程。本文将其推广至 n 阶线性微分方程，并利用 φ-级建立对应

的增长性判定定理。 
定理 1 设 ( )rϕ 为满足(1.3)的非减连续次可加函数，整函数 0 1 1, , , nA A A − 满足  

( ){ } ( ) ( )0 01 1
max ,   0.kk n

A A Aϕ ϕ ϕρ ρ ρ
≤ ≤ −

< ∞≤ >  

若对任意 0ε > ，存在仅与 ε有关的正常数 ( )C C ε= ，使得在具有正上线性密度的集合 [ )0,S ⊂ ∞ 上有 

 ( ) ( ) ( ) ( ){ }0
0exp 1 ,    1, 2, , 1,  ,  ,A

kA z o r k n z r S r Rϕρ εϕ − = − ∈ ≥≤ =  (1.6) 

 ( ) ( )( ) ( ) ( ){ }0
0 0exp 1 1 ,     ,  ,AA z o C r z r S r Rϕρ εϕ − ∈ ≥=+≥  (1.7) 

则 n 阶齐次方程(1.2)的任意非零整函数解 f 满足 ( ) ( ) ( )2, 0,f f Aϕ ϕ ϕρ ρ ρ= ∞ = 。  

定理 2 设 ( ) 0 1 1, , , ,, nA A A Srϕ − 满足定理 1 的条件， 0F ≡/ 为有限 φ-级整函数，则非齐次方程(1.1)的

所有整函数解 f 满足 ( ) ( ) ( )2, 2 0f f Aϕλ ρ ρ= = ，至多存在一个例外解 0f 使得 ( ) ( )2, 0 0f Aϕ ϕρ ρ< 。 

2. 预备引理 

本节给出证明主要定理所需的预备结论。文中记号 ( ) ( )g r h r 表示：存在常数 1C ≥ ，当 0r R≥ 时恒

有 ( ) ( )g r rCh≤ 。 

设整函数 ( )
0

n
n

n
f z a z

∞

=

= ∑ ，定义“最大项”与“中心指标”分别为： 

( ) { } ( ) ( ){ }
0

, : max ,     , : max , .n m
n mn

µ r f a r r f m r f a rν µ
≥

= = =  

引理 2.1 [7] 设 f 为超越整函数，0 1 4δ< < 。若 z r= 且 ( ) ( ) ( ) 1 4, ,f z M r f r f δν − +> ，则存在对数测

度有限的集合 ( )1,E ⊂ +∞ ，当 r E∉ 时，对任意整数 0k ≥ ，有 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
,

 1 1  .
k

k r f
f z o f z

z
ν 

= + 
 

 

引理 2.2 [1] 设 ( )rϕ 为满足(1.3)的次可加非减连续函数，f 为非常数整函数，则 

( )
( )

( )
( ) ( )2,

log log log , log log ,
lim lim .

log logr r

r f r f
f

r r ϕ

µ ν
ρ

ϕ ϕ→∞ →∞
= =  

引理 2.3 [8] 设 0 R< < ∞， 1α > ，f 为复平面亚纯函数，整数满足 0k j> ≥ 且 ( ) 0jf ≡/ 。则存在线性

测度有限的集合 [ )0,E ⊂ ∞ ，当 ( )0 \,z r R E= ∈ 时，有 

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )( )1

11 log log , .
k jk

j

f z R R T R f
R r R rf z

α+ −
+ +  + + +  − −  

  

特别地，当 1k = ， 0j = 时，上式中对数项可省略。 

引理 2.4 设 ( )f z 为非常数整函数，则 ( )log ,r T r f 。 
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证明：情形一：若 ( )f z 为多项式，则 ( ) ( ), logT r f O r= ，满足 ( )log ,r T r f ；情形二：若 ( )f z 为

超越整函数，则 

( ),
lim .

logr

r fT
r→∞

= ∞  

即对于任意 0M > ，有 ( ), logT r f M r> ，因此满足 ( )log ,r T r f 。 

3. 定理的证明 

3.1. 定理 1 的证明 

由 ( )0 0Aϕρ > 可知 ( )0A z 为非常数整函数，根据引理 2.4 和 φ-级的定义得 

 ( ) ( ) ( )0
0 0log , ,    .Ar T r A r r Rϕρ εϕ + ≥≤  (3.1) 

设 0f ≡/ 为 n 阶齐次方程(1.2)的整函数解，变形得 

 ( )
( )

( )
( )1

0
1

 .
n kn

k
k

f fA z A z
f f

−

=

≤ +∑  (3.2) 

由于 ( )0 0A z ≡/ ，所以 f 为非常数整函数，故根据引理 2.4 得 ( )log ,r T r f 。取 2α = ， 2R r= ，结

合引理 2.3，当 1r E∉ 时，其中 [ )1 0,E ⊂ ∞ 是线性测度有限的集合，对1 1k n≤ ≤ − 有 

 

( )
( ) ( )

( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

3

3

3 3 3

2 11 log 2 log 2 ,
2 2

12 1 log 2 log 2 ,

log 2 , 2 , 2 , .

kk

k

k k n

f r r T r f
f r r r r

r T r f
r

r T r f T r f T r f

+ +

+ +

  + + +  − −  

  = + + +  
  

+



  

 (3.3) 

将(3.3)代入(3.2)可得 

 ( ) ( ) ( )( )
1 3

0 1
1

1 2 , ,    .
n n

k
k

A z A z T r f r E
−

=

 + ∉ 
 

∑  (3.4) 

结合条件(1.6)，在正上密度集 1\S E 上，得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }{ } ( )( )

( ) ( ) ( ){ } ( )( )

0

0

3
0

3
1

1 1 exp 1 2 ,

exp 1 2 , ,    \ .

nA

nA

A z n o r T r f

o r T r f z r S E

ϕ

ϕ

ρ ε

ρ ε

ϕ

ϕ

−

−

+ −

= ∈




  

再根据(1.7)，对于任意 0ε > ，当 1\z S E= ，得 

( )( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )( )0 0 3
0exp 1 1 exp 1 2 , .

nA Ao C r A z o r T r fϕ ϕρ ε ρ εϕ ϕ− −+ ≤   

上式两边取对数，即 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0 01 1 1 3 log 2 , .A Ao C r o r n T r fϕ ϕρ ε ρ εϕ ϕ− −+ +  

对上式进行整理，得 

( ) ( ) ( )( )0
1log 2 , ,     \ .Ar T r f z r S Eϕρ εϕ − = ∈  
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因为 [ )0,S ⊂ ∞ 是上线性密度为正的集合，E1 为线性测度有限集，所以 1\S E 是上线性密度为正的集

合。由 ( )rϕ 次可加性 ( ) ( )( )2 2r rϕ ϕ≤ 与 φ-级的定义，推得 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )( )
( ) ( )

\ 1

0

2,

log log 2 , log log 2 , log 2
lim lim  

log log 2 log

log 2log log 2 ,
                 lim lim .

log 2 log

r S E
r r

r r

T r f T r f r
A

r r r

rT r f
f

r r

ϕ

ϕ

ϕ
ρ ε

ϕ ϕ ϕ

ϕ
ρ

ϕ ϕ

∈
→∞ →∞

→∞ →∞

 
− ≤ ≤   

 

≤ ⋅ =

 

因为 0ε > ， ( )0 0Aϕρ > ，有 ( ) ( )0 2,0 A fϕ ϕρ ρ< ≤ ，因此 ( )fϕρ = ∞。故 f 是方程(1.2)的超越整函数

解。 
另一方面，由 ( ) ( )0kA Aϕ ϕρ ρ≤ ，故 0ε∀ > ，当 r 充分大时，有 

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }0
0max , , , exp ,    1 1.A

kM r A M r A r k nϕρ εϕ +≤ ≤ ≤ −  

对方程(1.2)两边同除 f，得 
( )

( )
( )

( ) ( )
1

1 1 0 0,
n n

n
f f fA z A z A z
f f f

−

−

′
+ + + + =  

再应用引理 2.1：当 2z r E= ∉ 时(其中 [ )2 0,E ⊂ ∞ 是对数测度有限的集合)，有 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1

0
1

, ,
1 1 1 1 0.

n k
n

k
k

v r f v r f
o A z o A z

z z

−

=

   
+ + + + =   

   
∑  

移项，得 

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1

0
1

, ,
1 1 1 1 .

n k
n

k
k

v r f v r f
o A z o A z

z z

−

=

   
+ = − + −   

   
∑  (3.5) 

(3.5)两边取模，则 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ){ }0

1

1

1

0

, ,1 1 1
2

,
                    1 1

,
                    1 1 exp .

n n

k
n

k

n

k

A

v r f v r f
o

r z

v r f
A z o A z

r

v r f
n r

r
ϕρ εϕ

−

=

+
−

   
≤ +   

   

 
≤ + + 

 
  
  ≤ − +

    

∑  

对上式进行整理，得 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( )( ) ( ) ( ){ }

( )( ) ( ) ( ){ }
( )( ) ( ) ( ){ }

0

0

0

0

11

11

1
2

1,
,  2 1 1 exp

2 1 ,  2 exp

,  exp

,  exp ,    .

n An

n An n

n An n

n An

nv r f
v r f r n r

r

n r v r f r r

r v r f r r

r v r f r r E

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

ρ ε

ρ ε

ρ ε

ρ ε

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

+

− +−

− +−

− +

−  
  ≤ − +

    
 ≤ − +  
 +  

∉




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因此， 

( ) ( ) ( ){ }0
2,  exp ,    .Anv r f r r r Eϕρ εϕ +⋅ ∉  

两边取对数，再根据引理 2.4，得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0
2log , log ,    .A Av r f n r r r r Eϕ ϕρ ε ρ εϕ ϕ+ ++ ∉   

再根据去例外集引理[7]和引理 2.2，有 

( ) ( )2, 0 .f Aϕ ϕρ ρ ε≤ +  

由 ε的任意性，有 ( ) ( )2, 0f Aϕ ϕρ ρ≤ ，故 

( ) ( )2, 0 .f Aϕ ϕρ ρ=  

综上，定理 1 得证。 

3.2. 定理 2 的证明 

设非零整函数 f 是方程(1.1)的解，易知 f 为非常数整函数解。若 z0 为 f 的 k (k ≥ n + 1)重零点，由方程

(1.1)得，z0 为 F 的零点，故 

 ) 1(
1 1 1 1 1, , , , , ,n nN r N r N r nN r N r
f f f f F+

         = + ≤ +         
        

 (3.6) 

其中 )
1,nN r
f

 
 
 

表示 f 在圆盘 z r≤ 内零点的重数不超过 n 的计数函数， ( 1
1,nN r
f+

 
 
 

表示 f 在圆盘 z r≤

内零点的重数不少于 n + 1 的计数函数。 
根据 0F ≡/ ，由方程(1.1)可得 

( ) ( )1

0
1

1 1 .
n n k

k
k

f fA A
f F f f

−

=

 
= + +  

 
∑  

两边取均值函数，根据对数导数引理，进而推出 

 ( ) ( )( )
1

3
0

1 1, , , log , log ,    .
n

k
k

m r m r m r A O T r f r r E
f F

−

=

   ≤ + + + ∉   
  

∑  (3.7) 

其中 [ )3 0,E ⊂ ∞ 是线性测度有限的集合，由条件 ( )0 0Aϕρ > 可得到(3.1)。结合(3.1)、(3.6)、(3.7)，条件

( ) ( )0kA Aϕ ϕρ ρ≤ ( )1,2, , 1k n= − 以及 Nevanlinna 第一基本定理，当 3z r E= ∉ 时，有 

( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0

1

0

1

0

1 1 1, , 1 , , 1

1 1 1, , , , log , log

1, , , log , log

1 1, , .
2

n

k
k

n

k
k

F A

T r f T r O m r N r O
f f f

nN r N r m r m r A O T r f r
f F F

nN r T r F r A O T r f r
f

N r r r T r f
f

T

ϕ ϕρ ε ρ εϕ ϕ

−

=

−

=

+ +

= + = + +

≤ + + + +

     
     
     
     
     

    
 
 
 
 
 


+

+ + + +

+ +

+

∑

∑



 

由去例外集引理[7]，可推得 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )01,  2 , 2 2 .F AT r f N r r r
f

ϕ ϕρ ε ρ εϕ ϕ+ + 
 
 

+ +  

由于 ( )rϕ 的次可加性和 ε 的任意性，根据超 φ-级和不同零点的超 φ-收敛指数的定义，由上式得到

( ) ( )2, 2,f fϕ ϕρ λ≤ 。再结合 

( ) ( )1 1, , , 1 ,N r T r T r f O
f f

   
≤ = +   

   
 

即 ( ) ( )2, 2,f fϕ ϕλ ρ≤ ，最终得到 ( ) ( )2, 2,f fϕ ϕρ λ= 。 

接下来设 1 2, , , nf f f 为方程(1.2)的 n 个线性无关解。根据定理 1 可知， 1 2, , , nf f f 均为超越整函数，

满足 

 ( ) ( )2, 0 ,    , , . 1 2,jf A j nϕ ϕρ ρ= =   (3.8) 

已知非常数整函数 f 是方程(1.1)的解，根据常数变异法（先求对应齐次微分方程的通解，再把通解里

的常数替换成未知函数，代回原非齐次方程求出这个函数，从而得到非齐次方程的通解）得 

 1 1 2 2 ,n nf D f D f D f= + + +  (3.9) 

其中 1 2, , , nD D D 为整函数，且 

( ) ( )
( ) ( ) ,    1, 2, , .m

m

W z
D z F z m n

W z
′ = =   

( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 2

1 2
1 2

1 1 1
1 2

, , ,

n

n
n

n n n
n

f f f
f f f

W z W f f f

f f f− − −

′ ′ ′
= =







  



 

( )mW z 是将 ( ) ( )( )0W z W z ≡/ 第 m 列替换为 ( )T0,0, , F 得到的行列式。将(3.9)结合文献[9]第 35 页结论和

引理 2.4，可得当 4z r E= ∉ 时，有 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( )

1

1

1

1 1

1

1

, , ,

, 2 , log

2 , 2 , 2 ,

2 , log 2 , log 2 2 ,

2 , 2 , ,

n

j j
j

n

j j
j

n n
k

j j
j k

n

j j
j

n

j
j

T r f T r f T r D

T r f T r D r

T r f T r f T r F

T r f O T r f r T r F

T r f T r F

=

=

−

= =

=

=

+

′+ +

 + + 
 

+ + +

+

∑

∑

∑ ∑

∑

∑











 

其中 [ )4 0,E ⊂ ∞ 是线性测度有限的集合。联立(3.8)、 ( )Fϕρ < ∞、 ( )rϕ 的次可加性与去例外集引理[7]，

可得 ( ) ( )2, 0f Aϕ ϕρ ρ≤ 。 

最后证明方程(1.1)至多存在一个例外解 f0 使得 ( ) ( )2, 0 0f Aϕ ϕρ ρ< 。采用反证法：假设存在 f11，f12 为

方程(1.1)的两个线性无关解，满足 ( ) ( )( )2, 1 0 1, 2if iAϕ ϕρ ρ =< 。由定理 1 可知 11 12f f− 是方程(1.2)的非零
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解，且 

( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )0 2, 11 12 2, 11 2, 12 0max , .A f f f f Aϕ ϕ ϕ ϕ ϕρ ρ ρ ρ ρ= − ≤ <  

这是一个矛盾。至此定理 2 证明完毕。 

4. 结论与讨论 

本文针对 n 阶线性微分方程在 φ-级理论框架下得到定理 1 与定理 2，将二阶线性微分方程的结果推

广到高阶，其中要求 ( )rϕ 满足(1.3)主要为叙述方便，更好地将对数级与经典增长级统一起来，保证方程

系数的 φ-级可以取有限正值。定理 1 研究齐次方程解的增长性质。在 ( )rϕ 满足次可加性，系数 ( )0A z 处

于主导地位且 ( )0 0Aϕρ > 的前提下，若存在具有正上线性密度的集合 S，使得系数在 z r S= ∈ 上满足指

定的指数型模估计，则齐次方程的任意非零整函数解 f 均具有无穷 φ-级，且 ( ) ( )2, 0f Aϕ ϕρ ρ= 。定理 2 进

一步将上述齐次结论拓展到非齐次情形，在定理 1 的系数条件基础上，假设非齐次项 F(z)为有限 φ-级整

函数，则非齐次方程的所有整函数解 f 满足 ( ) ( ) ( )2, 2 0f f Aϕλ ρ ρ= = ，至多存在一个例外解 f0 使得

( ) ( )2, 0 0f Aϕ ϕρ ρ< 。从适用范围来看，定理 1 与定理 2 仅要求系数模的估计在正上密度集合上成立，在

一定程度上放宽了约束。 
后续可进一步思考的方向： 
1. 减弱 ( )rϕ 次可加性的限制，研究次可加条件失效时方程解的 φ-级； 

2. 当 ( )0A z 不处于主导地位，尝试去掉 ( )0 0Aϕρ > 的约束，研究此时方程解的 φ-级； 

3. 本文的两个定理均建立在系数与解均为整函数的前提之下，可尝试将整函数推广到亚纯函数，放

宽条件，得到更一般的结论。 
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