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摘  要 

若一个图的自同构群在其弧集合上作用传递，则称该图为对称图。郭等人于2018年、2020年完成了阶

为18 p 与 36 pq 的全部七度对称图的分类。本文推广上述结果，对满足素数条件 3q p> ≥ 的阶为18 pq 的

所有七度对称图进行分类。作为推论，得到两个具体图，记为 1
990 与 2

990 ，以及三个具体的自同构群，即

( )PSL 2,503 、 ( )PSL 2,757 和 ( )PGL 2,757 。 
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Abstract 
A graph is symmetric if its automorphism group acts transitively on its arc set. Recently, Guo et al. 
(2018, 2020) completed the classification of all heptavalent symmetric graphs of order 18 p  and 
36 pq . We generalize these results here by classifying all heptavalent symmetric graphs of order 

18 pq  for primes ,p q  with 3q p> ≥ . Consequently, two concrete graphs, denoted 1
990  and 2

990 , 
and three concrete automorphism groups, namely ( )PSL 2,503 , ( )PSL 2,757  and ( )PGL 2,757 , 
are obtained. 
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1. 引言 

本文所讨论的图均为有限、简单、连通无向图。对于图 Γ，分别记VΓ、EΓ、 AΓ 和 AutΓ为它的顶

点集、边集、弧集和全自同构群。设 AutG ≤ Γ，若G 在VΓ上作用传递，则称 Γ是G -顶点传递的；相应

地，若G 在 AΓ 上作用传递，则称 Γ是G -弧传递的。当 AutG = Γ时，直接称 Γ为顶点传递图或弧传递图，

其中弧传递图也称为对称图。一个重要刻画为： Γ是对称图当且仅当 G 在VΓ上作用传递，且对任意

Vα ∈ Γ，点稳定子群Gα 在α 的邻域 ( )αΓ 上作用传递。研究给定度数、阶数有限的对称图，是代数图论

中一个经典且活跃的研究方向。例如，Conder 与 Dobcsányi 在文献[1]完成了阶数不超过 768 的全部三度

对称图的分类工作。在此研究背景下，文献[2]-[4]给出了 , 2p p 和3p 的对称图的分类结果。Praeger 等人在

文献[5] [6]中解决了阶为 pq的对称图的分类问题。此外文献[7]-[9]完成了阶为 2 2 24 , 4 ,6 ,6 ,8 ,8 ,10p p p p p p p
或 210 p 的三度 s -传递图的分类。与此同时，七度对称图的研究也取得了重要进展，已有大量文献致力于

这类图的分类问题。具体而言，文献[10]-[14]分别完成了阶为 8 ,12 ,16 ,24p p p p以及 2 pq 的七度对称图的

分类。近期，郭等人在文献[15] [16]中完成了全部阶为18 p 和 36 p 的七度对称图的分类。 
本文将推广上述结果，对满足 3q p> ≥ 的素数 ,p q 分类所有阶为18pq 的七度对称图。 

2. 预备结果 

设Γ为一个图， ( )AutX ≤ Γ 是其顶点传递子群。设 N X 为 X 的正规子群，且 N 在VΓ上作用是非

传递的，记 NV 为 N 的轨道集合。正规商图 NΓ 是以 NV 为顶点集的图：两个不同轨道 ,B C 相邻当且仅当在

Γ中存在一条边连接 B 中的某个顶点与C 中的某个顶点。该约化方法源自文献[17]，对分析七度对称图

尤为有用。 
本文沿用文献[15]和[18]中的图记号，对于 870

i 、 156
i 、 156

i 、 72
i 与 72 ，下标代表图的顶点个

数，上标 i 用于标记相同顶点数下互不同构的图，其余图的记号也同理。群扩张记号 .G N H= ，表示群G
为 N 被 H 的扩张。记号 :N H 表示 N 被 H 的可裂群扩张(半直积)。记号G H 表示群G 与群 H 的圈积。 

引理 2.1 设Γ为素度数 2p > 的 X -弧传递图，其中 X 是 AutΓ的子群。若正规子群 N X 在顶点集

VΓ上至少有三条轨道，则下述结论成立。 
(i) 子群 N 在VΓ上半正则作用，商群 X N 可嵌入 Aut NΓ ，且 NΓ 是度数为 p的 X N -弧传递图。 

(ii) 对于满足1 5s≤ ≤ 或 7s = 的整数 s ， Γ是 ( ),X s -传递的当且仅当正规商图 NΓ 是 ( ),X N s -传递

的。 
利用文献[19]与[20]中的结果，我们得到关于点稳定子的相关信息。 
引理 2.2 设Γ是 7 度图，对某个整数 1s ≥ 以及子群 AutG ≤ Γ，Γ是 ( ),G s -传递图。取定顶点 Vα ∈ Γ，

则必有 3s ≤ ，并且下述情形之一成立，其中 14F 、 21F 、 42F 依次表示阶为 14、21、42 的 Frobenius 群。 

(1) 如果Gα 是可解的，那么 | 252Gα 。此外，二元组 ( ),s Gα 位于下表 1 中。 
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Table 1. Solvable cases 
表 1. 可解情况 

s  1 2 3 

Gα  7 14 21 28 3 21, , , ,Z D F D Z F×  42 2 42 3 42, ,F Z F Z F× ×  6 42Z F×  

 
(2) 如果Gα 是不可解的，那么 24 4 2| 2 3 5 7Gα ⋅ ⋅ ⋅ 。此外，三元组 ( ), ,s G Gα α 位于下表 2 中。 

 
Table 2. Unsolvable cases 
表 2. 不可解情况 

s  2 3 

Gα  
( ) ( )PSL 3,2 ,ASL 3,2 ,  

( ) 2 7 7ASL 3,2 , ,Z A S×  

( ) ( )4 7 6 7 6 7 6 2PSL 3,2 , , , : ,S A A S S A A Z× × × ×  

( ) ( )( ) ( ) ( )( )6 20
2 : SL 2,2 SL 3,2 , 2 : SL 2,2 SL 3,2Z  × ×   

Gα  
3 6 72 3 7,2 3 7,2 3 7,⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  

3 2 4 22 3 5 7,2 3 5 7⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  

6 2 6 4 2 8 4 22 3 7,2 3 5 7,2 3 5 7,⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  
7 4 2 10 2 24 22 3 5 7,2 3 7,2 3 7⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  

 
在后面的引理中，我们将引用阶为18p 、2 pq 与 6 pq的七度对称图的分类结果，其中 ,p q 均为素数。 
引理 2.3 ([16]) 设Γ是阶为18p 的 7 度对称图，其中 2p = 或 5p = 。那么结果如表 3 所示， 

 
Table 3. Heptavalent symmetric graphs of order 18p  
表 3. 阶为18 p 的 7 度对称图 

Γ  36  90  

AutΓ  ( )PSL 2,8  3 7.S  

p  2  5  

 
引理 2.4 ([14]) 设素数 ,p q 满足 3q p> ≥ ，Γ是阶为 2 pq 的七度对称图，则 

(i) 2
h
pqΓ ≅  ，，其中 h 是同余方程 ( )6 5 1 0 mody y y pq+ + + + ≡ 的解，且 | 1p q − 。 2 7Aut :pqDΓ ≅  ； 

(ii) Γ见下表 4。 
 
Table 4. Heptavalent symmetric graphs of order 2 pq  
表 4. 阶为 2 pq 的 7 度对称图 

Γ  1
78  2

78  310  30  

AutΓ  ( )PGL 2,13  ( )PSL 2,13  ( ) 2PSL 5,2 .  8S  

p  ( )3,13  ( )3,13  ( )5,31  ( )3,5  
 

引理 2.5 ([18]) 设Γ是阶为 6 pq的七度对称图，其中 2q p> ≥ 。则 
(i) ( )Aut PSL 2, qΓ ≅ 或者 ( )PGL 2, q ，这里 167q = 。 

(ii) Γ为表 5 中给出的图之一。 
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Table 5. Heptavalent symmetric graphs of order 6 pq  
表 5. 阶为 6 pq 的 7 度对称图 

Γ  AutΓ  ( ),p q  

36  ( )PSL 2,8  ( )2,3  

156
i  ( ) 2PSL 2,13 Z×  ( )2,13 , 1,3,4,5i =  

2
156  ( ) 2PGL 2,13 Z×  ( )2,13  

156
i  ( )PGL 2,13  ( )2,13 ,1 4i≤ ≤  

6 ,pq hCD  6 7:pqD Z  ( )7 | 1,7 | 1p q− −  

90  3 7.Z S  ( )3,5  

330  22 2.M Z  ( )5,11  

1
870  ( )PGL 2,29  ( )5,29  

870
i  ( )PSL 2,29  ( )5,29 ,2 4i≤ ≤  

1
2838  ( )PGL 2,43  ( )11,43  

2838
i  ( )PSL 2,43  ( )11,43 ,2 6i≤ ≤  

1
20418  ( )PGL 2,83  ( )41,83  

20418
i  ( )PSL 2,83  ( )41,83 ,2 11i≤ ≤  

83166  ( )PSL 2,167  ( )83,167  
 

命题 2.6 设T 为非交换单群，满足 63 |pq T 且 25 6 2| 2 3 5 7T p q⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ，其中 3q p> ≥ 为素数。则T 如

表 6 所列。 
 
Table 6. Some possible simple groups T  
表 6. 一些可能的单群T  

T  T  ( ),p q  T  T  ( ),p q  

( )6PSL 2,2  6 22 3 5 7 13⋅ ⋅ ⋅ ⋅  ( )5,13  ( )4,8P −Ω  
6 22 3 5 7 13⋅ ⋅ ⋅ ⋅  

( )5,13  

( )9PSL 2,2  9 32 3 7 19 73⋅ ⋅ ⋅ ⋅  ( )19,73  ( )34,3P −Ω  
3 62 3 5 7 13 73⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  

( )13,73  

( )6PSL 2,3  
3 62 3 5 7 13 73⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  

( )13,73  ( )8,2P −Ω  
12 42 3 5 7 17⋅ ⋅ ⋅ ⋅  

( )5,17  

( )3PSL 2,5  2 2 32 3 5 7 31⋅ ⋅ ⋅ ⋅  ( )5,31  ( )10,2P −Ω  
20 6 22 3 5 7 11 17⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  

( )11,17  

( )3PSL 3,2  9 2 22 3 7 73⋅ ⋅ ⋅  ( )7,73  22M  
7 22 3 5 7 11⋅ ⋅ ⋅ ⋅  

( )5,11  

( )4PSL 3,2  12 2 22 3 5 7 13 17⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  ( )13,17  23M  
7 22 3 5 7 11 23⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  

( )11,23  

( )PSL 4,4  12 4 22 3 5 7 17⋅ ⋅ ⋅ ⋅  ( )5,17  24M  
10 32 3 5 7 11 23⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  

( )11,23  

( )PSL 5,2  
10 22 3 5 7 31⋅ ⋅ ⋅ ⋅  ( )5,31  2J  

7 3 22 3 5 7⋅ ⋅ ⋅  
( )3,5  

( )PSL 6,2  
15 4 22 3 5 7 31⋅ ⋅ ⋅ ⋅  ( )7,31  HS  9 2 32 3 5 7 11⋅ ⋅ ⋅ ⋅  ( )5,11  
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续表 

( )3PSU 3,2  
9 42 3 7 19⋅ ⋅ ⋅  ( )3,19  McL  7 6 32 3 5 7 11⋅ ⋅ ⋅ ⋅  ( )5,11  

( )3PSp 4,2  
12 4 22 3 5 7 13⋅ ⋅ ⋅ ⋅  ( )7,13  9A  6 42 3 5 7⋅ ⋅ ⋅  ( )3,5  

( )PSU 6,2  
15 62 3 5 7 11⋅ ⋅ ⋅ ⋅  ( )5,11  10A  7 4 22 3 5 7⋅ ⋅ ⋅  ( )3,5  

( )3
4 2D  

12 4 22 3 7 13⋅ ⋅ ⋅  ( )7,13  11A  7 4 22 3 5 7 11⋅ ⋅ ⋅ ⋅  ( )5,11  

( )2 4G  
12 3 22 3 5 7 13⋅ ⋅ ⋅ ⋅  ( )5,13  12A  9 5 22 3 5 7 11⋅ ⋅ ⋅ ⋅  ( )5,11  

( )2 3G  
6 62 3 7 13⋅ ⋅ ⋅  ( )7,13  13A  9 5 22 3 5 7 11 13⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  ( )11,13  

( )6,4P +Ω  
12 4 22 3 5 7 17⋅ ⋅ ⋅ ⋅  ( )5,17  ( )PSL 2,q  ( )( )1 1

2
q q q− +

  

( )10,2P +Ω  
20 5 22 3 5 7 17 31⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  ( )17,31     

3. 主要结果 

定理 1  设Γ是一个阶为18pq 的 7 度对称图，其中 3q p> ≥ 是素数。那么Γ和 AutΓ列在下表 7 中。 
 

Table 7. Heptavalent symmetric graphs of order 18pq  
表 7. 阶为18pq 的 7 度对称图 

Γ  AutΓ  ( ),p q  备注 

1
990  3 22.M  ( )5,11  只有一个图 

2
990  ( )3 22 2. :M   ( )5,11  只有一个图 

 ( )PSL 2,503  ( )251,503  至少 1 个图，最多 4 个图 

 ( )PGL 2,757  ( )379,757  至少 1 个图，最多 2 个图 

 ( )PSL 2,757  ( )379,757  至少 1 个图，最多 375 个图 

 
本节将完成定理 1 的证明。设Γ是阶为18pq 的七度对称图，令 AutA = Γ，其中 ,p q 为素数。当 2p =

时，由文献[13]知Γ的阶为 36q ，即Γ为对称图当且仅当 2q = ，此时 Γ同构于 72
i ( )1,2,3i = 或 72 。因

此，下文仅需考虑 3q p> ≥ 的情形。 

引理 3.1 设  X A≤ 是 A 的子群，且 X 在Γ上弧传递。则对 X 的每一个不可解正规子群 N ，N 在  VΓ
上至多有两条轨道。进一步有 

(1) 对任意  Vα ∈ Γ ，有 ( )7 | N α
α
Γ

。 

(2) 有 63 | N 。 
证明：对任意 Vα ∈ Γ，由上述论述可知 1Nα = 会导出矛盾，因此 1Nα ≠ 。又由于 X 在VΓ上传递，

故 ( ) 1N α
α
Γ ≠ 。因为 ( ) ( )N Xα α

α α
Γ Γ 且该群在 ( )αΓ 上本原作用，所以 ( )7 | N α

α
Γ

。由于 N 在VΓ上至多有两条

轨道，可得 9 | : |Nq Np α 。结合结论(1)有 7 | Nα ，于是 63 |pq N ，这正是所要证的。 
引理 3.2  若 A 没有可解的极小正规子群，则 A 的每一个正规子群 N 均为非交换单群，且

( )AutA N≤ 。 

证明：设 N 是 A 的一个不可解极小正规子群，则存在非交换单群T 使得 dN T= 。可推得 2d ≤ 。当
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2d = 时，有 27 | N ，这里 25 6 2| 2 3 5 7N p q⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 。于是 7p = 或者 7q = 。若 7p = ，则 7q > 且
22 |q T ，这

与 25 6 2| 2 3 5 7N p q⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 矛盾。若 7q = ，由条件 3q p> ≥ 得 5p = 或 3。当 ( ) ( ), 3,7p q = 时，可得 
13 42 3 5 7|T ⋅ ⋅ ⋅ ；当 ( ) ( ), 5,7p q = 时，可得 13 3 22 3 5| 7T ⋅ ⋅ ⋅ ，因此 13 4 22 3 5| 7T ⋅ ⋅ ⋅ 。注意到 2|63pq N T= ，

当 ( ) ( ), 3,7p q = 时，有 3 2 22 3 7 | T⋅ ⋅ ；当 ( ) ( ), 5,7p q = 时，有 2 2 22 3 5 |7 T⋅ ⋅ ⋅ ，于是 3 7 | T⋅ 。遍历满足

13 4 23 7 | | 2 3 5 7T⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 的非交换单群，得到T 与 N 如表 8 所示。 
 
Table 8. Some possible simple groups T  and corresponding N  
表 8. 一些可能的单群T 和对应的 N  

T  T  ( ),p q  2N T=  

( )PSL 2,7  32 3 7⋅ ⋅  ( )3,7  ( )2PSL 2,7  

( )PSL 2,8  3 22 3 7⋅ ⋅  ( )3,7  ( )2PSL 2,8  

( )PSU 3,3  5 32 3 7⋅ ⋅  ( )3,7  ( )2PSU 3,3  

( )PSL 3,4  6 22 3 5 7⋅ ⋅ ⋅  ( )3,7 或 ( )5,7  ( )2PSL 3,4  

( )PSp 6,2  9 42 3 5 7⋅ ⋅ ⋅  ( )3,7  ( )2PSp 6,2  

7A  3 22 3 5 7⋅ ⋅ ⋅  ( )3,7 或 ( )5,7  2
7A  

8A  
6 22 3 5 7⋅ ⋅ ⋅  ( )3,7 或 ( )5,7  2

8A  

9A  
6 42 3 5 7⋅ ⋅ ⋅  ( )3,7  2

9A  

 
另一方面，因为C A 且 1C N∩ = ，则 ,C N C N= × 。若 1C ≠ ，因为 A 不含可解的极小正规子群，

故C 不可解。由引理 3.1，对任意 Vα ∈ Γ，有 7 | Cα 且 7 | Nα 。注意到 1C N∩ = ， ,C N C N= × ，因为

( ) |CN C N Aα α αα = ，则 27 | Aα 。但由引理 2.2 可知该情形不可能发生，因此 1C = ，进而得到 

( ) ( ) 2Aut AutA A C N T= ≤ ≅  。 

设 ( )PSL 2,7T ≅ ，则 ( ) ( ) ( )( )2 8Aut PSL 3,2 PSL 3,2 :A T D≤ = × 。然而， ( ) ( )( ) 8PSL 3,2 PSL 3,2 : D×

的所有子群在VΓ上都不弧传递。设 ( )PSL 2,8T ≅ ，则 ( ) ( ) ( )( ) ( )2
3 3Aut PSL 2,8 PSL 2,8 :A T S≤ = × × 。由

于 A 在VΓ上弧传递，则 A 可取 ( ) ( )( )7 6 3: PSL 2,8 :×   、 ( ) ( )( ) 3PSL 2,8 PSL 2,8 : S× 和 

( ) ( )( ) 6PSL 2,8 PSL 2,8 :×  设 ( )PSU 3,3T ≅ ，则 ( ) ( ) ( )( )2 8Aut PSU 3,3 PSU 3,3 :A T D≤ = × 。利用 GAP 

[21]寻找 ( ) ( )( ) 8PSU 3,3 PSU 3,3 : D× 的弧传递子群，得到 ( ) ( )PSL 3,2 PSU 3,3A = × 。设 7T A≅ ，则 

( ) ( )2
7 7 8Aut :A T A A D≤ = × 。若 ( ) ( ), 3,7p q = ，则 ( )7 7 8:A A D× 的弧传递子群不存在满足条件的点稳定子

群，与引理 2.2 矛盾。若 ( ) ( ), 5,7p q = ，则 A 可取 ( )7 3 7: S×  、 ( )7 6 7: A×  、 ( )7 3 7: S×  以及

( ) 7PSL 3,2 S× 。借助 Magma [22]计算表明，不存在这样的图。注意到 N A ，故 N Aα α 。设 ( )PSL 3,4T ≅ 。

若 ( ) ( ), 3,7p q = ，由 GAP 计算可得，N 不存在指数为 9 pq 或者指数为18pq 的子群。若 ( ) ( ), 5,7p q = ，则

( ) ( )( )4
2 2 2PSL 3,4 : :Nα = ×    或 ( ) ( )( )2

4 2 2PSL 3,4 : :×    。但根据引理 2.2，Aα 不存在上述两种结构的

正规子群。类似地，设 8T A≅ ，此时仅当 ( ) ( ), 5,7p q = 时 Nα 才存在，同样与 N Aα α 矛盾。设 ( )PSp 6,2T ≅

或 9A 。由于 N 在顶点集VΓ上仅有一条轨道，故 17 5 22 3 5 7Nα = ⋅ ⋅ ⋅ 或 11 5 22 3 5 7Nα = ⋅ ⋅ ⋅ 。逐一核对引理 2.2

中所有点稳定子群的阶，没有一个满足 |N Aα α ，由此导出矛盾。 
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因此 1d = ， ( )AutN T A T= ≤ ，并且这类单群T 的分类结果已列于命题 2.6 的表 6 中。 

接下来我们讨论 A 存在可解极小正规子群的情形。 
引理 3.3 若 A 含有可解的极小正规子群 N ，则 990

iΓ ≅  ，其中 1,2i = ，见表 7。 

证明：由于 18V pqΓ = ，且 3  p q≤ < ，于是 2N ≅  、 2
3 、 3 、 p 或 q 。 

若 2N ≅  ，由引理 2.1， NΓ 是 9 pq 阶的七度对称图，因为不存在奇数阶奇数度图，矛盾。 

若 2
3N ≅  ，则 NΓ 是阶为 2 pq 为的七度对称图。则由引理 2.4 知 2

k
N pqCDΓ ≅  、 ( )78 1, 2i i = 、 310 、

30 。下面依次考察这四种情形。 

设 78
i

NΓ ≅  ，则 ( )78Aut PSL 2,13iA N ≤ ≅ 或 ( )PGL 2,13 ，此时 ( ) ( ), 3,13p q = 。由 A N 在 NΓ 上的弧传

递性可得 ( )2
3.PSL 2,13A =  或 ( )2

3.PGL 2,13A =  。第一种情形下，( ) ( )( )2
3 14, : PSL 2,13 ,A A Fα =  。第二种

情形中， 28Aα = ，结合引理 2.2 可知， ( )2
3 : PGL 2,13 中唯一的 28 阶子群同构于 14 2F × 。然而 Magma

计算表明，上述两种情形均不存在对应的图。设 310NΓ ≅  ，则 ( )310 2Aut PSL 5, 2 .A N ≤ =  。因为 A N 在

NVΓ 上弧传递，GAP 计算得到 Aut NΓ 有极小弧传递子群 ( )PSL 5, 2H N ≅ 。因此 

( ) ( ) 2PSL 5, 2 PSL 5,2 .A N≤ ≤  。由于 ( )( )Mult PSL 5,2 1= ， ( )( )2
3 2PSL 5,2 .A = ×  ，则 A 对应的点稳定子

( ) ( )( )6
2 : SL 2,2 :SL 3,2Aα =  。但 Magma 验算证实不存在这样的图。设 30NΓ ≅  ，则 ( )30 8AutA N S≤ ≅ ，

此时 ( ) ( ), 3,5p q = 。由于 A N 在 NΓ 上弧传递，运行以下程序，故 7A N A≅ 、 7S 、 8A 或 8S 1。若 2
3 8.A A=  ，

则 672Aα = ，由于引理 2.2 中所有点稳定子中并无 672 阶群，则排除此情形。此外， 2
3 7.A 不存在阶为 84

且同构于 42 2F × 的子群，则仅可能的情况为 ( ) ( )( )2
3 7, . , PSL 3, 2A A Sα =  或 ( ) ( )( )2

3 8, . ,ASL 3,2A A Sα =  。但

Magma 计算验证表明不存在这样的图。设 2
h

N pqΓ ≅  ，则 ( ) 2 7Aut :N pqDΓ ≅  。因为 A N 是 ( )Aut NΓ 的

弧传递子群，所以 2 72 7 | | :pqpq A N D⋅  ，由此迫使 2 7:pqA N D=  。设 H 为 2 pqD 的 pq阶正规子群，

Q 为 H 的 Sylow q -子群。由 Sylow 定理，Q 在 H 中是特征子群；又 2 pqH D ，故 2 pqQ D 。注意到Q
同样是 2 pqD 的 Sylow q -子群，因此Q 在 2 pqD 中是特征子群。结合 2 pqD A N ，可得Q A N 。由 

3q p> ≥ 且 1p q − ，知 7q ≥ ，于是Q 也是 A N 的 Sylow q -子群。记Q G N= ，则 qG N ≅  且 23G q= ⋅ 。

依据 Sylow 定理，G 的 Sylow q -子群正规，记为 M ，则 qM ≅  ，且 2
3 qG N M= × = ×  。因  G A ，

故 M A 。从而 MΓ 是18p 个顶点上的七度弧传递图。结合条件 3q p> ≥ 、 | 1p q − 以及 7q ≥ ，再利用引

理 2.3 可得 ( ) ( ), 5,7p q = ，这与 | 1p q − 矛盾。因此不存在这样的图。 
若 3N ≅  ，则 NΓ 是阶为 6 pq的七度对称图， NΓ 及其自同构群 Aut NΓ 已列于引理 2.5。 

设 6 ,N pq hΓ ≅  ，则 6 7Aut :N pqDΓ ≅  。仿照 2
h
pq 的论证，可得商图是顶点数为18p 的七度对称图。

注意 3q p> ≥ ，7 | 1q − 且 7 | 1p − ，于是 , 29p q ≥ ；但引理 2.3 给出 2p = 或 5，二者矛盾，故同样不存在

这样的图。设 90NΓ ≅  ，则 ( )90 3 7Aut .A N S≤ ≅  。由于 A N 在 ΓN 的弧集上弧传递， ( )90Aut  作用于 NΓ

的弧传递子群为 7A 、 7S 、 3 7A× 、 3 7.A 、 3 7S× 、 ( )7 3 3 7 2: . :A S A、  。于是 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )3 7 3 7 3 3 7 3 3 7 3 3 7 3 7 3 3 3 7 2, . , . , . . , . , . : , . . :A A S A A A A S A= ⋅ × ×            。结合合引理 2.2，可得

( ) ( ) ( )( )3 3 7, . , PSL 3,2A A Sα = ×  ， ( ) ( ) ( )( )3 7 3, . : , PSL 3,2A A A Sα =  ， 

( ) ( )( ) ( )( )3 3 7 2, . . : , PSL 3,2A A Aα =    。Magma 计算表明，以上所有情形均不存在对应的图。设 330NΓ ≅  ，

则 ( ) 22 2Aut M .NΓ ≅  ，此时 ( ) ( ), 5,11p q = 。根据 GAP 计算， Aut NΓ 存在极小弧传递子群 22M 。因此有

 
1s:=SymmetricGroup(8);; h := Filtered(List(ConjugacyClassesSubgroups(s), Representative), x -> Order(x) mod(2*3*5*7)=0);; List(h,Struc-
tureDescription);以 S8为例，在 GAP 中构造群，枚举全部子群共轭类，取其代表元，结合商图弧传递的必要条件筛选候选子群，获

取其结构。 

https://doi.org/10.12677/pm.2026.1610221


王琴，凌波 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2026.1610221 164 理论数学 
 

( )22 3 22 2M . M .A≤ ≤   。借助 GAP 可得 A 可取 3 22M× 、 3 22.M 、 ( )3 22 2M :×  、 ( )3 22 2: M :  或者

( )3 22 2.M :  。进一步，由 Magma 验算，仅当 ( ) ( )( )3 22, .M ,ASL 3,2A Aα =  或 

( ) ( ) ( )( )3 22 2 2, .M : ,ASL 3,2A Aα = ×   时存在对应的图，分别记为 1
990 与 2

990 。相关结果见表 7。设

870Γ i
N ≅  ，其中 1,2,3,4i = ，则 ( )870Aut iA N ≤  ，于是 ( )PGL 2,29A N ≤ 或 ( )PSL 2,29A N ≤ 。由于 A N

在 NΓ 上弧传递，故 ( )PGL 2,29A N = 或 ( )PSL 2, 29A N = ，进而 ( )3.PGL 2,29A =  或 ( )3.PSL 2,29A =  。

由引理 2.2 可得 ( ) ( )( )3 14, PSL 2,29 ,A A Fα = × 。类似地，当 2838Γ i
N ≅  ， 1, ,6i =  时，有 

( ) ( )( )3 14, PSL 2,43 ,FA Aα = × 。Magma 验算证实这两种情形均不存在对应的图。设 20418
i

NΓ ≅  ，其中

1,2, ,11i =  ，则 ( )20418Aut iA N ≤  ，即 ( )PGL 2,83A N ≤ 或 ( )PSL 2,83A N ≤ 。由于 A N 在 NΓ 上弧传递，

故 ( )PGL 2,83A N = 或 ( )PSL 2,83A N = ，于是 ( )3.PGL 2,83A =  或 ( )3.PSL 2,83A =  。由引理 2.2 可得

( ) ( )( )3 14, PSL 2,83 ,A A Fα = × 。记 ( )Cos , ,A A A gAα α αΓ = ，其中 g A∈ 为 2-元，满足 2g Aα∈ 且 ,A g Aα = 。

Magma 计算表明 A 中不存在满足条件的 g ，矛盾。设 83166NΓ ≅  ，则 ( )83166AutA N ≤  。由 GAP 可知，

( )83166Aut  的弧传递子群为 ( )PSL 2,167 与 ( )PGL 2,167 ，因此 A N 含有弧传递子群 ( )PSL 2,167H N ≅ 或

( )PGL 2,167 。又 ( ) ( )3 3.PSL 2,167 PSL 2,167≅ ×  ， ( ) ( )3 3.PGL 2,167 PGL 2,167≅ ×  或 ( )3 : PGL 2,167 ，

于是 H 同构于 ( )3 PSL 2,167× 、 ( )3 PGL 2,167× 或 ( )3 : PGL 2,167 。结合引理 2.2，得到 

( ) ( )( )3 14, PSL 2,167 ,A A Fα = × 。记 ( )Cos , ,A A A gAα α αΓ = ，其中 g A∈ 为 2‑ 元，满足 2g Aα∈ 且

,A g Aα = 。但 Magma 计算表明 A 中不存在这样的 g ，矛盾。 
若 pN ≅  ，则 NΓ 是阶为18q 的七度对称图， NΓ 的相关信息见表 3。 

由 3q p> ≥ ，结合引理 2.3 得 90NΓ ≅  ，于是 5q = ，进而 3p = 。借助 Magma 可得， ( )90Aut  作用

在 NΓ 上的弧传递子群为 7A 、 7S 、 3 7A× 、 3 7.A 、 3 7S× 、 7 3:A S 、 ( )3 7 2. :A  。于是 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )3 7 3 7 3 3 7 3 3 7 3 3 7 3 7 3 3 3 7 2. , . , . , . . , . , . : , . . :A A S A A S A S A= × ×            。结合引理 2.2，有 

( ) ( ) ( )( )3 3 7, . , PSL 3,2A A Sα = ×  ， ( ) ( ) ( )( )3 7 3, . : , PSL 3,2A A A Sα =  ， 

( ) ( )( ) ( )( )3 3 7 2, . . : , PSL 3,2A A Aα =    。但 Magma 计算表明，以上所有情形均不存在对应的图。类似地，

若 qN ≅  ，则 90NΓ ≅  ，于是 5p = ， 7q = 。 A N 的弧传递子群 H N 同构于 7A 、 7S 、 3 7A× 、 3 7.A 、

3 7S× 、 7 3:A S 或 ( )3 7 2. :A  。从而 A 含有弧传递子群 

( ) ( ) ( ) ( )7 7 7 7 7 3 7 7 3 7 7 3 7 7 7 3. , . , . , . . , . , . :H A S A A S A S≅ × ×         或 ( )( )7 3 7 2. . :A   。结合引理 2.2，

有 ( ) ( ) ( )( )7 3 7, . , PSL 3,2A A Sα = ×  ， ( ) ( ) ( )( )7 7 3, . : , PSL 3,2A A A Sα =  ， 

( ) ( )( ) ( )( )7 3 7 2, . . : , PSL 3,2A A Aα =    。Magma 计算表明，以上所有情形均不存在对应的图。 

接下来我们讨论 A 不存在可解极小正规子群的情形。 
引理 3.4 若 A 没有可解的极小正规子群，则 ( )Aut PSL 2,503Γ ≅ 、 ( )PSL 2,757 、 ( )PGL 2,757 ，结果

见表 7。 
证明：设 ( )6PSL 2,3T ≅ 、 ( )3PSL 2,5 、 ( )PSL 5,2 、 ( )3

4 2D 、 ( )2 4G 、 ( )2 3G 、 ( )4,8P −Ω 、 ( )8,2P −Ω 、

( )10,2P −Ω 、 22M 、 23M 、 24M 、 2J 、HS 、McL、 9A 、 10A 、 13A 。根据 Atlas [23]与 GAP，T 不存在指

数为 9 pq 或18 pq 的子群，和引理 3.1 矛盾。 

设 ( )10,2T P +≅ Ω 。由于T 在VΓ上传递，故 ( ) ( ) 2Aut 10,2 :T A T P +≤ ≤ = Ω  。于是 ( )10,2A P +≅ Ω 或

者 ( ) 210,2 :A P +≅ Ω  ，对应 19 3 22 3 5 7Aα = ⋅ ⋅ ⋅ 或 20 3 22 3 5 7Aα = ⋅ ⋅ ⋅ ，与引理 2.2 矛盾。同理可排除 11A 、

12A 。设 ( )3PSU 3, 2T ≅ 。由于T 在VΓ上不传递，T 在VΓ上有两条轨道，且 92 3 7Tα = ⋅ ⋅ 。由 GAP，
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( ) ( )( )3
3 3Aut PSL 3,2 : :T A T S< ≤ =  ，则 A 可取 ( )3

2PSU 3,2 : 、 ( )3
3PSU 3,2 : 、 ( )3

3PSU 3,2 : S 、

( )3
6PSU 3,2 : 、 ( )( )3

3 3PSU 3,2 : :  、 ( )( )3
3 3PSL 3,2 : : S ，对应 9 22 3 7Aα = ⋅ ⋅ 、 8 32 3 7⋅ ⋅ 、 82 3 7⋅ ⋅ 、

9 22 3 7⋅ ⋅ 、 8 42 3 7⋅ ⋅ 或 9 42 3 7⋅ ⋅ 。依据引理 2.2，以上阶数均不可能，故排除。同理排除 ( )9PSL 2,2 。设 

( )6PSL 2,2T ≅ ，查阅 Atlas 得 ( ) 6Out T =  ，结合引理 3.2，有 

( ) ( ) ( )6 6 6
6 6PSL 2,2 PSL 2, 2 . PSL 2,2 :A≤ ≤ =  ，则点稳定子 ( )6 5PSL 2,2 18 5 13 2 7Aα = ⋅ ⋅ = ⋅ 、 

( )6 5
2PSL 2,2 : 18 5 13 2 3 7Aα = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ 、 ( )6 6

3PSL 2,2 : 18 5 13 2 7Aα = ⋅ ⋅ = ⋅ 或者 

( )6 6
6PSL 2,2 : 18 5 13 2 3 7Aα = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ，由引理 2.2，前三种情形都不成立。对于最后一种情形，GAP 计

算表明当 ( )6
6PSL 2,2 :A =  时不存在阶为 62 3 7⋅ ⋅ 的子群，即 A 没有同构于 ( )ASL 3,2 的子群，因此最后

一 种 情 形 同 样 被 排 除 。 设 ( )PSL 4, 4T ≅ 。 若 T 在 VΓ 上 有 两 条 轨 道 ， 则 10 22 3 5 7Tα = ⋅ ⋅ ⋅ 且

( ) ( )PSL 4, 4 AutA T< ≤ ，根据 Atlas， ( ) 2
2Out T =  ，故 ( ) ( ) 2

2Aut PSL 4,4 .T =  ，于是 ( ) 2PSL 4,4 .A ≅  或

( ) 2
2PSL 4,4 . ，对应 12 22 3 5 7Aα = ⋅ ⋅ ⋅ 或 13 22 3 5 7⋅ ⋅ ⋅ ，与引理 2.2 矛盾。若T 传递，则 

( ) ( ) 11 2PSL 4,4 18 5 17 2 3 5 7Aα = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ，同样与引理 2.2 矛盾。同理排除 ( )3PSL 3,2 。设 ( )6,4T P +≅ Ω ，

则 ( ) ( ) 2
2Aut PSL 4,4 :T A T≤ ≤ =  。于是 ( )PSL 4, 4A = 、 ( ) 2PSL 4, 4 : 或 ( ) 2

2PSL 4, 4 : ，对应 
11 22 3 5 7Aα = ⋅ ⋅ ⋅ 、 12 22 3 5 7⋅ ⋅ ⋅ 或 13 22 3 5 7⋅ ⋅ ⋅ ，这与引理 2.2 矛盾。同理排除 ( )34,3P −Ω 与 ( )PSL 6,2 。设

( )3PSp 4,2T ≅ 。由于 | 9T pq 或18pq ，得 11 22 3 5 7Tα = ⋅ ⋅ ⋅ 或 12 22 3 5 7⋅ ⋅ ⋅ ，结合引理 2.2，这与T Aα α 矛盾。

同理排除 ( )4PSL 3,2 与 ( )PSU 6,2 。 

最后考虑 ( )PSL 2,T q≅ 的情形。此时 ( )PGL 2,T A q≤ ≤ 且 : 2A T ≤ 。若 Aα 不可解，则由 : 2A Tα α ≤

知Tα 也不可解，于是 5T Aα ≅ ，这与 7 | |Tα 矛盾。因此 Aα 可解。由引理 2.2， 2 2| 2 3 7Aα ⋅ ⋅ ，从而 2 2| 2 3 7Tα ⋅ ⋅ 。

由此得到 | 4536T p q⋅ ⋅ 。注意到
( )( )1 1

2
q q q

T
− +

= 且
1 1, 1

2 2
q q+ −  = 

 
。若

1|
2

qp −
，则 1| 4536q + ，于是

q = 7，11，13，19，23，29，37，41，53，71，83，107，167，251，503，1511 或 2267。若
1|

2
qp +

，

则 1| 4536q − ，于是 q = 5，13，19，29，37，43，73，109，163，379，757 或 2269。结合条件 63 |pq T

以及 25 6 2| 2 3 5 7T p q⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ，其中 3q p> ≥ ，可得 q = 71，251，379，503，757，1511 或 2269。满足条件

的T 见表 9。 
 
Table 9. Simple groups ( )PSL 2,q  satisfying the conditions 

表 9. ( )PSL 2,q 符合条件的单群 

T  Order ( ),p q  

( )PSL 2,71  3 22 3 5 7 71⋅ ⋅ ⋅ ⋅  ( )5,71  

( )PSL 2,251  2 2 32 3 5 7 251⋅ ⋅ ⋅ ⋅  ( )5,251  

( )PSL 2,379  2 32 3 5 7 19 379⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  ( )19,379  

( )PSL 2,503  3 22 3 7 251 503⋅ ⋅ ⋅ ⋅  ( )251,503  

( )PSL 2,757  2 32 3 7 379 757⋅ ⋅ ⋅ ⋅  ( )379,757  

( )PSL 2,1511  3 32 3 5 7 151 1511⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  ( )151,1511  

( )PSL 2,2269  
2 42 3 5 7 227 2269⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  ( )227,2269  
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设 ( )PSL 2,71T = ，记 M 为 ( )PSL 2,71 的极大子群。依据文献[24]的定理 2 与文献[25]， 

{ }70 72 2 35 4 4 5, , : , , ,M D D A S A∈   。注意到 : 9T T pqα = 或18pq ，但 M 不存在阶为 28 或 56 的子群，导出

矛盾。同理可得 251q ≠ ，379，1511，2269。 

设 ( )PSL 2,503T = ，若T 在VΓ上有两条轨道，则 ( )PGL 2,503A ≅ 且 56Aα = ，这与引理 2.2 矛盾。

因此T 在VΓ上传递且 ( ) ( )( )14 2, PSL 2,503 ,FA Aα = × 。由于计算机内存限制，使用 Magma 无法得到图的

具体结构，进而无法直接判定图的同构关系。因此退而求其次，判定图的存在性并估计图的数量上界。

取 2-元素 g T∈ 满足 2g Tα∈ 且 ,T g Tα = ，记 ( )Cos , ,T T T gTα α αΓ = ，由 Magma 计算，共有 4 个满足条件

的 g 。同时目前也没有找到可行方法判断这 4 个 g 是否在共轭意义下等价。故对于 

( ) ( )( )14 2, PSL 2,503 ,A A Fα = × ，至少存在 1 个图，至多存在 4 个图。设 ( )PSL 2,757T = ，由于T 在VΓ

上传递，故 ( ) ( )Aut PGL 2,757T A T≤ ≤ = ，于是 A 可取 ( )PGL 2,757 与 ( )PSL 2,757 ，对应的点稳定子分别

为 14 2F × 与 14F 。对 ( )PGL 2,757 ，Magma 计算表明至少存在 1 个图，至多存在 2 个图；对 ( )PSL 2,757 ，

至少存在 1 个图，至多存在 375 个图。以上全部结果见表 7。 
因此，结合引理 3.2、引理 3.3 与引理 3.4，我们完成定理 1 的全部证明。 
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