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摘  要 

本文讨论广义四元数群的生成关系、元素的阶、构造其与二面体群之间的同态数量，其同态数量满足T. 
Asai & T. Yoshida猜想。 
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Abstract 
This article discusses the generation relationship of the generalized quaternion group, the order of 
its elements, and the construction of the number of homomorphisms between it and the dihedr-al 
group, where the number of homomorphisms satisfies T Asai & T. Yoshida conjecture. 
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1. 引言 

Frobenius 定理[1]证明： n 为自然数， nC 为 n 阶循环群， K 为有限群，则 

( ) ( )Hom , 0mod ,nC K n K≡ 。 

T. Yoshida [2]把 Frobenius 定理中的循环群 nC 换成有限交换群 H ，证明 

( ) ( )Hom , 0mod ,H K H K≡ 成立。 

在文献[3]中，T. Asai 和 T. Yoshida 进一步提出如下猜想：设为 ,H K 有限群，则 

( ) ( )Hom , 0mod ,H K H H K′≡ 。 

在计算同态个数方面，在文献[4] [5]中，张良等人从亚循环群的结构入手以及生成关系入手，具体计

算了亚循环群与亚循环群之间的同态个数。在文献[6] [7]中谢伟、赖吉娜分别计算了中心二面体群与二面

体群之间的同态数量，和一类10 np 阶非交换群与二面体群的同态数量。文献[8]中郝延芹计算了拟二面体

群到拟二面体群的同态数量，在文献[9]中 J. Johnson 计算了 2m阶二面体群到 2n 阶二面体群的同态个数，

作为推论，给出了二面体群的自同态数量，在文献[10]中尚博讨论了同余下的某类群之间的同态个数，R. 
Rajkumar 在文献[11] [12]中计算了拟二面体群和二面体群到四元数群、模群等之间的同态数量，本文将

继续这方面的讨论。 
四元数群在群论的理论研究和实际应用中占有重要地位，在文献[13]中，徐明耀将具有 1np − 阶循环子

群的 np 阶有限 p -群分成了七类群，而广义四元数群就是其中的一类，为了便于叙述，现先给出二面体群

与广义四元数群的结构： 
二面体群 2 1

2 , | 1,m
mD x y x y xy yx−= = = = ，其中 3m ≥ 为正整数； 

广义四元数群
1 22 2 2 1 1, | 1, ,

n n
G a b a b a b ab a

− − − −= = = = ，其中 3n ≥ 为正整数；本文在上述理论基础上，

基于广义四元数群的结构及元素性质，运用代数学及数论的相关知识，分别它们与二面体群 2mD 之间的

所有同态，从而验证上述群满足 T. Asai & T. Yoshida 猜想。 

2. 预备知识 

引理 1.1 [14] 设 ,H K 为有限群，σ 是群 H 到 K 的一个同态映射，任取 h H∈ ，有 ( ) ( )|h hσο ο 。 

引理 1.2 [13] 设 ,A G 为群， X 为 A 的生成元集且 X ≠ ∅。令 ( ), Hom ,A Gϕ θ ∈ ， 

如果对任意的 x X∈ ，有 x xϕ θ= ，则ϕ θ= 。 
引理 1.3 [13] 设 H h= ， ( )h nο = ，若 |m n ，则 H 存在唯一的 m阶子群。 
引理 1.4 [7] 2mD 中，有 

(1) m为奇数，则{ }|1ix y i m≤ ≤ 为 2mD 所有的二阶元； 

(2) m为偶数，则 ( ){ } { }| 2| |1i i ix x x y i mο ∪ ≤ ≤ 为 2mD 所有的二阶元； 

(3) 2mD 的换位子群 2
2 | 1m

mD x x′ = = 。 
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引理 1.5 G 中，有 

(1) { }2 22 2, ,
n n

b a a b
− −

为G 所有的二阶元； 

(2) G 的换位子群
12 2| 1

n
G a a

−
′ = = 。 

3. 主要定理及其证明 

定理 2.1 设 ,n m 为正整数且 , 3n m ≥ ，有 
(1) 若 ( )2, 1m = ，则 ( )2Hom , 3 1mG D m= + ； 

(2) 若 ( )2, 1m ≠ ，则 ( ) 2
2Hom , 6 2k

mG D m += + ，其中 2 1k n≤ ≤ − 。 

证明 任取 ( )2Hom , mG Dθ ∈ 。因为 ( ) ( )
11 22 1

nn
a a

θ
θ

−−
= = ，所以 ( ) 1| 2naθο − ；此外， 2ma Dθ ∈ ，所以

( ) | 2a mθο ，得到 ( ) ( )1| 2 , 2na mθο − 。同理，由 ( ) ( )44 1b b
θ θ= = ， 2mb Dθ ∈ ，得到 ( ) ( )| 4, 2b mθο 。令 2rm l= ，

{ }min 1, 1k r n= + − ，其中 ( )2, 1l = ，1 1k n≤ ≤ − 。当 ( )2, 1m = ，有 ( )12 , 2 2n m− = ，( )4, 2 2m = ，即有 ( ) | 2aθο ，

( ) | 2bθο ，此时有 

{ } ( ){ }|1 |1,| 1i i ia x y i m x x i mθ ο∈ ≤ ≤ ∪ ≤ ≤ ， 

{ } ( ){ }|1 |1,| 1j j jb x y j m x x j mθ ο∈ ≤ ≤ ∪ ≤ ≤ ； 

当 ( )2, 1m ≠ ，有 ( )12 , 1n m− ≠ ，故 ( )12 , 2 2n km− = ， ( )4, 2 4m = ，其中 2 1k n≤ ≤ − ，即 ( ) | ka pθο ， 

( ) | 4bθο ，此时有 

{ } ( ){ }|1 | 2 ,1 , 2 1|i i i ka x y i m x x i m k nθ ο∈ ≤ ≤ ∪ ≤ ≤ ≤ ≤ − ， 

{ } ( ){ }|1 | 4,| 1j j jb x y j m x x j mθ ο∈ ≤ ≤ ∪ ≤ ≤ 。 

分以下四个断言证明定理 2.1。 
断言 1 设 ( )2: ,i j

mG D a x y b xθ →   ，其中 ( ) | 4jxο ，1 ,i j m≤ ≤ ，则θ 为群同态的充要条件是

( ) | 2jxο 。 

事实上，G 的生成组为{ },a b ，故 g G∈ ，都有 s ta b g= ；由引理可知G 中生成元有 

( ){ }22 21,
n

a b b a
−

∩ = = ；现构造映射θ ，使得该映射是G 到 2mD 的同态映射。由于 s ta b G∈ ，带余除法

知存在唯一的 ,u v 与 ,s t′ ′，使得
22 2n u s v t s ta b a b

− ′ ′+ + = ，其中 10 2 1ns −′≤ ≤ − ， 0 1t′≤ ≤ ，令 

( ) ( ) ( ) ( )s t s t s ta b a b a bθ θ θ θ′ ′ ′ ′= = ；下证明θ 是映射：任取 1 1 2 2,s t s ta b a b G∈ ，其中 1
1 21 , 2ns s −≤ ≤ ， 

1 20 , 4t t≤ ≤ ；若 1 1 2 2s t s ta b a b= ，则有 
1 1

1 1 1 1 2 2 2 22 2 2 2n nu s v t u s v ta b a b
− −′ ′ ′ ′+ + + += ， 

从而 

( ) ( ) ( ) ( )1
1 2 1 2 2 1 2 12 2n u u s s v v t ta b

− ′ ′ ′ ′− + − + −− = ， 

其中 1
1 20 , 2 1ns s −′ ′≤ ≤ − ， 1 20 , 1t t′ ′≤ ≤ ；此时有 1 2s s′ ′= ， 1 2t t′ ′= 。事实上，若 1 2t t′ ′≠ ，则由上式可得 b a∈ ，

与G 中 ,a b 的关系矛盾；若 1 2s s′ ≠ ′，推出 ( )2
1 2 0 mod 2ns s −−′ ′ ≠ ，由上式可推出矛盾，故θ 是映射。 
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( )2Hom , mG Dθ ∈ ，有 ( ) ( )1 1b ab aθ θ− −= ，即 ( ) ( )( ) ( )1 1j i j ix x y x x y
− −

= ，注意到 ( ) ( ) 1i ix y x y
−

= ，得到

( ) | 2jxο ；反之，一方面： 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
11 1 2 1 21 21 1 2 2 1 2

11
tt s s t ts ss t s t t t i ja b a b a b x y xθ θ

+ − ++ − += = ， 

注意到 ( ) | 2ix yο ，故 ( ) ( ) ( )1 2 1 21 1 2 2
s s t ts t s t i ja b a b x y xθ
+ +

= ；另一方面： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 21 1 2 2
s t s ts t s t i j i ja b a b x y x x y xθ θ = ； 

注意到 ( ) | 2jxο ，于是 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 21 1 2 2
s s t t s s t ts t s t i j i ja b a b x y x x y xθ θ
+ − + +

= = ，即θ 为同态。 

此时群同态θ 有 2m种。 
断言 2 设 ( )2: ,i j

mG D a x y b x yθ →   ，其中1 ,i j m≤ ≤ ，则θ 为群同态的充要条件是 ix y 与 jx y

可交换。 
θ 是群同态，则有 ( ) ( )1 1b ab aθ θ− −= ，即得 ( )( ) ( )( )i j j ix y x y x y x y= ；反之，同断言 1 可构造出映射

θ ，一方面： ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 21 1 2 2 1 2 1 2
s s t ts t s t s s t t i ja b a b a b x y x yθ θ
+ ++ += = ；另一方面； 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 2 1 21 1 2 2
s t s t s s t ts t s t i j i j i ja b a b x y x y x y x y x y x yθ θ

+ +
= = ，故θ 为群同态。 

易知 ix y 与 jx y 可交换等价于 ( )| 2m i j− 。故当 ( )2, 1m = 时，得 ( )|m i j− ，考虑到 i ， j 的范围，此

时仅当 i j= 时成立，故群同态θ 有m种；当 ( ), 1p m ≠ 时，i j= 情况下有 m种，i j≠ 情况下也有 m种，故

此时群同态θ 有 2m种。 
断言 3 设 ( )2: ,i j

mG D a x b xθ →   ，其中 ( ) | 2i kxο ， ( ) | 4jxο ，1 ,i j m≤ ≤ ，1 1k n≤ ≤ − ，则θ

是群同态。 

同上可构造出映射θ ，还有 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 21 1 2 2 1 1 2 2
s s t ts t s t s t s ti ja b a b x x a b a bθ θ θ
+ +

= = ，故θ 是群同态。此

时群同态θ 有 22k+ 种。 
断言 4 设 ( )2: ,i j

mG D a x b x yθ →   ，其中 ( ) | 2i kxο ，1 ,i j m≤ ≤ ，1 1k n≤ ≤ − ，则θ 为群同态充

要条件是 ( ) | 2ixο 。 

θ 是群同态，则有 ( ) ( )1ab baθ θ −= ，即得 ( )( ) ( )( ) 1i j j ix x y x y x
−

= ，推 ( )2
1ix = ；反之，同断言 2 的证

明。 
此时群同态θ 有 2m种。 
定理 2.2 设 ,n m 为正整数且 , 3n m ≥ ，有 
(1) 若 ( )2, 1m = ，则 ( )2Hom , 8mD G = ； 

(2) 若 ( )2, 1m ≠ ，则 ( )2Hom , 32mD G = 。 

证明 任取 ( )2Hom ,mD Gθ ∈ ，因为 ( ) ( ) 1
mmx x

θ θ= = ，故 ( ) |x mθο ，此外 x Gθ ∈ ，所以 ( ) ( )| 2 ,nx mθο ；

同理， ( ) ( )| 2 , 4nyθο ，故可得 ( ) | 4yθο 。当 ( )2, 1m = 时，可推得 ( )2 , 1n m = ，即推出 ( ) |1xθο ，于是 

( ){ }1 1 1 1
1 1| |1,1 2 ,1 4i j i j nx a b a b i jθ ο∈ ≤ ≤ ≤ ≤ ， 

( ){ }2 2 2 2
2 2| 4,1| 2 ,1 4i j i j ny a b a b i jθ ο∈ ≤ ≤ ≤ ≤ ； 

当 ( )2, 1m ≠ 时，有 
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( ){ }1 1 1 1
1 1| 4,1 2 1 4| , ,1i j i j nx a b a b i j k nθ ο∈ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ， 

( ){ }2 2 2 2
2 2| | 4,1 2 ,1 4i j i j ny a b a b i jθ ο∈ ≤ ≤ ≤ ≤ 。 

分以下两个断言证明定理 2.2。 
断言 1 设 ( )1 1 2 2

2: ,i j i j
mD G x a b y a bθ →   ，其中 1

1 21 , 2ni i −≤ ≤ ， 1 21 , 4j j≤ ≤ ，则θ 为群同态的充

要条件是 ( )1 1 | 2i ja bο 且 ( )2 | 2iaο 。 

2
s t

mx y D∈ ，令 ( ) ( ) ( )1 1 2 2
s ti j i js tx y a b a bθ = 。若θ 是群同态，则有 ( ) ( )xyx yθ θ= ，可得到关系式 

( )( )( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2i j i j i j i ja b a b a b a b= ，下对 1j 与 2j 进行讨论。当 1j 与 2j 都是奇数时，由关系式可得到 

( )2
2

1iaο = ；当 1j 与 2j 都是偶数时，由关系式可得到 ( )1 1 | 2i ja bο ；当 1j 是奇数， 2j 为偶数时，由关系式

可得到 1 22 2j ib a= ；当 1j 是偶数， 2j 为奇数时，由关系式可得到 12 1jb = ，故有 ( )2 | 2iaο 。反之，由引理 1.5

知道G 中共有 3 个不同的二阶元，于是θ 可分为以下八种情况： 

( )2 2
22 2 2

1 2: ,
n n j

mD G x a b y a bθ
− −

→   ； 

( )2
22 2

2 2: ,
n j

mD G x a b y bθ
−

→   ； 

( )2 2
22 2

3 2: ,
n n j

mD G x a y a bθ
− −

→   ； 

( )2
22

4 2: ,
n j

mD G x a y bθ
−

→   ； 

( )2
22 2

5 2: ,
n j

mD G x b y a bθ
−

→   ； 

( )22
6 2: , j

mD G x b y bθ →   ； 

( )2
22

7 2: 1,
n j

mD G x y a bθ
−

→   ； 

( )2
8 2: 1, j

mD G x y bθ →   ；其中 21 4j≤ ≤ 。 

易验证 7θ ， 8θ 是同态。 

验证 1θ ，一方面： ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 22 211 1 2 2 1 2 1 2 2( 1) 2 2 2
1

t n ns s t t
s t s t s s t t jx y x y x y a b a bθ

− −+ +
+ − += = ，另一方面： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 22 2 2 2
1 1 2 2 2 22 2 2 2 2 2

1 1
n n n ns t s t

s t s t j jx y x y a b a b a b a bθ θ
− − − −

= 。 2s 为偶数时显然成立。当 2s 为奇数时，

若 1t 是偶数，则由 ( )2
2 2

2
22n j ja b b

−
= ，得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 1 22 2 2 2 2 2
1 1 2 2 2 2 2 22 22 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1
n n n n n ns t s s tq qs t s t j j j jx y x y a b b a b a b a b a b b a bθ θ
− − − − − −

= = ， 

其中 q 是整数，即有 ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2
1 1 1

s t s t s t s tx y x y x y x yθ θ θ= ；若 1t 是奇数，则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )1 22 2 2 2
1 1 2 2 2 2 222 2 2 2 2 2

1 1
n n n ns tqs t s t j j jx y x y a b b a b a b a bθ θ
− − − −

= ， 

得到 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 22 2 2
1 1 2 2 2 2 2

1
22 2 2 2

1 1
n n ns tqs t s t j j jx y x y a b b a b a bθ θ
− − −+

= ，故 1θ 是同态。 
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验证 2θ ，一方面： ( ) ( )( ) ( ) ( )1 221 1 21 21 1 2 2 1 2 21 2 2
2

t n s s t ts ss t s t t t jx y x y x y a b bθ
− + ++ − += = ， 

另一方面： ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 22 21 21 1 2 2 2 22 2 2 2
2 2

n ns st ts t s t j jx y x y a b b a b bθ θ
− −

= 。由于 ( )22 2 | 2
n

a bο
−

， 

故 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 22 2 1 21 1 2 2 2 22 2 2 2
2 2

n ns s t ts t s t j jx y x y a b a b b bθ θ
− −

= ，即 2θ 是同态。 

3θ ， 5θ ， 7θ 同 1θ 讨论，可知皆为同态。 

4θ ， 6θ ， 8θ 同 2θ 讨论，可知皆为同态。 
综上所述，θ 为群同态有 32 种。 
断言 2 设 ( )1 1 2 2

2: ,i j i j
mD G x a b y a bθ →   ，其中 ( )1 1 |1i ja bο ， 1

1 21 , 2ni i −≤ ≤ ， 1 21 , 4j j≤ ≤ ，则θ

为群同态。 
同上可证。θ 为群同态有 8 种。 
根据前面的结论可验证G 满足 T. Asai & T. Yoshida 猜想 
定理 2.3 设 ,n m 为正整数且 , 3n m ≥ ，则 

( ) ( )2 2Hom , 0mod ,m mG D G G D′≡ 。 

证明 由引理得 2G a′ = ，即有 4G G′ = ，故 

( ) ( )2, 4, 2mG G D m′ = 。 

根据定理 2.1 得 ( )2, 1m = 时，有 ( )2Hom , 3 1mG D m= + ，( )4, 2 2m = ，于是 3 1 0mod 2m + ≡ ；( )2, 1m ≠

时，有 ( ) 1
2Hom , 6 2k

mG D m += + ， ( )4,2 4m = ，于是 16 2 0mod1km ++ ≡ ，其中 2 1k n≤ ≤ − 。 

定理 2.4 设 ,n m 为正整数且 , 3n m ≥ ，则 

( ) ( )2 2 2Hom , 0mod ,m m mD G D D G′≡ 。 

证明 根据引理 1.4 可知，当 ( )2, 1m = 时， 2 2 2m mD D′ = ，即有 

( )2 2 , 2m mD D G′ = ； 

当 ( )2, 1m ≠ 时， 2 2 4m mD D′ = ，即有 ( )2 2 , 4m mD D G′ = 。 

根据定理 2.2， ( )2, 1m = 时，有 ( )2Hom , 8mD G = ，满足等式； ( )2, 1m ≠ 时，有 ( )2Hom , 32mD G = ，

满足等式。 
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