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摘  要 

矩阵是线性代数的核心研究工具，探究矩阵等价关系、挖掘对应不变量，是完成矩阵化简、简化运算分

析的重要基础。在众多矩阵等价关系里，行等价应用最为广泛，且任意矩阵在初等行变换下都存在唯一

的行最简形，这一性质为矩阵理论分析提供了重要支撑。本文以矩阵初等行变换为切入点，依托行最简

形的唯一性，从矩阵的秩、线性方程组解的结构、矩阵乘法运算以及线性变换构造等多个维度，系统梳

理矩阵行等价的不同表达形式。文章重点研讨初等行变换下线性方程组的同解特性、矩阵构造规律，同

时结合实例分析行等价关系在求解矩阵秩、搭建线性变换、解析方程组解空间等典型问题中的实际应用，

进一步阐明行等价理论在线性代数体系中的实用价值与理论意义。 
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Abstract 
Matrices are the core research tools of linear algebra. Exploring the equivalence relations of matri-
ces and studying their corresponding invariants serves as an important foundation for matrix sim-
plification and operational analysis. Among various matrix equivalence relations, row equivalence 
enjoys the most extensive applications. Notably, any matrix has a unique reduced row echelon form 
under elementary row transformations, a property that provides crucial support for the theoretical 
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analysis of matrices. Taking elementary row transformations as the starting point and based on the 
uniqueness of the reduced row echelon form, in this paper, the diverse expressions of matrix row 
equivalence are systematically sorted out from multiple perspectives, including matrix rank, the 
solution structure of linear systems, matrix multiplication and the construction of linear transfor-
mations. It focuses on discussing the equivalence of solutions to linear systems and the rules of ma-
trix construction under elementary row transformations. Combined with examples, in this paper, 
the practical applications of row equivalence are analyzed in calculating matrix rank, constructing 
linear transformations and resolving the solution spaces of linear systems, and further elucidating 
the practical value and theoretical significance of row equivalence theory in the framework of linear 
algebra. 
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1. 引言 

矩阵是线性代数的核心研究对象，也是工程运算、数据分析、数学建模等领域处理复杂问题的核心

工具，依托矩阵理论求解各类线性问题，已成为数学领域的主流研究手段。但在实际应用与理论推导中，

高维高阶矩阵、元素结构复杂的矩阵十分常见，这类矩阵形式烦琐、特征隐蔽，不仅难以直接精准刻画

其秩、解空间、变换规律等核心特殊性质，还会大幅增加线性方程组求解、矩阵分解、线性变换分析等

问题的求解难度，制约了矩阵理论的落地应用。因此，矩阵化简是线性代数研究中不可或缺的关键环节。

矩阵化简并非对矩阵元素进行随意改写，必须依托等价关系开展变换，在保留矩阵核心固有性质的前提

下，将复杂矩阵转化为简洁的标准形式，以此简化运算、明晰矩阵本质特征。 
目前，国内外学者针对矩阵等价标准形及各类等价关系，已从不同理论维度开展了大量系统性研究，

形成了丰富的理论成果。文献[1]与[2]以集合二元等价关系及分类理论为基础，围绕线性方程组、向量组

与矩阵的对应关系，系统梳理并划分了矩阵的各类基础等价关系，明确了不同等价关系的适用场景。对

于矩阵三类核心关系，即矩阵等价、相似与合同关系的定义、性质差异及内在关联，也都有比较完善的

理论辨析研究[3]-[10]。文中的记号都是标准的，可以参考文献[11] [12]。 
现有研究虽已初步构建矩阵等价关系的理论框架，但针对细分的特殊等价关系，仍缺乏系统化、精

细化的归纳与刻画，尤其是矩阵行等价关系，贯穿线性代数核心知识点，具备极强的理论价值与实用性。

为此，本文系统化梳理知识，深化概念理解，基于行等价判定形式多元、应用场景广泛的特点，对其核

心性质、统一表述及应用方法进行系统归纳，具有重要的研究意义。 

2. 矩阵的等价标准形 

对于矩阵(若无特别说明，均指数域上的数字矩阵)，存在 3 种初等行变换： 
(1) 对换两行； 
(2) 以非零数 k 乘某一行中的所有元素； 
(3) 把某一行所有元素的 k 倍加到另一行对应的元素上去。 

Open Access

https://doi.org/10.12677/pm.2026.1611230
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


李贝贝，王玉雷 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2026.1611230 14 理论数学 
 

如果矩阵 A 经过有限次初等行变换变成矩阵 B ，则称矩阵 A 和 B 行等价。 
假设 S 是数域 F 上全体 n m× 矩阵构成的集合，二元关系“ R ”为行等价关系，则在此等价关系下的

标准形 H 满足以下条件： 
(1) H 的前 r 行中，每一行至少含有一个非零元素，且第一个非零元素为 1；后 m r− 行元素均为 0； 
(2) 若 H 中第 i 行的第一个非零元素 1 位于第 ij 列( 1, 2, ,i r=  )，则 1 2 rj j j< < < ； 
(3) H 的第 1 2, , , rj j j 列为 m阶单位矩阵的前 r 列，即 

 

其中， r 为相应矩阵的秩。该标准形亦称为矩阵的行最简形，且在初等行变换下具有唯一性。 
定理 1 设 A 和 B 均为 m n× 矩阵，则下列命题等价： 
(1) A 和 B 具有相同的行最简形； 
(2) 存在 m 阶可逆矩阵 P ，使得 B PA= ； 
(3) ( ) ( )rank rankA B= ，且 0Ax = 的解均为 0Bx = 的解； 

(4) 齐次线性方程组 0Ax = 与 0Bx = 同解； 
(5) A 和的行向量组等价； 
(6) 存在 m 阶矩阵U 和V ，使得 A UB= 和 B VA= 。 
证明：(1)⇒ (2)。由于 A 和 B 具有相同的行最简形，故矩阵 A 可经有限次初等行变换化为矩阵 B ，

即 A 与 B 行等价。根据初等变换与初等矩阵的关系，存在可逆矩阵 P ，使得 B PA= 。 
(2)⇒ (3)。由于 B PA= 和 P 均为可逆矩阵，故 A 的秩 ( )rank A 等于 B 的秩 ( )rank B 。对于齐次线性

方程组 0Ax = 的任意解ξ


，有 0B PAξ ξ= =
 

，因此ξ


也是齐次线性方程组 0Bx = 的解，从而 0Ax = 的解

均为 0Bx = 的解。 
(3)⇒ (4)。由于 n 元齐次线性方程组 0Ax = 的解均为 0Bx = 的解，故 0Ax = 的基础解系均包含于

0Bx = 的解空间中。由于 0Ax = 的基础解系所含向量个数 ( )rankn A− 等于 0Bx = 的基础解系所含向量个

数 ( )rankn B− ，因此 0Ax = 的基础解系也是 0Bx = 的基础解系，由此可得 0Ax = 与 0Bx = 同解。 

(4)⇒ (5)。由于 n 元齐次线性方程组 0Ax = 与 0Bx = 同解，故 n 元齐次线性方程组 0Ax = 与 0
A

x
B

 
= 

 



同解。同解的齐次线性方程组的解空间相同，因此有相同的基，该基是相应齐次线性方程组的基础解系，

从而 0Ax = 的基础解系所含向量个数 ( )rankn A− 等于 0
A

x
B

 
= 

 



的基础解系所含向量个数 rank
A

n
B

 
−  

 
。

由此可得 ( )rank rank
A

A
B

 
=  

 
，这意味着 A 的行向量组的极大线性无关组也是

A
B

 
 
 

的极大线性无关组，故

B 的行向量组可由 A 的行向量组线性表示。因为 0Bx = 与 0
B

x
A

 
= 

 



同解，所以同理可得 A 的行向量组可

由 B 的行向量组线性表示。因此， A 和 B 的行向量组等价。 
(5)⇒ (6)。将矩阵 A 和 B 按行分块为： 
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1 1

,

m m

A B
α β

α β

  
  = =   

      





 




 (1) 

由于 A 和 B 的行向量组等价，故 A 的行向量组 1, , mα α 

 可由 B 的行向量组 1, , mβ β
 

 线性表示，即存

在 , , 1, 2, ,iju i j m=  ，使得 

 1 1 , 1, 2, ,i i im mu u i mα β β= + + =
 



   (2) 

由(2)式可得
1 11 1 1

1

m

m m mm m

u u
A

u u

α β

α β

    
    = =     

        







   






，取 ( )ijU u= 即可。 

同理，存在 m阶矩阵V ，使得 B VA= 。 
(6)⇒ (1)。由于存在 m阶矩阵U 和V ，使得 A UB= 和 B VA= ，因此 A 与 B 具有相同的秩 r ，且 A 与

B 的行向量组可相互线性表示，即 A 与 B 的行向量组等价。设 

 ( )TT T
1 , , ,0, ,0rζ ζ
 

  和 ( )TT T
1 , , ,0, ,0rξ ξ
 

   

分别为矩阵 A 和 B 的行最简形。从而 A 的行向量组与 1, , rζ ζ
 

 等价，B 的行向量组与 1, , rξ ξ
 

 等价。

由此可知 1, , rζ ζ
 

 与 1, , rξ ξ
 

 等价，故存在 r 阶可逆矩阵Q ，使得 ( ) ( )T TT T T T
1 1, , , ,r rQζ ζ ξ ξ=
   

  ，则 

 ( ) ( )T TT T T T
1 1, , ,0, ,0 , , ,0, ,0r r

m r

Q O
O E

ζ ζ ξ ξ
−

 
=  
 

   

     (3) 

即 ( )TT T
1 , , ,0, ,0rζ ζ
 

  可经初等行变换化为 ( )TT T
1 , , ,0, ,0rξ ξ
 

  。根据行最简形的唯一性，可得

( ) ( )T TT T T T
1 1, , ,0, ,0 , , ,0, ,0r rζ ζ ξ ξ=
   

    。 

3. 应用 

由定理 1 可知，同型矩阵的行最简形决定了矩阵的秩、线性方程组的同解性、矩阵的行等价关系以

及矩阵乘法关系等。借助定理 1，可解决矩阵秩的关系及线性变换的构造等问题。以下通过实例展示定理

1 在这些方面的应用。 
例 1 设 A 是 n 阶矩阵，证明： nA 与 1nA + 具有相同的行最简形。 
证明：若 A 是可逆矩阵，则 nA 与 1nA + 均为可逆矩阵，故它们的行最简形均为 n 阶单位矩阵。 
假设 A 是不可逆矩阵，考虑如下矩阵秩的序列： 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 1rank rank rank rankn nn A A A A +> ≥ ≥ ≥ ≥  (4) 

若序列(4)中 ( )rank nA 之前均为严格小于号，则 ( )rank 0nA = ，从而 10n nA A += = 。此时结论成立。若

序列(4)中 ( )rank nA 之前存在等号，则设存在小于 n 的自然数 k ，使得 

 ( ) ( )1rank rankk kA A +=  (5) 

显然，齐次线性方程组 0kA x = 的解均为 1 0kA x+ =


的解。由定理 1 可知， 0kA x = 与 1 0kA x+ =


同解。

显然，齐次线性方程组 0nA x = 的解均为 1 0nA x+ =


的解。对于 1 0nA x+ =


的任意解α ，有 1 0nA α+ =


，从而

向量 n kA α−  是 1 0kA x+ =


的解，因此 n kA α−  也是 0kA x = 的解，即 0nA α =


。由此可得，齐次线性方程组

0nA x = 与 1 0nA x+ =


同解。由定理 1 可知， nA 与 1nA + 具有相同的行最简形。 
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例 2 设 A 和 B 均为 n 阶矩阵，且 ( ) ( )rank rankAB B= ，证明：对于任意正整数 m ，均有 

( ) ( )rank rankm mAB B= 。 
证明：显然，齐次线性方程组 0Bx = 的解均为 0ABx = 的解。又因 ( ) ( )rank rankAB B= ，由定理 1 可

知， 0ABx = 与 0Bx = 同解。注意到 0mB x = 的解均为 0mAB x = 的解。设 ξ


是 0mAB x = 的任意解，则

( )10 m mAB AB Bξ ξ−= =
 

，即 1mB ξ−


是 0ABx = 的解，从而 1mB ξ−


也是 0Bx = 的解，即 0mB ξ =


。由此可得，

0mAB x = 与 0mB x = 同解。由定理 1 可知， ( ) ( )rank rankm mAB B= 。 

例 3 设 A 是 n 维线性空间V 的一个线性变换，且 ( ) ( )2rank rank=A A ，则存在线性变换 B 和 C ，

使得 2 =BA A ， 2=CA A 。 
证明：设 1, , nε ε 

 是 n 维线性空间V 的一组基， A 在该基下的矩阵为 A 。因 ( ) ( )2rank rank=A A ，

故 ( ) ( )2rank rankA A= 。显然，齐次线性方程组 0Ax = 的解均为 2 0A x = 的解。由定理 1 可知，存在 n 阶

矩阵 B 和C ，使得 2BA A= 和 2CA A= 。从而存在线性变换 B 和 C 满足 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1, , , , , , , , ,n n n nB Cε ε ε ε ε ε ε ε= =
       

   B C  (6) 

使得 2 =BA A ， 2=CA A 。 
例 4 设 A 和 B 是 n 维线性空间V 上的两个线性变换。证明：Ker Ker⊆A B 当且仅当存在线性变换

C ，使得 =B CA 。 
证明：(充分性)假设存在线性变换 C ，使得 =B CA 。对于任意 Kerα ∈



A ，有 0α α= =
 

B CA ，因此

Ker Ker⊆A B 。 
(必要性)设 1, , nε ε 

 是 n 维线性空间V 的一组基， A 和 B 在该基下的矩阵分别为 A 和 B 。由 

Ker Ker⊆A B 可知， 0Ax = 的解均为 0Bx = 的解。由此可得，齐次线性方程组
2

0
n n

A
x

O ×

 
= 

 



与 

2

0
n n

A
x

B ×

 
= 

 



同解。根据定理 1，存在 2n 阶可逆矩阵 11 12

21 22

P P
P

P P
 

=  
 

，使得 

 11 12 11

21 22 212n n

P P P AA A A
P

P P P AB O O×

        
= = =        

        
 (7) 

其中 ijP 均为 n 阶方阵， , 1, 2i j = 。因此 21B P A= ，从而存在线性变换 C 满足 

 ( ) ( )1 1 21, , , ,n n Pε ε ε ε=
   

 C  (8) 

使得 =B CA 。 
例 5 设 A 是 n 维线性空间V 上的一个线性变换。证明：存在V 上的线性变换 B ，使得 =BA O ，且

( ) ( )dim Im dim Im n+ =A B 。 
证明：设 1, , nε ε 

 为 n 维线性空间V 的一组基， A 在该基下的矩阵为 A 。设 A 的行阶梯形矩阵为

( )

r n

n r n

B
O

×

− ×

 
  
 

，其中 r 为 A 的秩。由定理 1 可知，存在 n 阶可逆矩阵 P ，使得
( )

r n

n r n

C
PA O

×

− ×

 
=   
 

。令 

( )( ),n r n n rQ O D× × −= ，其中 ( )
n r

n n r

E
D

O
−

× −

 
=  
 

。取 B QP= ，则 ( )rank B n r= − ，且 

 ( ),
C

BA QPA O D O
O
 

= = = 
 

 (9) 
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显然，存在V 上的线性变换 B 满足 ( ) ( )1 1, , , ,n n Bε ε ε ε=
   

 B 及 =BA O ，并且 

 ( ) ( ) ( ) ( )dim Im dim Im rank rank .A B r n r n+ = + = + − =A B  (10) 

上述例子主要体现在矩阵的行等价在具体解题中的应用，其实在一些实际问题中也有许多应用，下

面我们考虑矩阵行等价在编码理论中的应用。 
在数字通信中，为了对抗传输过程中的噪声干扰，需要对原始信息进行信道编码——即在信息位后

附加冗余的校验位，形成更长的码字。线性分组码是最基础的一类纠错码，其编码过程可以用一个生成

矩阵G 来描述。设信息向量为 v，长度是 k ，码字 w ，长度是 n ，则编码过程为： ( )mod 2w v G= ⋅
 

，其

中G 是一个 k n× 矩阵，其行向量构成码空间的一组基。 
对于 ( ),n k 汉明码的生成矩阵为非系统码矩阵，可以对汉明码的生成矩阵进行初等行变换和列置换，

那么生成等价的码。因此只需对非系统码矩阵进行初等行变换化成行最简形，那么行最简形中靠阶梯的

列都是 k 维单位向量，把这些 k 维单位向量进行列调整后，行最简形变为前 k 列就是 k 阶单位矩阵，此时

的生成矩阵就是系统码，方便译码。 

4. 结束语 

矩阵初等行变换是线性代数中最为基础且核心的运算工具，在线性方程组求解、矩阵性质分析等核

心问题中有着极为广泛的应用。借助初等行变换对系数矩阵与增广矩阵进行化简，能够通过二者秩的对

应关系精准判定线性方程组的解态，区分无解、唯一解与无穷多解等不同情况，同时该分析方法可有效

推广至矩阵方程组的解结构讨论中。在矩阵理论体系中，矩阵行等价、线性方程组同解性与矩阵行向量

组等价性三者存在紧密的内在关联，是刻画矩阵本质特征的重要依托。因此，系统归纳梳理各类等价概

念的内在联系与表达形式，能够从多维度完整刻画矩阵行等价的核心性质，不仅完善了矩阵等价相关理

论体系，也为线性方程组求解、矩阵秩判定、线性变换构造等问题提供了规范的理论依据与求解方法。

后续可继续探究矩阵行等价的延伸性质，进一步丰富其在线性代数理论中的应用场景。 
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