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摘  要 

若一个图的自同构群在其弧集上是传递作用的，则称该图为对称图。本文运用群论方法，对所有可容许

素数对 ( ),p q ，完成了阶为18 pq 的连通五度对称图的分类。确定了这类图的自同构群均为特定的有限几

乎单群，拓展了复合阶五度对称图已有的分类结果。 
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Abstract 
A graph is symmetric if its automorphism group acts transitively on its arcs. Using group-theoretic 
methods, we classify all connected pentavalent symmetric graphs of order 18 pq  for each admissi-
ble pair ( ),p q . The automorphism groups are determined as specific finite almost simple groups, 
extending known classifications of pentavalent symmetric graphs with composite orders. 
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1. 引言 

对称图的研究可追溯至 Tutte 关于 3 度图的开创性工作[1] [2]。长期以来，特定阶对称图的分类问题

成为该领域的核心研究方向，阶为 , 2 ,3p p p 以及 pq  [3]-[6]的对称图已得到完整的分类结果。Li 进一步

刻画了奇数阶的传递图[7]。 
近几十年来，带度数限制的图分类问题受到广泛关注。Conder 与 Dobcsányi [8]完成了顶点数不超过

768 的 3 度对称图的分类工作。对于 4 度情形，周和冯[9]分类了阶为 2 pq 的 1-正则图。周与冯[10]得到

了若干 5 度对称图族的重要基础结论，学者们相继完成阶为12 ,8 ,24 ,30 ,2 ,4 ,18p p p p pq pq p  [11]-[17]的 5
度对称图的分类研究。此外，无平方因子阶的五度1−正则图与弧传递图已被完全分类[18] [19]，近期 Mey-
mandi 等人完成阶为 8pq 的五度对称图的分类工作[20]。 

本文所讨论的图均为有限、简单、连通无向图。对于图 Γ，记VΓ， EΓ， AΓ 和 AutΓ分别为其顶点

集、边集、弧集和全自同构群。设G 是集合Ω上的置换群，对α ∈Ω，点稳定子Gα 是G 中固定点α 的子

群。若对任意α ∈Ω均有 1Gα = ，则称G 在Ω 上半正则；若G 在Ω 上既传递又半正则，则称G 在Ω 上正

则。图 Γ中的一条 s -弧是顶点构成的有序 ( )1s + -元组 ( )0 1, , , sv v v ，满足：对1 i s≤ ≤ ， 1iv − 与 iv 相邻，且

对1 1i s≤ ≤ − ， 1 1i iv v− +≠ 。设 AutG ≤ Γ，若G 在Γ的全体 s -弧集合上传递(相应地，正则)，则称图Γ为 ( ),G s
-弧传递图(相应地，( ),G s -弧正则图)。若  G 在所有 s -弧上传递，但不在 ( )1s + -弧上传递，则称 Γ是 ( ),G s
-传递图。当 AutG = Γ时，我们简称为Γ是 s -弧传递、 s -弧正则或 s -传递图。 

阶为18p 与 8pq 的五度对称图已得到完全分类，而阶为18pq ，且 5p q> ≥ ， ,p q 为互异素数的情形

尚未解决。本文对现有研究成果进行补充与完善，研究工作基于有限单群分类定理、有限群结构理论[21] 
[22]，并借助代数系统 GAP [23]与 Magma [24]开展辅助计算。本文限定素数满足条件 5p q> ≥ 。当 5q < ，

即素数取 2 或 3 时，18 pq 的算术结构发生改变，点稳定子的阶约束、候选有限单群集合均会显著变化，

构成独立的分类问题，不在本文讨论范围之内。另外，本文所采用的“正规商约化 + 有限单群分类”研

究思路，若直接迁移到其他阶、其他度数的对称图分类问题时，将会面临点稳定子结构更加复杂、候选

单群数量大幅增加等困难。下面给出本文的主要定理。 
定理 1 设 ( )  ,p q 为互异素数，满足 5p q> ≥ ，Γ是阶为18pq 的连通五度弧传递图，则 ( ),p q 只能取

( ) ( ) ( ) ( )109,11 , 179,89 , 269,67 , 359,179 或者 ( )719,359 。进一步，设 AutG = Γ，图 Γ、自同构群G 及其点稳

定子Gα ，其中 Vα ∈ Γ的全部信息见表 1。下表汇总本文得到全部连通五度对称图，包含图同构类、对应

的自同构群、点稳定子Gα 与素数参数约束，该表格将用于后文几乎单群情形的全部结论汇总。 
 
Table 1. Pentavalent symmetric graphs of order 18pq  
表 1. 阶为18pq 的 5 度对称 

Γ  G  ( ),p q  Gα  

21582  ( )PGL 2,109  ( )109,11  5A  

324414  ( )PGL 2,269  ( )269,67  5A  

286758
i  ( )PSL 2,179  ( )179,89 , 85i ≤  10D  
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续表 

286758
i  ( )PGL 2,179  ( ) ,179,89 136i ≤  20D  

1156698
i  ( )PSL 2,359  ( )359,179 , 3i ≤  20D  

4646178
i  ( )PSL 2,719  ( )719,359 , 4i ≤  20D  

2. 预备结果 

下面整理若干关键基础结论，为后续证明做准备。对素数 r ，我们需要用到 ( )PSL 2, r 与 ( )PGL 2, r 的

极大子群分类，该分类结果参见文献[21] [25]。 
引理 2.1 设 5q ≥ 为素数， ( )PSL 2,G q= 或 ( )PGL 2,G q= 。若 H 是G 的极大子群，则： 

(1) 当 ( )PSL 2,G q= 时， 1qH D −≅ ， 1qD + ， ( )1 2:q q−  ， 4A ， 4S 或 5A ； 

(2) 当 ( )PGL 2,G q= 时， ( )2 1qH D −≅ ， ( )2 1qH D +≅ ， 1:q q−  ， 4S 或 ( )PSL 2, q 。 

下一引理给出连通五度对称图点稳定子的全部可能结构(参见文献[10] [26])。 
引理 2.2 设图Γ为五度图， AutG ≤ Γ，G 在Γ上 ( ),G s -传递，且 1s ≥ 。对顶点 Vα ∈ Γ，下述情形有

且仅有一种成立： 
(1) 若点稳定子Gα 可解，则 3s ≤ ，且 | 80Gα ，点稳定子的全部可能结构如表 2 所示。下表列出五度

弧传递图可解点稳定子Gα 的全部可行结构，来自文献已有分类结果，将在分情形讨论中反复引用。 

 
Table 2. Structures of soluble vertex‑stabilizers  
表 2. 可解情况 

s  Gα  Gα  

1 10 205 , ,D D  25,2 5,2 5⋅ ⋅  

2 20 20 2,F F ×  2 32 5,2 5⋅ ⋅  

3 20 4F ×  42 5⋅  

 
(2) 若点稳定子Gα 不可解，则 2 5s≤ ≤ ，且 9 2| 2 3 5Gα ⋅ ⋅ ；点稳定子的全部可能结构如表 3 所示。下

表给出不可解情形下点稳定子Gα 的所有候选群结构，是判定候选自同构群是否可行的重要依据。 

 
Table 3. Structures of insoluble vertex‑stabilizers 
表 3. 不可解情况 

s  Gα  Gα  

2 5 5,A S  2 32 3 5,2 3 5⋅ ⋅ ⋅ ⋅  

3 ( )4 5 4 5 2 4 5, : ,A A A A Z S S× × ×  4 2 5 2 6 22 3 5,2 3 5,2 3 5,⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  

4 ( ) ( ) ( ) ( )ASL 2,4 ,AGL 2,4 ,A L 2,4 ,A L 2,4Σ Γ  6 7 6 2 7 22 3 5,2 3 5,2 3 5,2 3 5⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  

5 ( )6
2 : L 2,4Z Γ  9 22 3 5⋅ ⋅  

 
分析点传递图的一种有效手段是利用正规子群构造商图。设 Γ是G -点传递图，满足 AutG ≤ Γ。设
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N G 是G 的正规子群，且 N 在顶点集VΓ上的轨道非平凡。商图 NΓ 按如下方式定义：将  N 的全体轨道

作为 NΓ 的顶点；对两条轨道 B 与C 在 NΓ 中相邻当且仅当存在 u B∈ ，v C∈ ，使得 ( ),u v 在原图 Γ中相邻。

特别地，若 ( ) ( )val val NΓ = Γ ，则称 Γ为 NΓ 的正规覆盖。 
若对任意顶点 Vα ∈ Γ，点稳定子Gα 在α 的邻域 ( )αΓ 上的作用为本原作用，则称图 Γ是G -局部本

原图。弧传递五度图自动满足该条件，也是本文主要研究对象。 
下面的约化结论是本文分类工作的重要基础，该结论的思想来源于文献[27] [28]。 
引理 2.3 设图  Γ的自同构群包含点传递且局部本原的子群G 。若G 的正规子群 N 在顶点集VΓ上至

少有 3 条不同轨道，则下述结论成立： 
(1) N 在VΓ上半正则G N 可以嵌入到 Aut NΓ ，且 Γ是 NΓ 的正规覆盖； 
(2) 取商之后点稳定子保持同构：即任取 Vα ∈ Γ，记 Γ为α 所在的 N -轨道 NVγ ∈ Γ ，有 ( )G G Nα γ

≅ ； 

(3) 对1 5s≤ ≤ 或 7s = ，Γ为 ( ),G S -传递图当且仅当 NΓ 为 ( ),G N s -传递图。 

若对任意顶点 Vα ∈ Γ，点稳定子Gα 在α 的邻域 ( )αΓ 上的作用为本原作用，则称图 Γ是G -局部本原

图。弧传递五度图自动满足该条件，也是本文主要研究对象。 
下面的约化结论是本文分类工作的重要基础，该结论的思想来源于文献[29]。 
为构造五度对称图，需要陪集图概念。设G 为有限群， H G≤ 为其子群， D 是G 中若干个 H -双陪

集构成的集合。陪集图 ( )Cos , ,G H D 定义如下：顶点集为 G 关于 H 的全体右陪集 [ ]:G H ；边集为

{ }{ }, | ,Hg Hdg g G d D∈ ∈ 。该图的度数为 D H ；图连通当且仅当 D 生成群G 。若 

{ }1 1 |D D d d D− −= = ∈ ，则陪集图是无向图。另外，对任意 AutGα ∈ ，有同构 

( ) ( )Cos , , Cos , ,G H D G H Dα α≅  (参见文献[11])。 

引理 2.4 设图Γ具有点传递自同构子群 AutG ≤ Γ，则 ( )Cos , ,G H DΓ ≅ ，其中 H Gα= 是顶点 Vα ∈ Γ

的点稳定子， D 由G 中所有将α 映到其邻点的元素构成。进一步有： 
(1) Γ连通当且仅当 D 生成群G ； 
(2) Γ是G -弧传递图当且仅当 D 是单个双陪集；若存在元素 g G∈ 交换α 与其某个邻点，则 2g H∈

且 D HgH= ； 
(3) Γ的度数等于 D H ，也等于指数 : gH H H∩ 。 

由文献[18]，可以得到阶为18p 的五度对称图的全部结果。 
引理 2.5 设 p为素数，则每一个阶为18p 的五度对称图均同构于表 4 中的某一个图。 

 
Table 4. Pentavalent symmetric graphs of order 18p  
表 4. 阶为18p 的五度对称图 

Γ  AutΓ  条件 

4O  9S  7p =  

1
342  ( )PSL 2,19  19p =  

2
342  ( )PGL 2,19  19p =  

 
结合文献[14]并做简单计算，得到下面引理。 
引理 2.6 设 5p q> ≥ 为互异素数，若  Γ是阶为 6 pq的五度对称图，则  Γ必为表 5 中所列图之一。 
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Table 5. Pentavalent symmetric graphs of order 6 pq  
表 5. 阶为 6 pq 的五度对称图 

Γ  AutΓ  ( ),p q  

390  ( )PSL 2,25  ( )13,5  

6 ,pq sCD  6 , 5:pq sD Z  ( ) ( )5 | 1 ,5 | 1p q− −  

2
1218  ( )PGL 2,29  ( )29,7  

1218
i  ( )PGL 2,29  ( )29,7 , 2,3i =  

1
1722  ( )PSL 2,41  ( )41,7  

1
2982  ( )PSL 2,71  ( )71,7  

5874  ( )PSL 2,89  ( )89,11  

1
10266  ( )PGL 2,59  ( )59,29  

10266
i  ( )PSL 2,59  ( )59,29 ,2 7i≤ ≤  

1
11346  ( )PGL 2,61  ( )61,31  

11346
i  ( )PSL 2,61  ( )61,31 ,2 7i≤ ≤  

 
为完整起见，引用文献[30]给出的阶为  2 pq的五度对称图分类。 
引理 2.7 设 ( )  ,p q 为互异素数且 ( )5q ≥ ，Γ是阶为  2 pq的五度对称图，则  Γ同构于表 6 中某个图。 

 
Table 6. Pentavalent symmetric graphs of order  2 pq  
表 6. 阶为  2 pq 的五度对称图 

Γ  AutΓ  条件 

4O  9S  7p =  

1
342  ( )PSL 2,19  19p =  

2
342  ( )PGL 2,19  19p =  

3. 主要结果 

从本节直至论文末尾[31]，始终假定  Γ 是阶为 18pq 的五度对称图，其中素数满足 5p q> ≥ ，记

AutA = Γ。由引理 2.2， 9 2 5| 2 3Aα ⋅ ⋅ ，于是 10 42 3 5A p q= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 。设  R为群 A 的可解根基。证明分下面两

种情形展开。 
情形 1：假设  A 的可解根基平凡，即 1R = 。 
本情形由下面三条引理完成分析。 
引理 3.1 若 1R = ，则 A 是几乎单群。此时，A 的基座 Γ在顶点集VΓ上至多有两条轨道，并且 5 | Tα 。 
证明：设 N 为群 A 的极小正规子群，则必存在整数 1d ≥ ，使得 dN T≅ ，这里T 代表一个非交换单

群。倘若 N 作用在顶点集VΓ上是半正则的，那么18 |pq N 。鉴于T 属于不可解群，可推出 18T pq= ，

然而阶取该形式的群一定可解，由此导出矛盾。所以 N 在VΓ上的作用不满足半正则条件。根据引理 2.3，

https://doi.org/10.12677/pm.2026.1610227
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集合VΓ最多可拆分为两条 N -轨道，由此可知 9 |pq N 整除。同时 Γ是连通图，且 N 是 A 非平凡正规子

群，那么 ( )N αΓ 就是 ( )A αΓ 的非平凡正规子群。据此能够得到 5 | Nα ，进一步推出 45 |pq N 。已知 5p > ，

因此素数 | |p N 。又 A 是 10 42 3 5 p q⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 的因子，故 2p 不能整除 N ，于是 1d = 。这就说明 A 是几乎单群，

其极小正规子群 N T= 为非交换单群。 
引理 3.2 令T 为非交换单群，若T 满足 25 3 |p q T⋅ ⋅ ⋅ 且 10 4| 2 3 5T p q⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ，则所有满足该约束条件的

群全部罗列在表 7 之中。下表列出满足阶条件的全部非交换单群候选集合，由 Atlas 与 Magma 筛选得到，

作为几乎单群情形讨论基础。 
 
Table 7. Non‑abelian simple groups satisfying the conditions { }2,3,5, ,p q  

表 7. 非交换单{ }2,3,5, ,p q -群 

T  阶分解 ( ),p q  

10A  7 4 22 3 5 7⋅ ⋅ ⋅  ( )7,5  

2J  7 3 22 3 5 7⋅ ⋅ ⋅  ( )7,5  

22M  7 22 3 5 7 11⋅ ⋅ ⋅ ⋅  ( )11,7  

( )6PSL 2,2  6 22 3 5 7 13⋅ ⋅ ⋅ ⋅  ( )13,7  

( )2PSp 4,2  8 2 22 3 5 17⋅ ⋅ ⋅  ( )17,5  

( )PSL 2,r  ( ) ( )2 1 2, 1 mod5r r r− ≡ ±  -- 

 
对于交错群   nA ，只有 10 A 满足阶的约束条件。对于散在单群，仅 2J 与 22M 符合条件。设  T 为定义在

有限域 ( )GF fp 上的李型单群。则 ( )4F q ， ( )6E q ， ( )7E q ， 8E 以及扭型群 ( )2
6E q 均可排除，它们的阶均

含有因子 11q ，与题设矛盾。若 2  ( )T G q= ，则 6 |q T ，仅 ( )2 2G 有可能，但 ( )25 2G 。对于铃木群 ( )2
2B q ，

其中 2 12 8mq += ≥ ，虽然 ( ) ( )2
2 28 , 32B B 满足 2 |q T ，但二者阶均不含因子 9。对于 ( )3

4D q ，条件 2 |q T 与

阶上界冲突。考察 Ree 群 ( )2
2G q ，其中 2 13 27mq += ≥ ，此时 3 |q T ，同样超出阶的限制。对于扭群 ( )2

4F q ，

2 12 8mq += ≥ ，则有 362 | T ，矛盾。因此  T 不属于例外李型群，余下只需考虑典型李型单群。借助《群 Atlas》
以及 Magma 软件核验，得到表 7 中的全部群。 

引理 3.3 设  A 为几乎单群，则  Γ同构于表 1 中的某个图。 
证明：记对应群的基座为 ( )Soc A 。因 A 是几乎单群，故存在非交换有限单群  T 满足。由 

10 4| | 2 3 5T A p q⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ，可得 10 4| 2 3 5T p q⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 。根据引理 3.1，T 在顶点集VΓ上至多含两条轨道，因此

9 |pq T 。结合 5 | Tα 可知 5 | T ，从而 45 |pq T 。依据引理 3.2，T 只能为表 7 所列的候选单群。下面对各

候选群逐一进行讨论。 
设 ( )6

10 2 22, , , PSL 2,2T A J M≅ 或 ( )2PSp 4,2 。查阅《群 Atlas》 [30]，对应的外自同构群依次为 

( ) 2 2 2 6 4Out , , , ,T =      ，于是 .A T O≅ ，其中 ( )OutO T≤ 。由文献 [26]，上述各群的阶分别为

7 4 22 3 5 7⋅ ⋅ ⋅ ， 7 3 22 3 5 7⋅ ⋅ ⋅ ， 7 22 3 5 7 11⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ， 6 22 3 5 7 13⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ， 8 2 22 3 5 17⋅ ⋅ ⋅ 。又 A T m= ⋅ ，其中 m O= ，且

18 :pq A Aα= 以及 5 | Aα ，据此可算出各点稳定子α 的阶。若 10 2 22, ,T A J M≅ ，则 6 22 3 5
18

A
A

pqα = = ⋅ ⋅ ，

7 22 3 5⋅ ⋅ ， 62 3 5⋅ ⋅ ， 72 3 5⋅ ⋅ ， 62 5⋅ ， 72 5⋅ ；若 ( )6PSL 2,2T ≅ 或 ( )2PSp 4,2 ，则 52 5
18 18

A T m
A m

pq pqα

⋅
= = = ⋅ ⋅  
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或 72 5 m⋅ ⋅ 。对照引理 2.2，上述所有点稳定子的阶均不满足相应条件，从而导出矛盾，故此类情形不可

能出现。 
现设 ( )PSL 2,T r≅ ，其中 ( )1 mod5r ≡ ± 。此时 ( ) 2Out T ≅  ，故 ( )PSL 2,A r= 或 ( )PGL 2,A r= 。T

在顶点集VΓ上至多含有两条轨道，且 60 9T pq= ⋅ 或 60 18pq⋅ ，因此 T 中素因子 2、3、4 的次数分别至

多为 ( )10,4,2 。由 ( ) ( )( )1 1
5 | PSL 2,

2
r r r

T r
− +

= = ，得 210 | 1r − ，即 ( )1 mod5r ≡ ± ，且  r p= 。注意到

1 1gcd , 1
2 2

p p− +  = 
 

，分两种子情形讨论：若 | 1q p + ，则 1 2 3 5i j kp − = ⋅ ⋅ ，且 ( )( )9 | 1 1p p− + ；若 | 1q p − ，

则 1 2 3 5i j kp + = ⋅ ⋅ ，其中指数满足 0 10, 0 4,1 2i j k≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ，且 5p q> ≥ 均为素数。直接计算得候选素

数 { }71,89,109,179,269,271,359,431,541,719,809,1279,1439,1619,1621,2879p∈ ，全部候选情形列于表 8。 

 
Table 8. Candidate almost simple groups ( )PSL 2,r  

表 8. 候选 ( )PSL 2,r 群 

( )PSL 2,r  阶分解 N  阶分解 

( )PSL 2,71  23 32 5 7 71⋅ ⋅ ⋅ ⋅  ( )PSL 2,541  22 33 5 271 541⋅ ⋅ ⋅ ⋅  

( )PSL 2,89  23 32 5 11 89⋅ ⋅ ⋅ ⋅  ( )PSL 2,719  24 32 5 359 719⋅ ⋅ ⋅ ⋅  

( )PSL 2,109  22 33 5 11 109⋅ ⋅ ⋅ ⋅  PSL(2,809  23 34 5 101 809⋅ ⋅ ⋅ ⋅  

( )PSL 2,179  22 32 5 89 179⋅ ⋅ ⋅ ⋅  ( )PSL 2,1279  28 32 5 71 1279⋅ ⋅ ⋅ ⋅  

( )PSL 2,269  22 33 5 67 269⋅ ⋅ ⋅ ⋅  ( )PSL 2,1439  25 32 5 719 1439⋅ ⋅ ⋅ ⋅  

( )PSL 2,271  24 33 5 17 271⋅ ⋅ ⋅ ⋅  ( )PSL 2,1619  22 34 5 809 1619⋅ ⋅ ⋅ ⋅  

( )PSL 2,359  23 32 5 179 359⋅ ⋅ ⋅ ⋅  ( )PSL 2,1621  22 34 5 811 1621⋅ ⋅ ⋅ ⋅  

( )PSL 2,431  24 33 5 43 431⋅ ⋅ ⋅ ⋅  ( )PSL 2,2879  26 32 5 1439 2879⋅ ⋅ ⋅ ⋅  

 
对素数 { }71,89,271,431,809,1279,1439,1619,1621,2879p∈ ，由《群 Atlas》[30]可知单群 ( )PSL 2,T p=

的外自同构群满足 ( ) 2Out T =  。此时几乎单群 AutA = Γ 可表示为 .A T O≅ ，其中  O 为 ( )Out T 的子群。

对应群 A 的阶依次为： 
3 2 3 2 4 3 4 3

3 4 8 2 5 2

2 4 2 4 6 2

2 3 5 71 , 2 3 5 11 89 , 2 3 5 17 271 , 2 3 5 43 431

2 3 5 101 809 , 2 3 5 71 1279 , 2 3 5 719 1439 ,
2 3 5 809 1619 , 2 3 5 811 1621 , 2 3 5 1439 .

,

2879

A m m m m

m m m
m m m

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

 

根据式中 { }1, 2m O= ∈ ，并且结合图论基本关系18 :pq A Aα= 与整除条件 5 | Aα ，可唯一确定点稳

定子群 Aα 的阶，并结合引理 2.2 判定其群结构。以 ( )PSL 2,71T ≅ 与 ( )PSL 2,89T ≅ 为例，两类情形下均

有 22 5Aα = ⋅ 或 32 5⋅ ，由引理 2.2 可得 ( ),m Aα 的可行组合为 ( )201, D 与 ( )20 22, F × 。其余素数对应的候选

单群均可通过相同方法完成分析。 
本文使用 GAP 与 Magma 做辅助计算的实现思路简述：调用软件内置有限单群群库构造候选基座群，

利用子群搜索函数筛选满足阶条件的子群作为候选点稳定子Gα ，进一步构造陪集图，检验图的连通性与

度数条件，并核验自同构群的弧传递性质，以此校验理论推导得到的候选对象。借助 GAP [23]与 Magma 
[24]开展群论数值验证，结果表明上述所有情形中，几乎单群 .A T O≅ 均不存在同构于对应候选结构的点 
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稳定子群 Aα ，由此导出矛盾，该组情形全部无解。进一步讨论 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }PSL 2,109 ,PSL 2,179 ,PSL 2,269 ,PSL 2,359 ,PSL 2,719T ∈ 的情形，此类单群同样满足 

( ) 2Out T =  ，即 { }1, 2m O= ∈  A 且 { }1,2m O= ∈ ，群  A 的阶依次为： 2 32 3 5 11 109A m= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ， 
2 22 3 5 89 179 m⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ， 2 32 3 5 67 269 m⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ， 3 22 3 5 179 359 m⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ， 4 22 3 5 359 719 m⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 。同理结合 
: 18A A pqα = 以及 5 | Aα 计算 Aα ，再通过引理 2.2 锁定点稳定子群的具体结构。 

当 ( )PSL 2,109T ≅ 1R ≠ 18 109 11 21582⋅ ⋅ = 或 ( )PGL 2,109T ≅ 时，由引理 2.2 可确定 22 3 5Aα = ⋅ ⋅ ，即

5A Aα ≅ 为唯一可行结构。经 GAP 与 Magma 验算，当 ( )Aut PGL 2,109Γ ≅ 时，存在唯一阶数为 
18 109 11 21582⋅ ⋅ = 的五度对称图，记为 21582 。 

当 ( )PSL 2,179T ≅ 或 ( )PGL 2,179T ≅ 时，引理 2.2 给出 2 5Aα = ⋅ 或 22 5⋅ ，对应 10A Dα ≅ 或 20D 。依据

引理 2.4，利用 GAP 系统检索满足条件的 2 阶元  g ，计算得 ( )PSL 2,179 中至多包含 85 个有效 2 阶元，

对应至多 85 个候选图； ( )PGL 2,179 中至多包含 136 个有效 2 阶元，对应至多 136 个候选图。剩余候选

单群均可采用相同流程分析，结合 GAP 与 Magma 的全部计算结果，可汇总得到表 1 的全部结论。 
综上，所有候选情形分析完毕，定理得证。 
情形 2：假设 A 的可解根基非平凡，即 1R ≠ 。在此前提下，给出关于可解极小正规子群的关键引

理。 
引理 3.4 设素数满足 5 q p≤ < 。若  A 含有可解的极小正规子群，则不存在阶为18pq 的五度对称图。 
证明：设  N 是  A 的可解极小正规子群，则 N A 。于是存在素数 r 和正整数 d ，使得 d

rN ≅  ，并且

 N 在顶点集VΓ上至少有 3 条轨道。由引理 2.3，N 在VΓ上半正则，故 |18N pq 。结合素数条件 5p q> ≥ ，

得 2
2 3 3, , , qN ≅     或 p 。 

子情形 1： N ≅ 2  
依据引理 2.3，商图 NΓ 的阶为  9 pq ，是五度的 A N 弧传递图。奇数阶的对称图度数必为偶数，但 NΓ

的度数为 5，矛盾。因此该子情形不可能发生。当通过商群 A N 的群结构复原原群 A 时，结合本论文阶

18pq 的算术条件以及基座性质，可以判定：该阶条件下不存在非分裂群扩张，因此只需要考虑直积与半

直积两种群扩张，针对半直积情形，文中会明确给出正规子群上的自同构作用，以此确定群结构，排除

结构歧义。 
子情形 2： N ≅ 3  
由引理 2.3， NΓ 是阶为  6 pq 的五度 A N -弧传递图，满足引理 2.7 的条件。 A N 在 NΓ 上的弧传递性

给出 30 |pq A N 。又 ( )Aut NA N ≤ Γ ，故 30 | Aut Npq Γ 。于是 NΓ 只能是 390 、 6 ,pq s 、 1
1218 、 ( )1218 2,3i i = 、

1722 、 2982 、 5874 、 10266 、 ( )10266 2 7i i≤ ≤ 、 1
11346 或 ( )11346 2 7i i≤ ≤ 。 

若 390NΓ ≅  、 1
1218 、 ( )1218 2,3i i = 、 1722 、 2982 、 ( )10266 2 7i i≤ ≤ 或 ( )11346 2 7i i≤ ≤ ，对应的素数对 ( ),p q

依次为 ( )13,5 、 ( )29,7 、 ( )29,7 、 ( )41,7 、 ( )71,7 、 ( )59,29 或 ( )61,31 ；对应的自同构群 Aut NΓ 分别同构

于 ( )PSL 2,25 ， ( )PGL 2,29 ， ( )PSL 2, 29 ， ( )PGL 2,41 ， ( )PSL 2,71 ， ( )PSL 2,59 ， ( )PSL 2,61 。由 NΓ

的弧传递性可以还原 A 的群结构。利用18 :pq A Aα= 得到 ( )18A A pqα = ，再由引理 2.2 确定点稳定子

Aα 的结构。以 390NΓ ≅  为例， ( )3 PSL 2,25A ≅ × ，此时 20Aα = ， 20A Dα ≅ 。若 1
1218NΓ ≅  ，则

( )3 PGL 2,29A ≅ × 或 ( ) 3PSL 2,29 : S ， 10Aα = ， 10A Dα ≅ 。其余情形可同理分析。但 GAP 计算表明，

上述每一种情形下，群 A 均不存在满足要求的同构于 Aα 的子群，导出矛盾。 
若 5874NΓ ≅  、 10266 或 11346 ，则对应素数对 ( ),p q 为 ( )89,11 、( )59,29 或 ( )61,31 ，而且 Aut NΓ 分别为

( )PSL 2,89 、 ( )PGL 2,59 或 ( )PGL 2,61 。由弧传递性得到 A 的结构，引理 2.2 给出 Aα 。以 5874NΓ ≅  为例，
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( )3 PSL 2,89A ≅ × ， 60Aα = ， 5A Aα ≅ 。借助 GAP 与 Magma 搜索引理 2.4 所述的 2-阶元 g ，在 ( )PSL 2,89

中没有找到这样的元素，故 ( )3 PSL 2,89A ≅ × 不能给出图 Γ。同理，在 ( )3 PGL 2,59× ， ( ) 3PSL 2,59 : S ，

( )3 PSL 2,59× ， ( )3 PGL 2,61× 或 ( ) 3PSL 2,61 : S 中均不存在满足引理 2.4 的 2-阶元，矛盾。 

若 6 ,N pq sΓ ≅  ，则 6 5Aut :N pqDΓ ≅  。因为 A N 是 Aut NΓ 的弧传递子群，故 6 530 | | :pqq DA Np  ，

于是只能有 6 5:pqDA N =  。记 H 为 6  pqD 中阶为 pq的正规子群， P 是 H 的 Sylow p -子群。由 Sylow 定

理，P 在 H 中是特征子群；结合 6 pqH D ，得 6 pqP D 。又 P 是 6  pqD 的 Sylow p -子群，故 P 在 6  pqD 中

特征，而 6 pqD A N ，因此 P A N 。由条件 5p q> ≥ ，5 | 1p − 且 5 | 1q − ，故 11q ≥ ，P 是 A N 的 Sylow

p -子群。令  P G N= ，则 pG N ≅  ， 3G p= 。由 Sylow 定理，G 有正规 Sylow p -子群 pM ≅  ，于是

3 pG N M= × = ×  。注意到G A ，故 M A ，从而商图 MΓ 是阶为18q 的五度对称图。由引理 2.5，
7q = 或19 不满足条件，且要求 5 | 1q − ，故不存在这样的图， 6 ,N pq sΓ ≅  这一情形被排除。阶为  6 pq 的

全部正规商图都导出矛盾，因此当 3N ≅  时，不存在阶为18pq 的五度对称图。 

子情形 3： N ≅ 2
3  

引理 2.3 给出 NΓ 是阶为  2 pq的五度 A N -弧传递图，满足引理 2.7。 A N 在 NΓ 上传递，故 
10 |pq A N 。又 Aut NA N ≤ Γ ，于是10 | Aut Npq Γ ，因此 574NΓ ≅  、 406 、 3422 、 3782 或 170 。 

若 574NΓ ≅  ，则 ( ) ( ), 41,7p q = ， ( )574Aut PSL 2,41≅ 。由弧传递性， ( )PSL 2,41A N ≅ ，于是 

( )2
3 PSL 2,41A = × 计算得 60

18 7 41
A

Aα = =
⋅ ⋅

。根据引理 2.2， 5A Aα ≅ 。但是 ( )PSL 2,41 不存在 60 阶子

群，矛盾。故 574NΓ ≅/  。 
若 406 3422 3782, ,NΓ ≅    ，对应 ( ) ( ) ( ) ( ), 29,7 , 59,29 , 61,31p q = ， Aut NA N ≤ Γ ；由弧传递性， 

( ) ( ) ( )PGL 2,29 ,PGL 2,59 ,PGL 2,61A N ≅ 。由此可以得到  A 的群结构。由18 :pq A Aα= ， 18A A pqα = ，

再由引理 2.2 确定 Aα 。以 406NΓ ≅  为例， ( )PGL 2,29A N ≅ ，则 ( )2
3 PSL 2,29A ≅ × ， ( )2

3 PGL 2,29× ，

( )( )2
3 3 : PGL 2,29×  ， ( )( )3 3: : PGL 2, 29  ，此时 30

18 29 7
A

Aα = =
⋅ ⋅

或 60，引理 2.2 给出 5A Aα ≅ 。利

用 GAP、Magma 搜索引理 2.4 中的 2-阶元 g ，计算返回空结果，即 ( )PGL 2,29 中没有满足条件的 2-阶

元，故 ( )2
3 PGL 2,29A ≅ × 不能实现图  Γ。同理， ( )2

3 PSL 2,59× ， ( )2
3 PGL 2,59× ， ( )( )2

3 3 : PGL 2,59×  ，

( )( )3 3: : PGL 2,59  ， ( )2
3 PSL 2,61× ， ( )2

3 PGL 2,61× ， ( )( )2
3 3 : PGL 2,61×  ， ( )( )3 3: : PGL 2,61  中

均无满足引理 2.4 的 2-阶元，矛盾。 
最后讨论 170NΓ ≅  ，此时 ( ) ( ), 17,5p q = ， ( )170 4Aut PSp 4,4 .≅  。由于 ( )PSp 4,4 在 NVΓ 上非传递，故

( ) ( )2 4PSp 4, 4 . PSp 4,4 .A N≤ ≤  该群的 Schur 乘子平凡，因此 ( )2
3 2PSp 4,4 .A = ×  ， 

( )2
3 4PSp 4,4 .A = ×  ，于是 A 含有正规子群。验算可知  M 在VΓ上至多 2 条轨道，得到 640Mα = 或 1280。

Magma 计算表明 ( )PSp 4, 4 不存在 640 阶与 1280 阶子群，矛盾。 

子情形 4： qN ≅   
由引理 2.3，正规商图 NΓ 是阶为18p 的五度 ( )A N -弧传递图，满足引理 2.5 的条件。A N 在 NΓ 上传

递，故 90 |p A N 。又 Aut NA N ≤ Γ ，于是 90 | Aut Np Γ ，因此 1
4 342,N OΓ ≅  或 2

342 。从而 

( )9Aut ,PSL 2,19N SA N ≤ Γ ≅ 或 ( )PGL 2,19 。于是 ( )9. , .PSL 2,19q qA S≅   或 ( ).PGL 2,19q 。可以得到 A

的正规子群 H ，满足 9qH A= × 或者 ( )PSL 2,19qH = × 。记 M H ′= 为 H 的换位子群，则 9M A= 或

( )PSL 2,19M = 。 M 在VΓ至多两条轨道，故 9 |pq M 。当 7p = 或 19 时，得到   5q = 。现在基于群 A 分

析点稳定子 H 的可能结构，分情形展开讨论。若 5 9.A S≅  ，则 H 的可能同构类型为 
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( ) ( )5 9 5 7 5 2 7 5 2 7 5 8 5 8 5 9 5 9, , , , , , ,A S A S A S A S× × × × × × × × × ×          。若 ( )5.PSL 2,19A ≅  则 

( )5 PSL 2,19H = × 。 

若 ( )5.PGL 2,19A ≅  ，则 A 同构于 ( )5 PGL 2,19× 或者 ( ) 10PGL 2,19 : D 。相应地， H 可能同构于

( ) ( ) ( )5 9 5 5 10, PSL 2,19 , PGL 2,19 , PGL 2,19 :A D× × ×   。借助 Magma 验算， qN ≅  这一子情形下不存

在满足条件的图。 
子情形 5： pN ≅   
该子情形与 qN ≅  对称，同理可得：不存在对应的图。N 的全部可能选取均导出矛盾，因此可得到：

当可解根基 1R ≠ 时，阶为18pq 的五度对称图不存在。至此情形 2 证明完毕。于是主定理 1 成立。对素

数 5p q> ≥ ，所有此类图均出现在情形 1，情形 2 中没有解。 

4. 结论 

本文完成了素数满足 5p q> ≥ 条件下阶18pq 的连通五度对称图的完全分类。证明表明，满足条件的

连通五度对称图仅存在于自同构群为几乎单群的情形；若自同构群的可解根基非平凡，则不存在这样的

图。全部图同构类、自同构群、点稳定子Gα 及对应的素数约束汇总于表 1。本文仅讨论 5p q> ≥ 。当 2,3q =
时，群阶算术条件改变，点稳定子和候选单群集合均会发生变化，属于另一独立分类问题，留作后续研

究。文中采用的正规商约化结合有限单群分类定理的思路，可为其他复合阶五度对称图分类提供参考。

将该方法推广至其他阶或其他度数时，点稳定子结构显著复杂化，候选单群数目激增，相关分类工作仍

存在挑战，值得继续探究。 
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