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摘  要 

本文对第十七届非数学类大学生数学竞赛中的一道常微分方程试题，从不同角度出发，给出了六种解题

方法，旨在拓展发散思维，跳出固定套路，并且对比优劣，学会择优解题。本文还找到了该方程的常数

解，更全面地考虑问题。 
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Abstract 
This paper presents six distinct solution methods for an ordinary differential equation problem 
from the 17th National College Mathematics Competition (Non-Mathematics Category). It aims to 
help students broaden their divergent thinking, break away from fixed routines, and learn to select 
the optimal approach by comparing the advantages and disadvantages of each method. Further-
more, this study identifies the constant solution of the equation, encouraging students to consider 
problems from a more comprehensive perspective. 
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1. 介绍 

常微分方程[1]作为大学数学课程体系中的重要分支，不仅是数学理论研究的基石，更是物理、工程、

经济等诸多学科进行数学建模与求解的关键工具。在各类数学竞赛中，常微分方程试题往往以其高度的

灵活性与综合性，成为检验学生数学素养与创新思维的重要载体。对于非数学类专业的学生而言，面对

形式多变的微分方程，如何突破常规套路、敏锐洞察方程结构并选择最优解法，是提升解题能力的关键

所在。 
本文以第十七届全国大学生数学竞赛(非数学类)初赛试题中的一道常微分方程试题为研究对象。该

题目形式复杂，涉及多变量的四则混合运算，若仅采用单一的固定思维，往往难以迅速找到突破口。本

文从变量代换、积分因子、恰当导数方程[2]等多个角度对该题进行深度剖析，共整理出两类共计六种具

有代表性的解题方案，并补充了答案中不涉及的常数解。 
通过“一题多解”的对比与探讨，本文旨在打通不同知识点之间的壁垒，夯实数学基础，并在展示

多种解题路径的同时对比各方法的优劣，从而有效锻炼逻辑推理能力与数学思维的灵活性[3]。 

2. 试题及答案分析 

第十七届全国大学生数学竞赛于 2025 年 11 月举行。其中非数学类初赛试题的第三大题是一道求解

常微分方程的试题。命题人的目的是考查学生对导数、微分以及常微分方程基础知识的掌握程度，以及

综合且灵活地运用所学知识的能力。具体题目为：求微分方程 

 ( )ln sin 1 cos cos 0y x x y x y y′ + − =  (1) 

的通解。 
本文设计了两大类共计六种不同的解法，供参与竞赛的学生和竞赛辅导的教师们参考。我们首先介

绍第一类解法，这类解法综合利用了两个函数商的导数公式和一阶微分的形式不变性。 

2.1. 利用恰当导数方程的方法 

初等积分法是常微分方程最基本的方法，运用初等积分法需要一定的技巧性。东北师范大学微分方

程教研组介绍了恰当导数方程的概念，并利用这个概念帮助学生求解了一些看起来无法求解的方程。 
定义 1. [2] 如果方程 

( )( )1, , ', , nF x y y y C− =  

的左端恰为某一函数
( )( )1, , , nx y y −Φ  的导数，即该方程可以化为 

( )( )1d , , , 0,
d

nx y y
x

−Φ =
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则称之为恰当导数方程。 
例 1. [2] 求解方程 2'' ' 0yy y− = 。 

解：先将两端同乘不为零的因子 2

1
y

，则有 

2

2

'' ' ' 0yy y d y
dx yy

 −
= = 

 
， 

故 1'y C y= ，从而通解为 1
2

C xy C e= 。 

结合定义 1 和例 1，我们依次给出两种新解法。我们首先直接利用恰当导数方程给出第一种解法。 

2.1.1. 解法一 
将方程(1)两边同时除以 2cosx y ，我们可以得到 

2

1ln sin cos
1 0

cos

y x y y
x

y

′ +
− = 。 

进一步整理得到 

( ) ( )
2

ln cos ln cos
1 0

cos
x y x y

y

′ ′−
− = ， 

即 

ln 0
cos

x x
y

′
 

− = 
 

， 

直接积分得 

ln
cos

x x C
y
− = ， 

进一步，整理得到 

( )1sec
cos ln

x C
y

y x
+

= = 。 

接下来，我们利用恰当导数方程的思想和分离变量法给出第二种方法。 

2.1.2. 解法二 

将方程(1)两边同时除以 ( )2lnx x ，经整理后可得 

( ) ( )

2

2 2

1ln sin cos cos 0
ln ln

y x y y yx
x x

′ +
− = ， 

进一步整理，我们可以得到 

( ) ( )
( )

2

2

ln cos ln cos cos 0
lnln

x y x y y
xx

′ ′−  − − = 
 

。 

利用商的导数公式，即得 
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2cos cos 0
ln ln

y y
x x

′
   + =   
   

。 

令 

cos
ln

yu
x

= ， 

则  
2u u′ = − ， 

分离变量得 

2

1 d du x
u

− = ， 

积分得 

1 x C
u
= + ， 

即 

1u
x C

=
+

， 

回代即得通解，与方法一结果完全相同。 

2.2. 利用变量变换结合初等积分法的方法 

利用变量变换实现常微分方程的求解是常微分方程课程与教材始终强调并贯彻的内容和基本功训

练。学生在掌握了变量分离方程的解法之后，第一时间就会学到可化为变量分离方程，从这时起利用变

量变换求解常微分方程就是学生必会的基本功了。因此，我们设计了四种利用变量变换结合初等积分法

的解法。接下来，我们逐一介绍这些方法。 

2.2.1. 解法三(余弦变量变换结合伯努利方程) 
将方程(1)进行整理，得 

 2ln sin cos cosy x x y y x y′ + = 。 (2) 

将方程(2)两边同除以 lnx x ，可得 
2cos cossin

ln ln
y yy y

x x x
′ + = 。 

令 cosz y= ，利用复合函数求导法则，我们有 
2

ln ln
z zz

x x x
′ − = − 。 

利用这个函数变换，我们把原方程转化为关于 z 的伯努利方程。基于伯努利方程的解法，我们进一

步令 

1u
z

= ， 

将其转化为一阶线性方程 
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 1
ln ln
uu

x x x
′ + = 。 (3) 

求解得到 

( )
ln

x C
u

x
+

= 。 

然后依次回代，最终得到通解： 

( )1sec
cos ln

x C
y

y x
+

= = 。 

2.2.2. 解法四(正割变量变换结合一阶线性微分方程) 
方程(2)两边同除以 2ln cosx x y ，我们可以得到 

2

sin 1 1 1
ln cos lncos

y y
x x y xy

′
+ = ， 

即 
sec 1'sec tan

ln ln
yy y y

x x x
+ = ， 

利用复合函数求导法则，可以得到 

 ( ) sec 1sec
ln ln

yy
x x x

′ + = 。 (4) 

该方程为关于 sec y 的一阶线性方程，利用积分因子法或常数变易法可直接求解，得到与解法三一致

的通解。 
解法三和解法四只对因变量进行了变量变换，我们又给出了两种自变量和因变量都进行变量变换的

方法。这两种方法更有趣一些，他们的理论基础是一阶微分的形式不变性，竞赛辅导教师可以在讲解之

前，强调一下一阶微分的形式不变性。 

2.2.3. 解法五(余弦、对数变量变换结合伯努利方程) 
将方程(2)进行变形得到 

( )d ln sin 1 cos cos 0
1 d

y x y x y y
x

x

+ − = 。 

进一步变形，我们得到 

 2 ln 2d cos ln cos cos e cos
d ln

xy x y x y y
x

− + = = 。 (5) 

令 
cos , lnu y v x= = ， 

则上式化为 

2d
d

vu v u e u
v

− + = 。 

这是一个伯努利方程。我们将等式两边同除以 2u ，并整理为关于
1
u
的线性方程 
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1d
1

d
vu v e

v u

 
 
  + = 。 

再令
1w
u

= ，即可化为线性微分方程 

d e
d

vwv w
v
+ = 。 

求解，依次回代后得到相同通解。 

2.2.4. 解法六(余弦、对数变量变换结合变量可分离方程) 
我们将解法五过程中出现的方程(5)的两边同除以 ln x ，并令  

cos
ln

yu
x

= ， 

从而 

( )2

d cos ln cosd d ln
d ln ln

y x yu x
x x

−
= 。 

利用上述变换，我们可以得到新的方程 

2dln ln
d ln

uu x u xu x
x

 − + + = 
 

。 

进一步整理即得 

2d
d ln

u xu
x

− = ， 

从而 

1d d ln dx x x
u

  = = 
 

， 

积分得  

1 x C
u
= + ， 

回代得通解。 

2.3. 常数解 

观察原方程，当 cos 0y = 时，方程左端恒为 0，故 π 2 πy k= +  (k 为整数)为方程的常数解。结合前几

种方法所得的通解，可完整描述该微分方程的解族结构。 

3. 讨论与结论 

本文的第一类方法整体比第二类方法的前两种难，技巧性高；第二类方法的后两种方法比第一类方

法难，需要的知识点更多。第二类方法的前两种方法更容易被接受和掌握。 
解法三中的方程(3)和解法四中的方程(4)，可以利用恰当导数方程的思路结合两个函数乘积的导数公

式求解，可以在讲解时引导学生，进一步提升他们的观察能力和综合运用知识的能力。 
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对这道常微分方程试题，本文通过给出六种不同角度的解题方法——涉及变量代换、分离变量法、

一阶线性微分方程、伯努利方程、商的导数结构——打通知识点之间的壁垒，夯实数学基础，锻炼发散

思维与逻辑推理能力。并找到原题中方程的全部常数解，全面描述了该方程的解集。通过“一题多解”

的对比与探讨，提升解题的灵活性与效率，并提示注意全面考虑问题。 
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