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摘  要 

设为可分复Hilbert空间， ( )1  表示上所有秩1幂等元的集合。映射ψ 保持任意两个秩1投影算

子的特定凸组合的数值半径当且仅当ψ 保持任意两个秩1投影算子的转移概率。当维数为2时，设

( ) ( )1 1:φ →    为满射，且存在 ( )0 0,1λ ∈ 使得对任意 ( )1,E F ∈   有 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )0 0 0 01 1W E F W E Fλ λ λ φ λ φ+ − = + − 。通过证明φ 保持秩1投影算子集，可得φ 由某一酉算

子或反酉算子诱导。 
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Abstract 
Let   be a separable complex Hilbert space, and ( )1   denote the set of all rank-1 idempo-
tents on  . A map ψ  preserves the numerical radius of a specific convex combination of any two 
rank-1 projection operators if and only if ψ  preserves the transition probability of any two rank-
1 projection . Assume dim 2= , let ( ) ( )1 1:φ →     be a surjective map, and suppose there 
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exists ( )0 0,1λ ∈  such that ( )( ) ( ) ( ) ( )( )0 0 0 01 1W E F W E Fλ λ λ φ λ φ+ − = + −  for any ( )1,E F ∈   . 
By proving that φ  preserves the set of rank-1 projection operators, it is concluded that φ  is in-
duced by a unitary or anti-unitary operator. 
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1. 引言 

关于算子数值域的研究，最早可以追溯到 1919 年 O. Toeplitz 与 F. Hausdorff 的工作(见文献[1] [2])。
设 为可分复 Hilbert 空间， ( )  为 上全体有界线性算子构成的集合。对于任意有界线性算子

( )T ∈  ，其数值域定义为： 

( ) { }, : , 1 .W T Tx x x x= ∈ =  

他们证明了算子的数值域是复平面上的单连通凸子集，这一结果被称为 Hausdorff-Toeplitz 定理(见文

献[1] [2])。设{ }:ie i∈Λ 是的一组标准正交基，对任意 ( )T ∈  ，记 ( ) 1Tr ,n nnT Te e∞

=
= ∑ 为T 的迹。

k 是正整数，记 ( ) ( ) ( ){ }2 *: ,Trk P P P P P k= ∈ = = =    。 ( ) ( ) ( ){ }2: ,Trk E E E E k= ∈ = =    。

Halmos 在[3]中定义了算子组的联合数值域：设 ( ) ( )1, , m
mA A= ∈A    ， 

( ) ( ){ }1 , , , , : , 1 .mW A x x A x x x x= ∈ =A    

关于算子组联合数值域的闭性、紧性与凸性等性质，已有相关文献进行研究(见文献[4]-[7])。例如，

若 A 是交换的正规算子组，则 ( )W A 是凸的(见文献[8])。 
Wigner 定理指出(见文献[9])：若映射 ( ) ( )1 1:φ →    保持秩 1 投影的转移概率，即对任意

( )1,P Q∈  有 ( ) ( )( ) ( )Tr TrP Q PQφ φ = ，则φ由某一酉算子或反酉算子诱导。Wigner 定理已得到多方面 

推广：2004 年，P. Šemrl 证明了保持双边正交性的双射由一个酉算子或反酉算子诱导(见文献[10])。2016
年，G. P. Gehér 和 P. Šemrl 进一步证明了保持双边正交性的满射由一个酉算子或反酉算子诱导(见文献

[11])。 
诸多学者刻画了保持数值域或保持联合数值域的映射(见文献[12] [13])。特别地，邓年等人在[14]中

对保持两个投影算子的联合数值域的映射进行刻画。基于不定内积在部分物理问题中的应用背景，Qian 
等人研究了保持两个秩 k 幂等元的联合数值域的映射，若 ( ) ( ): k kφ →    为满射且保持任意两个幂等

元 ( ), kE F ∈   的联合数值域，他们得到φ 由某一酉算子或反酉算子诱导。对于任意的 ( )T ∈  ，其数

值 半 径 定 义 为 ， ( ) { }sup , : , 1w T Tx x x x= ∈ = 。 我 们 得 到 ， 映 射 ψ 保 持 任 意 两 个 秩 

1 投影算子的特定凸组合的数值半径，当且仅当ψ 保持任意两个秩 1 投影算子的转移概率。所以，研究

保持任意两个幂等元凸组合数值域的映射，是该方向的自然延伸。我们进一步研究了保持任意两个秩 1
幂等元特定凸组合的数值域的满射。 
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2. 保持秩 1 幂等元凸组合数值域的满射 

下面我们证明，在可分复 Hilbert 空间上映射ψ 保持任意两个秩 1 投影算子的特定凸组合的数值半径

当且仅当ψ 保持任意两个秩 1 投影算子的转移概率。 
引理 1.1  设是可分复 Hilbert 空间， ( )1,P Q∈  ， [ ]0,1λ ∈ ，则 

( )( )
( ) ( )( )1 1 4 1 1 Tr

1 .
2

PQ
w P Q

λ λ
λ λ

+ − − −
+ − =  

Proof. 根据 Halmos 双投影定理[15]， ,P Q可表示为： 
2

2

2 2

1 0 0 cos cos sin 0
0 0 0 , cos sin sin 0 , 0, .

2
0 0 0 0 0 0n n

P Q
θ θ θ

θ θ θ θ

− −

  
  π  = = ∈            

 

此时 ( ) 2Tr cosPQ θ= 。令 ( )1P Q Aλ λ+ − = ，故 A 的非零特征值为 

( ) ( )( )
1,2

1 1 4 1 1 Tr
.

2

PQλ λ
µ

± − − −
=  

由 A 为正算子知 ( )
( ) ( )( )1 1 4 1 1 Tr

2

PQ
w A

λ λ+ − − −
= 。◻ 

于是有下面的命题。 
命题 1.2  设 n=  ，ψ 为 ( )1  到 ( )1  的映射。则以下三个命题相互等价： 

(1) 对任意 ( )0,1λ ∈ ，任意 ( )1,P Q∈  ，都有 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 1w P Q w P Qλ λ λψ λ ψ+ − = + − ； 

(2) 存在 ( )0 0,1λ ∈ ，使得对任意 ( )1,P Q∈  ，都有 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )0 0 0 01 1w P Q w P Qλ λ λ ψ λ ψ+ − = + − ； 

(3) 对任意 ( )1,P Q∈  ， ( ) ( ) ( )( )Tr TrPQ P Qψ ψ= 。 

Proof. (1)⟹(2)：显然成立。 
(2)⟹(3)：由引理 1.1 知 ( ) ( ) ( )( )Tr TrPQ P Qψ ψ= ，故(3)得证。 

(3)⟹(1)：对任意 ( )0,1λ ∈ ，由引理 1.1 知 

( )( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( )( )

1 1 4 1 1 Tr
1

2

1 1 4 1 1 Tr

2
1 ,

PQ
w P Q

P Q

w P Q

λ λ
λ λ

λ λ ψ ψ

λψ λ ψ

+ − − −
+ − =

+ − − −
=

= + −

 

故(1)得证。◻ 
设为二维复 Hilbert 空间，φ 为秩 1 幂等元集合到秩 1 幂等元集合的满射。若存在 ( )0 0,1λ ∈ ，使得

对任意 ( )1,E F ∈   ，都有 ( )( ) ( ) ( ) ( )( )0 0 0 01 1W E F W E Fλ λ λ φ λ φ+ − = + − 。证明φ 由酉算子或反酉算子

诱导，先证以下引理。 
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引理 1.3  设为复 Hilbert 空间， ( )1E∈   ，则 ( )
1

2
E

w E
+

= 。 

Proof. 在空间直和分解 ( ) ( )( )R E I R E= ⊕ −  下，先将幂等元 E 写为： 

1
.

0 0
A

E  
=  
 

 

计算其算子范数得： 

2 2
*

1 1 0
1 ,

0 0 0
A

E A
A

  
= = +  
  

 

设
x
y

η
 

= ∈ 
 

为单位向量，则有 

21
, , , .

0 0
A x x

E x Ay x
y y

η η
    

= = +    
    

 

因为对任意单位向量η，由于
2 2 1x y+ = ，根据内积不等式可得 

2

2

, ,

.

E x Ay x

x A y x

η η ≤ +

≤ +
 

令 cosx θ= ，其中 0,
2

θ π ∈   
，则 siny θ= 。从而有 

2

2

sin 21 cos 2
2 2

1 1 1
.

2 2

A
x A y x

A E

θθ+
+ = +

+ + +
≤ =

 

由于存在单位向量ξ ∈使得上述不等式中的等号成立，故其上确界为
1

2
E+

，从而 ( )
1

2
E

w E
+

= 。

◻ 
在二维复希尔伯特空间中，对任意秩 1 幂等元 ( )1E∈   ，在空间直和分解 

( ) ( )( )R E I R E= ⊕ −  下，可先将 E 和 ( )Eφ 分别记为： 

( ) 11 12

21 22

1
, ,

0 0
a aa

E E
a a

φ
  

= =   
   

 

其中 { }\ 0a∈ 且 11 12 21 22, , ,a a a a ∈。 

引理 1.4 设为二维复 Hilbert 空间， ( ) ( )1 1:φ →    为满射。若存在 ( )0 0,1λ ∈ ，使得对任意

( )1,E F ∈   ，都有 ( )( ) ( ) ( ) ( )( )0 0 0 01 1W E F W E Fλ λ λ φ λ φ+ − = + − ，则φ 是 ( )1  上的双射。 

Proof. 假设存在 ( )1,E F ∈   使得 ( ) ( )E Fφ φ= 。令 F E= ，得 ( ) ( )( )W E W Eφ= 且 

( ) ( )( )W F W Fφ= 。由于 ( ) ( )E Fφ φ= 有 ( )( ) ( )( )0 01W E F W Eλ λ φ+ − = 。由引理 1.3 知 ( )E F Eφ= = 。 

因为 ( ) ( )( )0 01W E W E Fλ λ= + − 以及文献[2]知， ( )W E 和 ( )( )0 01W E Fλ λ+ − 是以 ( )1,0 和 ( )0,0 为焦

点，短轴长分别为 ( )* 2 2Tr 1 0E E − − 和 
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( )( ) ( )( )( )* 2 2
0 0 0 0Tr 1 1 1 0E F E Fλ λ λ λ+ − + − − −  

的椭圆盘，故 ( )( ) ( )( )( ) ( )* 2*
0 0 0 0Tr 1 1 TrE F E F E E Eλ λ λ λ+ − + − = = 。代入 ( ) ( ) 2* *Tr TrE E F F E= = ，

化简得 ( )( ) 2*Re Tr E F E=  

另一方面由 Cauchy-Schwarz 不等式，有 

( )( ) ( ) ( ) ( ) 2* * * *Re Tr Tr Tr Tr .E F E F E E F F E≤ ≤ =  

由于上述不等式中等号成立，故存在非零复数 λ 使得 E Fλ= 。对此等式两边求迹，并结合

( ) ( )Tr Tr 1E F= = 可得 1λ = ，即 E F= 。因此φ 为单射，从而为双射。◻ 

引理 1.5  设为二维复 Hilbert 空间， ( ) ( )1 1:φ →    为满射。若存在 ( )0 0,1λ ∈ ，使得对任意

( )1,E F ∈   ，都有 ( )( ) ( ) ( ) ( )( )0 0 0 01 1W E F W E Fλ λ λ φ λ φ+ − = + − ，则 ( )( ) ( )1 1φ =    。 

Proof. 令 F E= ，即得 ( )1E∀ ∈   ，有 ( ) ( )( )W E W Eφ= 。注意到对 ( )1E∈   ， ( )1E∈  当且仅

当 ( )W E ⊆ 。一方面， ( )1P∀ ∈  ，由 ( )( ) ( )W P W Pφ = ⊆ 得 ( ) ( )1Pφ ∈  ，故 ( )( ) ( )1 1φ ⊆    。

另一方面， ( )1P∀ ∈  ，由φ 为满射知 ( )1E∃ ∈   使 ( )E Pφ = 。由 ( ) ( )W E W P= ⊆ 得 ( )1E∈  ，故

( ) ( )( )1 1φ⊆    。综上， ( )( ) ( )1 1φ =    。◻ 

设 2=  ，φ 为 ( )1  到自身的满射，若存在 ( )0 0,1λ ∈ ，使得 ( )1,P Q∀ ∈  ，有 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )0 0 0 01 1 ,W P Q W P Qλ λ λ φ λ φ+ − = + −  

由命题 1.2 知，此等式等价于 

( ) ( ) ( )( )Tr Tr .PQ P Qφ φ=  

而酉 (反酉 )变换保持投影的凸组合的数值域，故不妨假设 ( )1
φ
 

为恒等映射，即 ( )P Pφ = ，

( )1P∀ ∈  。当 0a = 时， ( )1E∈  ，故 ( )E Eφ = 。下证 0a ≠ 时，仍有 ( )E Eφ = 。 

引理 1.6  设为二维复 Hilbert 空间， ( ) ( )1 1:φ →    为满射。若存在 ( )0 0,1λ ∈ ，使得对任意

( )1,E F ∈   ，都有 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )0 0 0 01 1W E F W E Fλ λ λ φ λ φ+ − = + − ， 

则 ( )12
12

1 1
0 0 0 0

a a
a aφ

    
= =    

    
或 ( )21

21

1 01
00 0

a
a a

a
φ
    

= =    
    

。 

Proof. 因 ( ) ( )1Eφ ∈   ，故 ( )( )Tr 1Eφ = 且 ( )( )det 0Eφ = ，即 

 11 22 11 22 12 211, 0.a a a a a a+ = − =  (1) 

令 ( )F R E= 得： 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )0 0 0 01 1 .W E R E W E R Eλ λ λ φ λ φ+ − = + −  

由于φ 在 ( )1  上为恒等映射，故 ( )( ) ( )
1 0
0 0

R E R Eφ
 

= =  
 

。记 

( ) ( ) 0
0 0

1
1

0 0
a

E R E A
λ

λ λ
 

+ − = = 
 
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( ) ( ) ( ) 0 11 0 0 12
0 0

0 21 0 22

1
1 .

a a
E R E B

a a
λ λ λ

λ φ λ
λ λ
+ − 

+ − = = 
 

 

由 ( ) ( )W A W B= 和文献[2]可得 A 和 B 的数值域均是以 ( )1,0 和 ( )0,0 为焦点的闭椭圆盘，且短轴长分

别为 ( )* 2 2Tr 1 0A A − − 与 ( )* 2 2Tr 1 0B B − − 。所以 ( ) ( ) { }sp sp 1,0B A= = 。由 ( )0 sp B∈ 知 ( )det 0B = 。所

以 

 ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )2
0 11 0 0 22 0 12 0 21 0 11 22 12 21 0 0 22det 1 1 0.B a a a a a a a a aλ λ λ λ λ λ λ λ= + − − = − + − =  (2) 

将式(1)代入式(2)，得 ( )0 0 221 0aλ λ− = 。由 ( )0 0,1λ ∈ 知 22 0a = 。将 22 0a = 代回式(1)，解得 11 1a = 且

12 21 0a a = 。 

另一方面，由两椭圆盘的短轴长相等，得 ( ) ( )* *Tr TrA A B B= 。代入 11 1a = 与 22 0a = 计算两侧的迹，

化简得
2 2 2

12 21a a a+ = 。结合 12 21 0a a = 及
2 2 2

12 21a a a+ = 可知， ( )Eφ 只能为引理结论中所述的两种形

式之一。◻ 
引理 1.7  设为二维复 Hilbert 空间， ( ) ( )1 1:φ →    为满射。若存在 ( )0 0,1λ ∈ ，使得对任意

( )1,E F ∈   ，都有 

 ( )( ) ( ) ( ) ( )( )0 0 0 01 1 ,W E F W E Fλ λ λ φ λ φ+ − = + −  (3) 

则
1 1
0 0 0 0

a a
φ
    

=    
    

。 

Proof. 接下来按照引理 1.6 中的两种情形分类讨论。 

情形 1：若 ( ) 121
0 0

a
Eφ

 
=  
 

，其中 12a a= 。由 * 1 0
0

E
a
 

=  
 

知 ( )*
2

1 a
R E

a a

 
=   
 

。由于 ( ) ( )*
1R E ∈  ，

故 ( )( ) ( )* *R E R Eφ = 。在式(3)中令 ( )*F R E= ，得 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )* *
0 0 0 01 1 .W E R E W E R Eλ λ λ φ λ+ − = + −  

记 ( ) ( )*
0 01E R E Aλ λ+ − = ， ( ) ( ) ( )*

0 01E R E Bλ φ λ+ − = ，则 

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

0 00 0
0 0 0 0 122 2 2 2

2 2
0 0 0 0

2 2 2 2

1 11 1
1 1 1 1

, .
1 1 1 1

1 1 1 1

a a

a a
a a

a a a a
A B

a a

a a a a

λ λλ λ
λ λ λ λ

λ λ λ λ

   − −− −
+ + + +   

+ + + +   
= =   

− − − −   
      + + + +   

 

因为 ( ) ( )W A W B= 以及文献[2]知二者焦点相同，并且有 ( ) ( )sp spA B= ，故 ( ) ( )det detA B= 。直接计

算知 

( ) ( ) ( ) ( )20 0
122

1
det 0, det ,

1
A B a a a

a

λ λ−
= = −

+
 

故
2

12 0a a a− = ，从而 12a a= ，即 ( )
1
0 0

a
E Eφ

 
= = 
 

。 

情形 2：若 ( )
21

1 0
0

E
a

φ
 

=  
 

，其中 21a a= 。可得 ( )( ) 21
22

21 2121

11
1

a
R E

a aa
φ

 
=   +  

。由于 
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( )( ) ( )1R Eφ ∈  ，在式(3)中令 ( )( )F R Eφ= ，得 

( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )0 0 0 01 1 .W E R E W E R Eλ λ φ λ φ λ φ+ − = + −  

记 ( ) ( )( )0 01E R E Aλ λ φ+ − = ， ( ) ( ) ( )( )0 01E R E Bλ φ λ φ+ − = ，则 

( )

( ) ( )

0 210
0 02 2

21 21

2
0 21 0 21

2 2
21 21

11
1 1

,
1 1

1 1

a
a

a a
A

a a

a a

λλ
λ λ

λ λ

 −−
+ + 

+ + 
=  

− − 
  + + 

 

( )

( ) ( )

0 210
0 2 2

21 21

2
0 21 0 21

0 21 2 2
21 21

11
1 1

.
1 1

1 1

a

a a
B

a a
a

a a

λλ
λ

λ λ
λ

 −−
+ 

+ + 
=  

− − +  + + 

 

由 ( ) ( )W A W B= 知 ( ) ( )sp spA B= ，故 ( ) ( )det detA B= 。直接计算知 

( ) ( ) ( ) ( )20 0
21 212

21

1
det , det 0,

1
A a aa B

a

λ λ−
= − =

+
 

故
2

21 21 0a aa− = ，从而 21a a= ，即 ( ) *1 0
0

E E
a

φ
 

= = 
 

。 

在式(3)中令
1 11
1 12

F  
=  

 
，由于 ( )1F ∈  ，有 ( )F Fφ = 。记 ( )0 01E F Aλ λ+ − = ， 

( ) ( )0 01E F Bλ φ λ+ − = ，则 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0
0 0

0 0

0 0

0 0
0

0 0

0 0
0

1 1
12 2det det 1 ,

1 1 2
2 2
1 1

12 2det det 1 .
1 1 2

2 2

a
A a

B a
a

λ λ
λ λ λ λ

λ λ

λ λ
λ λ λ

λ λ
λ

− − + +  −
 = = −

− − 
 
 

− − +  −
 = = −

− − + 
 

 

由 ( ) ( )det detA B= 得 a a= ，因此 ( )Im 0a = 。 

在式(3)中令
11

12
i

F
i

− 
=  

 
，则 

( )

( )

( )
( ) ( )

( )

( )

( )
( ) ( )

00
0 0

0 0

0 0

00
0

0 0

0 0
0

11
12 2det det 1 ,
21 1

2 2
11

12 2det det 1 .
21 1

2 2

i
a

A ia
i

i

B ia
i

a

λλ
λ λ λ λ

λ λ

λλ
λ λ λ

λ λ
λ

 −−
+ −  − = = −

 − −
 
 
 − −−

+  − = = +
 − −

+ 
 
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由 ( ) ( )det detA B= 得1 1ia ia− = + ，从而 ( ) 0Re a = 。这说明 0a = ，矛盾，因此情形 2 舍去。 

所以
1 1
0 0 0 0

a a
φ
    

=    
    

。◻ 

综上可得本文定理： 
定理 1.8  设为二维复 Hilbert 空间， ( ) ( )1 1:φ →    为满射。若存在 ( )0 0,1λ ∈ ，使得对任意

( )1,E F ∈   ，都有 ( )( ) ( ) ( ) ( )( )0 0 0 01 1W E F W E Fλ λ λ φ λ φ+ − = + − ，则存在上的酉算子或反酉算子U ，

使得对任意 ( )1E∈   ，都有 ( ) *E U EUφ = 。 
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