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摘  要 

本文研究 n维球面 n n  1+⊆ 上的如下非线性椭圆方程，证明其存在唯一的光滑凸解： 

( ) ( )S S pS nS S f
22

e
φ

ξ
+ ∇

∆ + =  

该方程对应对数凹测度
( )x

x
2

e d
φ−

的 Christoffel 型问题。解的存在性采用经典连续性方法证明，该方法

的核心是解的先验估计；唯一性借助极大值原理得到，关键在于对线性化方程的核空间开展分析；凸性

由秩不变定理推得，核心是矩阵 ( )ij ij n n
S Sδ

×
+ 小特征值所满足的微分不等式。本文主要结论进一步丰富

了对数凹测度
( )x

x
2

e d
φ−

的几何分析相关研究成果。 
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Abstract 
In the present paper, we prove that there exists a unique convex smooth solution to the 
following nonlinear elliptic equation on n-sphere n n  1+⊆ , 

( ) ( )S S pS nS S f
22

e
φ

ξ
+ ∇

∆ + =  

which is a Christoffel type problem for log-concave measures ( )x
x

2

e d
φ−

. The existence is based on 
the well-known continuous method whose core factor is a priori bounds of solutions. The unique-
ness is based on a Maximum Principle whose core factor is the analysis of kernel of the linearized 
equation. The convexity follows from constant rank theorem whose core factor is a differential ine-
quality for the small eigenvalue of ( )ij ij n n

S Sδ
×

+ . The main result of the present paper is to get more 

results on the geometric analysis of log-concave measures ( )x
x

2

e d
φ−
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1. 引言 

近年来，对数凹测度 ( ) ( )d e df xx xµ = 的几何与分析受到越来越多的关注，例如 Sobolev 不等式[1]、
Log-Sobolev 不等式[2]、Brunn-Minkowski 不等式[3] [4]等。此外，针对对数凹测度还发展了更多的几何

概念，例如平均宽度、支撑函数、Minkowski 和与混合体积理论[5]-[7]，以及重要的 Minkowski 型问题[8]-
[13]。 

问题 A.1 (Minkowski 型问题[14])对于任意固定的 1n ≥ 和 p∈，给定一个支撑在单位球面 n 上的 
Borel 测度 µ ，求一个凸超曲面 nM ⊆  使得 

 ( )2

e d d
xpS

ϕ
ν σ µ

−− 
= 

 
  (1.1) 

其中 , Sν 和 dσ 分别为凸超曲面 M 的法映射、支撑函数和表面积测度，且ϕ 为凸函数。 

若因子
( )2

e
xϕ−

消失，则问题 A.1 称为经典 1pL + -闵可夫斯基问题，由 Minkowski 和 Lutwak 分别针对

0p = 和一般的 p 提出(见[14])。当 µ 为δ 测度之和或当 0p = 且 µ 具有连续密度时，Minkowski 解决了该

问题。后来 Aleksandrov [15]、Fenchel 和 Jensen [16]将 Minkowski 的结果独立推广到一般的博雷尔测度。

对于一般的 p ，Lutwak [17]在测度 µ 为偶测度时通过变分法解决了问题 A.1；随后 Lutwak 和 Oliker [18]
用连续方法解决了该问题，更多关于经典 1pL + -闵可夫斯基问题的结果见[19]-[23]。对于一般的连续递增

函数 f ，问题 A.1 由 Haberl、Lutwak、Yang 和 Zhang 提出，并在测度 dµ为偶测度时通过变分法解决(见
[14])。 
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对于对数凹测度 dµ，高斯测度是其经典例子之一，其定义如下：对任意博雷尔集 1nE +⊆  ， 

 ( ) ( )
2

222 e d
xn

n E
E xγ

−−= π∫  (1.2) 

高斯测度与随机分析中的高斯广义随机过程密切相关，参见 Gel’fand 和 Vilenkin [24]第 246~261 页。

若因子
( )2

e
xϕ

为高斯函数

( )

2

2
1

2

1 e
2

x

n

−

+

π
，则问题 A.1 称为高斯空间中的 Minkowski 型问题，由 Huang、Xi 

和 Zhao [11]在 ( ) 1f u = 时提出，并在高斯测度较大时得到解决。后来，Liu [12]提出了高斯空间中的 1pL + -

闵可夫斯基问题(取 ( ) pf u u= )，更多关于高斯空间或一般对数凹测度中闵可夫斯基型问题的结果可参见

[9] [13]。 
在光滑情形下，闵可夫斯基型问题等价于单位球面 nS 上的如下完全非线性方程： 

 ( ) ( )2 2
1

1

1e e
n

p p

i i

S K S
ϕ ρ ϕ ρ

ψ
λ

− −− − −

=

= =∏  (1.3) 

式 u ， ρ 与 { }( )1,2, ,i i nλ ∈  分别为超曲面 M 的支撑函数、径向函数与主曲率；ψ 是测度 dµ 关于球面

Lebesgue 测度 dξ 的密度函数。这表明闵可夫斯基型问题是一类几何问题，它对高斯曲率的倒数给出约束

信息。除主曲率 1 2, , , nλ λ λ 的倒数乘积之外，主曲率倒数之和同样具有研究价值，它刻画了平均曲率半

径的相关信息。由此自然引出下面的问题： 
问题 A.2 对任意给定的整数 1n ≥ 与实数 p∈，设ψ 为定义在单位球面 nS 上的正有限函数，求凸超

曲面 1nM +⊆  ，使得 M 的平均曲率半径等于 

 ( ) ( )
2

e ,pS f
φ ρ

ξ  (1.4) 

用测度的语言表述为：对任意给定的 1n ≥ ，设 ( ) ( )d dfµ ξ ξ ξ= 是支撑于单位球面 nS 上的博雷尔测

度，求凸超曲面 1nM +⊆  ，满足 

 ( )2

1

1e d d
n

p

i i

S
φ ρ

ξ µ
λ

−−

=

=∑  (1.5) 

式中 ,S ρ与 ( )1, 2, ,i i nλ =  分别为超曲面 M 的支撑函数、径向函数与主曲率， ( ) ( ): 0, 0,φ ∞ ∞ 为光滑凸

函数。 

问题 A.2 可称为对数凹测度
( )2

e d
x

x
φ−

下的 Christoffel 型问题。事实上，若因子
( )2

e
φ ρ

与参数 p 均取零，

问题 A.2 最初由 Christoffel 提出[25]，Firey 给出了解[26] [27]，另可参见文献[28]-[32]中 Guan、Ma 及其

他们的合作者的系列工作，Li、Wan、Wang [33]，Pogorelov [34]等相关文献。 

不难验证，对任意固定的 { }1,2, ,i n∈  ，
1

iλ
是矩阵 ( )ij ijS Sδ+ 的特征值，且

22 2S Sρ = ∇ + ，详见

Schneider 的工作[14]。因此方程(1.4)等价于单位球面 nS 上的下述方程： 

 ( ) ( )
2

Δ e .pS nS S f
φ ρ

ξ+ =  

为避免混淆，现将(1.6)式定义为 ( )f ξ ： 

 ( ) ( ) ( )
2

Δ e .pS nS S f f
φ ρ

ξ ξ+ = 

  (1.6) 

(1.6)式中的 ( )22S Sφ + ∇ 与几何背景中的 ( )2xφ 具有一致的来源。在单位球面 nS 上，径向函数满足
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2 22 2x S Sρ = = + ∇ ，见 Schneider [14] ，因此几何测度
( )2

e d
x

x
φ−

中的 ( )2xφ 在球面上转化为

( ) ( )22 2S Sφ ρ φ= + ∇ 。PDE 中的这一项正是几何背景在支撑函数表示下的直接体现。 

在陈述本文的主要结果之前，先给出以下假设条件： 
(A.1) ( )10 nf C< ∈  ，满足 

 ( )1 .nCf < ∞  (1.7) 

(A.2) ( ) ( ): 0, 0,φ ∞ ∞ 为光滑、单调递增的凸函数，满足
[ )

( )
0,

min 0
t

tφ
∈ ∞

′ > ，且 

 
( ) ( )

2
2

2 0

elim , lim e 1.
s

s

s ss

φ
φ

→∞ →
= ∞ =  (1.8) 

(A.3) 矩阵 ( )q q
ijij

f fδ− −+ 为凹矩阵，其中
1

1
q

p
=

+
。 

本文的主要结论叙述如下： 
定理 1.1 对任意给定的整数 1n ≥ 和实数 1p > 。若条件(A.1)~(A.3)成立，则方程(1.6)存在唯一的正凸

解 ( )2 nS C∈  ，且满足 

 ( )2 nCS c≤  (1.9) 

其中常数 c仅依赖于 ,n α 和ψ 。 
注记 1.2 现讨论假设条件(A.2)和条件(A.3)的动机与合理性以及关于 1p > 的必要性。 

条件(A.2)要求φ 是光滑递增凸函数，且
[ )

( )
0,

min 0
t

tφ
∈ ∞

′ > 、
( ) ( )

2
2

2 0

elim , lim e 1
s

s

s ss

φ
φ

→∞ →
= ∞ = 。这些条件保证方程

右端的非线性项具有足够的增长性，从而使极值原理和先验估计得以进行。典型的满足条件的函数包括

( ) 1
2

t tφ = 以及 ( ) ( )ln 1t t tφ = + + 等。 

条件(A.3)即 ( )q q
ijij

f fδ− −+ 为凹矩阵，这是证明解凸性的关键。它来源于常秩定理中对最小特征值建

立微分不等式时的零阶项符号控制(详见第 3.3 节)。这一条件在 Christoffel-Minkowski 问题的研究中有，

参见 Guan-Ma [29]和 Hu-Ma-Shen [32]。 
关于 1p > 的限制：这一条件在唯一性证明中起着核心作用。在线性化方程(3.8)中，零阶项系数为

( )2 2 1C pφ ρ ρ′= + − 。当 1p > 时，由(A.2)知 0φ′ > ，从而 0C > ，这保证了极值原理的适用性，是证明线

性化方程核为零(引理 3.2)及解唯一性的必要条件。若 1p ≤ ，则C 可能为零或负，此时，极值原理将不再

适用，唯一性无法证明。 
证明的唯一性部分基于方程(1.6)所对应的线性化方程的最大值原理论证。为完成证明，需要细致分

析线性化方程的核空间。 
存在性部分的证明采用经典的连续性方法，参见 Gilbarg 和 Trudinger 的著作[35]。在此框架下，我们

先在单位球面 n 上考虑如下辅助问题： 

 ( ) ( )22

Δ e
S Sp

tS nS f S
φ

ξ
+ ∇

+ =  (1.10) 

对于任意 [ ]0,1t∈ ，其中 ( ) ( ) ( )11 etf tf t n φξ −= + − 。证明的核心步骤是得到方程(1.10)解的先验估计。 

解的凸性由常秩定理导出，其核心是分析矩阵 ( )ij ij n n
S Sδ

×
+ 的小特征值对应的微分不等式。 
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在本文中，记 ( ) ( )1,n nC C  与 ( )1, nC α  为单位球面 n 上具有标准范数的某些 Banach 空间，范数的

定义可参见 Gilbarg 和 Trudinger 的著作[35]。 
本文的其余部分安排如下：第 2 节给出解的先验界估计；第 3 节证明定理 1.1。 

2. 先验估计 

本节考虑 n 维单位球面 n 上方程(1.6)解的先验界。 
本节的主要结论如下： 
定理 2.0 对任意给定的整数 1n ≥ 和实数 1p > ，令 ( )1 nS C∈  为方程(1.6)的解。假设条件(A.1)~(A.2)

成立，则存在与解 S 无关的正常数 c，使得 

 ( )2
10 .nCc S c−< ≤ ≤ < ∞  (2.1) 

我们将定理 2.0 的证明拆分为下面两个引理。 
引理 2.1 对任意给定的整数 1n ≥ 和实数 1p > ，令 ( )1 nS C∈  为方程(1.6)的解。假设条件(A.1)~(A.2)

成立，则存在与 u 无关的正常数 c，使得 

 ( )10 .c S Cξ−< ≤ ≤ < ∞  (2.2) 

对任意 nξ ∈ 成立。 
证明. 考虑如下极值问题 

 ( )max .
n

R S
ξ

ξ
∈

=


 (2.3) 

由 n 的紧性与 S 的连续性，存在点 1
nξ ∈ ，满足 

 ( )1 .R S ξ=  (2.4) 

于是在点 1ξ ξ= 处，有 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

1e e min
n

R Rp pnR R f R f
φ φ

ξ
ξ ξ

∈
≥ ≥


 (2.5) 

整理得 

 
( )

( )2
1e .

min
n

Rpn R
f

φ

ξ
ξ

−

∈

≥


 (2.6) 

结合条件(A.1)~(A.2)，存在正常数 0c > ，使得 
 .R c≤ < ∞  (2.7) 

接下来考虑极值问题 

 ( )min
n

r S
ξ

ξ
∈

=


 (2.8) 

对任意 [ ]0,1t∈ 。采用与上面类似的论证，存在正常数 0c > ，满足 

 1 0.r
c

≥ >  (2.9) 

式(2.7)与(2.9)即给出引理 2.1 的结论。 
引理 2.2 对于任意固定的整数 1n ≥ 和实数 1p > ，令 ( )1 nS C∈  为方程(1.6)的解。假设条件(A.1)~(A.2)

成立，则存在不依赖于 S 的正常数 c，使得 
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 ( )0 .nCS c∇ ≤ < ∞  (2.10) 

证明. 基于最大值原理。记
22 2e eS SG v S− −= = ∇ 。假设上确界 supG 在点 2

nξ ξ= ∈ 处取得。于是在

2ξ ξ= 处，有 

 ( )20 2e S
i i l lilG vS S S−= = − +∑  (2.11) 

对任意固定的 { }1,2, ,i n∈  成立，且矩阵 ( )ij n n
G

×
在点 2ξ ξ= 处半负定。由式(2.11)在点 2ξ ξ= 处直接

计算可得 

 ( )22e S
ii ii l li i li li l liil l lG vS S S S S S S S−= − − + +∑ ∑ ∑  

其中 { }1,2, ,i n∈  。因此 

 ( )

2

2

4
1

10 e
2

S

ii l li i li li l liii l l l

l i il il l liiil il il

ii

G

vS S S S S S S S

v S S S S S S S

I
=

≥ ∆

= − − + +

= − ∆ − + +

=

∑ ∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑

∑

 (2.12) 

其中 

 2
1 2 3 4Δ , , , .l i il il l liiil il ilI v S I S S S I S I S S= − = − = =∑ ∑ ∑  (2.13) 

不失一般性，不妨假设 ( )2 1v ξ  ；否则，不等式(2.10)显然成立。 
选取合适的局部坐标，使得在点 2ξ ξ= 处有 

 1

1, 1
.

0, 1
i

i

iS
iv

δ
=

= =  ≠
 (2.14) 

进一步，由(2.11)与(2.14)可得 

 1 1.i iS vδ=  (2.15) 

下面给出
4

1 ii I
=∑ 的估计。第一步先分析 1 ΔI v S= − 。结合方程(1.6)，在点 2ξ ξ= 处有 

 ( ) ( ) ( )2 2

1 e ep pI v f nS vS f nSv vS f
φ ρ φ ρ

= − − = − + ≥ −  (2.16) 

接下来估计 2 l i ililI S S S= −∑ 。 
在点 2ξ ξ= 处， 

 2
2 i l ililI S S S v= − = −∑  (2.17) 

再估计 2
3 ijilI S= ∑ 。容易得到，在点 2ξ ξ= 处 

 2 2 2
3 1li iil iI S S v= ≥ =∑ ∑  (2.18) 

最后估计 4 l liiilI S S= ∑ 。由ΔS f nS= − ，我们有 

 ( )iiti t
S f nS= −∑   (2.19) 

对于任意固定的 { }1,2, ,t n∈  。在(2.19)两边乘以 tS 并对指标 t 求和，我们得到 

 ( ) .t iit tit t t
S S f nS S= −∑ ∑   (2.20) 
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在点 2ξ ξ= 处，我们有 

 ( )1 1 11
.iii S S f nS S= −∑   (2.21) 

由 Ricci 恒等式， 

 ( ) ( ) ( )21 1t tii iit tti tS S S n S n v− = − = −∑ ∑  (2.22) 

则在点 2ξ ξ= 处有 

 ( ) ( ) ( )2
1 1 1 11 1ii iii S S S n S n v− = − = −∑  (2.23) 

于是 

 ( )1 1 1 1 1ii iii iS S S S n v− = −∑ ∑  

在点 2ξ ξ= 处。结合上式、(2.21)和(2.22)，我们有 

 

( )
( ) ( )

4 1 1 1 1

11

1 1

1 1

1

1

.

ii iii iI S S S S n v

f nS S n v

f S nv nv v

f S v

= = + −

= − + −

= − + −

= −

∑ ∑






 (2.24) 

我们接下来估计 1 1f S 。由于 

 

( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )

2

2

2

2

2

1 1 1
1

1 2 2
1 111

1 2
11 11

1 2 2
11

1 2 2
1

e

e

e 2

e 2

2e

p

p

p

p

p

f S S f S

S pvf fS S Sf S

S pvf fS Sv vS Sf S

S pvf fS Sv v Sf S

S f v c

φ ρ

φ ρ

φ ρ

φ ρ

φ ρ

ξ

φ ρ ρ ξ

φ ρ ξ

φ ρ ξ

φ ρ

−

−

−

+

=

′= + +

′= + + +

′= + + +

′

 



=



−




 (2.25) 

对于充分大的 v成立，其中 1c 为仅依赖于 , ,n p φ 和 f 的常数。因此， 

 ( ) ( )
2

1 2 2
4 12e pI S f v v c

φ ρ
φ ρ+ ′≥ − −  (2.26) 

对于充分大的 v成立。 
于是，由(2.16)、(2.17)、(2.18)、(2.25)、(2.12)和条件(A.2)可知 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

2 2

2 2

2

2

4
1

2 2 1 2 2
1

1 2 2
1

2 2
2

2 2
2

2
2 2

0

e 2e

e 2e

e 2

e 2

ii

p p

p p

p

S p

I

vS f v v S f v v c

vS f S f v v c

S f S v v c

S f S S v v c

v c

φ ρ φ ρ

φ ρ φ ρ

φ ρ

φ

φ ρ

φ ρ

φ ρ

ξ φ

δ

=

+

+

≥

′≥ − − + + − −

′= − + − −

′≥ − −

′≥ − −

≥ −

∑

 (2.27) 
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对于充分大的 v成立，其中 ( ) ( ) ( )
2

1 2
22 min 2 en

S pf S S
φ

ξ
δ ξ φ+

∈
′=


， 1c 和 2c 为仅依赖于 , ,n p φ 和 f 的常

数。然而，如果 ( )2v ξ 充分大，则会出现 2
2 2 0v cδ − > ，这将导致与(2.26)矛盾。因此，存在一个仅依赖于

, ,n p φ 和 f 的常数 3c ，使得 

 3.v c≤  (2.28) 

这就完成了引理 2.2 的证明。 

3. 唯一性、存在性与凸性 

本节致力于定理 1.1 的证明。 
我们令 n 上的正连续函数集合为 ( )nC+  。对于任意 ( )2 nCζ ∈  ，我们令 

 ( ) ( ) ( )2

Δ , e ,pu u nu J u u
φ ρ−−= + =  (3.1) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ,u u J u f ξ= =   (3.2) 

 [ ]( ) ( )
0

d .
d

u u
ε

ζ εζ
ε =

= +   (3.3) 

引理 3.1. 对于任意固定的 1n ≥ 和 1p > 。假设 ( )2 nS C∈  是(1.6)的一个正解。对于任意 ( )2 nCζ ∈  ，

我们令 [ ]( )u ζ 为(3.3)中定义的算子，且 

 [ ]( ) ,ij i
ij i

S a b C
S S S
ζ ζ ζζ      = + −     
     

  (3.4) 

假设条件(A.1)~(A.2)成立。则 ( )ij n n
a

×
是正的， ib 是有界的且 0C > 。 

证明. 对(3.2)两边取对数，我们有 

 
[ ]( )
( )

( )
( ) ( )( )22 0.

S
S S p

S S S
ζ ζ ζφ ρ ζ ζ′= − ∇ ⋅∇ + − =

 
 

 (3.5) 

令 Shζ = ，直接计算得 

 2 ,S S h S S hζ ζ ρ∇ ⋅∇ + = + ∇ ⋅∇  (3.6) 

并且 

 ( )Δ Δ 2 Δ .n hS S h S nS hζ ζ+ = + ∇ ⋅∇ + +  (3.7) 

将(3.6)和(3.7)代入(3.5)，我们有 

 [ ]( ) ij ij i iu h a h b h Ch+ −  (3.8) 

其中 

 ( ) ( )
2

1 1e ,p
ija S f

φ ρ
ξ

−− −=  (3.9) 

 ( ) ( )
2

1 22 ep
i ib S f S S

φ ρ
φ ρ

−− − ′= − 
 

 (3.10) 

并且 

 ( )2 2 1.C pφ ρ ρ′= + −  (3.11) 
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由于 S 和 ( ) 0f ξ > 是正的，我们看到 ( )ij n n
a

×
是正定的。由定理 2.0 可知 ib 是有界的。由于 1p > ，由

(A.2)可知 0C > 。这就完成了引理 3.1 的证明。 
引理 3.2. 对于任意固定的 1n ≥ 和 1p > 。假设 ( )2 nS C∈  是(1.6)的一个正解。对于任意 ( )2 nCζ ∈  ，

我们令 [ ]( )S ζ 为(3.3)中定义的算子，且 

 [ ]( ) 0.S ζ =  (3.12) 

假设条件(A.1)~(A.2)成立，则 
 0.ζ ≡  (3.13) 

证明. 对于任意 ( )2 nCζ ∈  使得 

 [ ]( ) 0,S ζ =  (3.14) 

由引理 3.1 和二阶椭圆型方程的强最大值原理可知 
 0.ζ ≡  (3.15) 

参见[35]。这就是引理 3.2 所需的结论。 

3.1. 唯一性 

本小节证明定理 1.1 的唯一性部分。 
命题 3.3. 对于任意固定的 1n ≥ 和 1p > 。假设 ( )2, nS S C∈  是(1.6)的两个正解。假设条件(A.1)~(A.2)

成立。则 

 .S S≡  (3.16) 

命题 3.3 的证明. 由于 S和 S 是(1.6)的两个解，那么对任意 nξ ∈ 有 

 

( ) ( )
( )( )

( )( )

( ) ( ) ( )

1

0

1

0

0

d 1 d
d
d 1 d
d

.ij i
ij i

S S

tS t S t
t

tS t S t
t

S S S S S Sa b N
S S S

ξ ξ ξ

= −

= + −

= + −

   − − −
+ −   

   

∫

∫







  



 




 (3.17) 

由引理 3.2 可知 

 .S S≡  (3.18) 

这就是命题 3.3 所需的结论。 

3.2. 存在性 

命题 3.4. 对于任意固定的 1n ≥ 和 1p > 。假设条件(A.1)~(A.2)成立，则方程(1.6)存在唯一的正解

( )2 nS C∈  满足 

 ( )2, nCS cα ≤  (3.19) 

其中 c仅依赖于 ,n α 和ψ 。 
受 Treibergs 和 Wei [36]的启发，我们考虑辅助问题(1.10)。令 
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 [ ] ( ) ( ){ }20,1 : , 1.10nt S C= ∈ ∈ 使得 可解  (3.20) 

令 

 ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }1 1
5 6min min , e , max max , e

n n
A f n A f nφ φ

ξ ξ
ξ ξ− −

∈ ∈
= =

 
 (3.21) 

容易看出 

 ( )5 60 tA f Aξ< ≤ ≤  (3.22) 

对于任意 [ ]0,1t∈ 和 nξ ∈ 。 

采用与定理 2.0 类似的论证，我们有 
引理 3.5. 对于任意固定的 1n ≥ 、 1p > 和 [ ]0,1t∈ ，令 ( )2 n

tS C∈  是(1.10)在任意 [ ]0,1t∈ 上的一个正

解。假设条件(A.1)~(A.2)成立，则存在一个不依赖于 t 的常数 c，使得 

 ( )1
10 ,nt Cc S c−< ≤ ≤  

对于任意 [ ]0,1t∈ 。 
推论 3.6. 对于任意固定的 1n ≥ 、 1p > 和 [ ]0,1t∈ ，令  为(3.20)中定义的集合。假设条件(A.1)~(A.2)

成立。则  是闭集。 

证明. 只需证明对于任意满足 0jt t→  (当 j →∞时，对于某个 [ ]0 0,1t ∈ )的序列{ } 1j j
t

∞

=
⊆  ，我们需要

证明 0t ∈  。令 jS 是问题(1.10)在 jt t= 时的解。由引理 3.5 的结论可知，存在一个不依赖于 j 的正常数 c，

使得 

 ( )2, ,nj C
S cτ ≤


 

由 Ascoli-Arzela 定理可知，存在一个子序列(仍记为 jS )和一个 ( )2
0

nS C∈  使得当 j →∞时， 

 ( )20 0.nj C
S S− →


 

容易看出 

 ( ) ( )2 2
0

0e e ,j p p
jS S

φ φ
→ →

 
 (3.23) 

在 n 上一致成立，当 j →∞时，其中
22 2

j j jS S= + ∇ ，对于任意 { }0,1, ,j n∈  。令 j →∞，我们可

以看到 ( )0 0,t S 是方程(1.10)的一个解。这意味着 0t ∈  。这就是推论 3.6 所需的结论。 

引理 3.7. 对于任意固定的 1n ≥ 、 1p > 和 [ ]0,1t∈ ，令  为(3.20)中定义的集合。假设条件(A.1)~(A.2)
成立。则  是开集。 

证明. 假设存在 t ∈  ，只需证明对于任意 ( ) [ ]0,1t B tδ∈ ∩ ，有 t∈  。为了实现这一目标，结合隐函

数定理，我们需要分析(1.10)相关线性化方程的核。我们假设 S 是(1.10)在 t t= 处的一个解。对于任意

( )2 nCξ ∈  ，我们令为(3.2)中定义的算子，且 

 ( ) ( )d .
d

S S t
t

ξ ξ  = + 
    (3.24) 

那么由引理可知 

 0.ξ ≡  (3.25) 

然后由隐函数定理，对于任意 ( ) [ ]0,1t B tδ∈ ∩ ，存在 ( )2, nw C τ∈  ，使得 ( ) 0t w = 。这意味着 t∈ 
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并完成了引理 3.7 的证明。 
现在，我们证明命题 3.4。 
命题 3.4 的证明. 证明遵循标准论证。容易看出 1S ≡ 是 0t = 时的一个解，这意味着  非空。这与推

论 3.6 和引理 3.7 一起，得出 

 [ ]0,1 .=  (3.26) 

取 1t = ，我们得到命题 3.4 的证明。 

3.3. 凸性 

本小节致力于通过最大值原理证明解的凸性。 
命题 3.8. 对于任意固定的 1n ≥ ，令 ( )2 nS C∈  是方程(1.6)的一个解。假设条件(A.1)~(A.3)成立，则

( )ij n n
W W

×
= 在球面 n 上是正定的。 

在证明之前，我们需要 Brendle-Choi-Daskalopoulos [37]的一个技巧。 
引理 3.9 [37]. 假设ϕ 是一个光滑函数，使得 1λ ϕ≥ 处处成立，且在某个 p 处 1λ ϕ= 。令 D 为 ( )ij n n

W
×

在 p 处最小特征值的重数，使得 1 2 1D D nλ λ λ λ λ+= = = < ≤ ≤  ，则在 p 处， 

 i jk i jkW ϕδ∇ = ∇  (3.27) 

对于任意1 ,j k D≤ ≤ 。此外，在 p 处， 

 
( )2

1
11

1

2
.i l

i i i i
l D l

W
Wϕ

λ λ>

∇
∇ ∇ ≤ ∇ ∇ −

−∑  (3.28) 

现在，我们证明命题 3.8。 
命题 3.8 的证明. 证明遵循 Bryan、Ivaki 和 Scheuer [38]或 Cabezas-Moreno 和 Hu [39]的一些论证。不

失一般性，我们可以选择一个坐标系，使得 

 ij i ijW λ δ=  (3.29) 

且 11 1W λ= 。 
假设在点 p 处 1 0λ = ，由引理 3.9，对于任意 { }, 1, 2, ,j k D∈  ，我们有 

 ,i jk i jkW ϕδ∇ = ∇  (3.30) 

且在点 p 处， 

 ( )
( )2

1
11

1

2 ,l i
ii ii

l D D

W
Wϕ

λ λ>

≤ −
−∑  (3.31) 

由 n 上的 Gauss-Codazzi 方程和 Ricci 恒等式，对于任意固定的 { }1,2, ,i n∈  ， 

 ( ) ( )11 1111ii iiiiW W W W= − +  (3.32) 

因此，在点 p 处， 

 
( )

( )( )

( ) ( )( )

2

1
1111

1
2

1
111

1

2
Δ

2

l i

i l D l

l i

i l D l

W
trW trW nW

W
f f n

ϕ
λ λ

λ
λ λ

>

>

≤ − + −
−

≤ − + −
−

∑∑

∑∑ 

 (3.33) 
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此外，令
( )

1

d

d

k
k ijij

ij

W
G

W

σ
= 和

( )
1

2
,

d

d

k
k ijij rs

rs ij

W
G

W W

σ
= 。特别地，如果 1k = ，我们有 

 ,, 0ij ij rs
ijG Gδ= =  (3.34) 

由于对于任意固定的1 k n≤ ≤ ，
1
k
kσ 是逆凹的，特别地对于 1k = ，我们得到在点 p 处， 

 
( )2

21
1 1

2 2i l

i l D l

W
f C

f
λ

λ>

∇
− ≤ − + ∇∑∑ 



 (3.35) 

将此项代入(3.33)，我们得到 

 

( ) ( )( )

( )

2

1
111

1

2

1 1 111

2
1

1 1 11

2
Δ

2

2

l i

i l D l

W
f f n

f f n f C
f

fn C f f
f

ϕ λ
λ λ

λ λ

λ λ

>

≤ − + −
−

≤ − + − + ∇

 
≤ + ∇ + − − 

 

∑∑ 

  





 



 

因为在 p 处 1λ ϕ= ，因此 

 
2

1
4 11

2Δ .fc f f
f

ϕ ϕ ϕ
 

≤ + ∇ + − − 
 



 



 (3.36) 

其中 4c 依赖于 , , ,n p f ϕ的常数，因此，在点 p 处， 

 
2

1
1 4 1 1 11

2Δ fc f f
f

λ λ λ
 

≤ + ∇ + − − 
 



 



 (3.37) 

下面给出一个断言： 

 
2

1
11 5 1 6 1

2 .ff f c c
f

λ λ− − ≤ + ∇


 



 (3.38) 

在点 p 处。 
接下来分步证明断言： 
首先估计项 11f ，由 f 的定义(1.6)可知 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )( )

2 2

2 2

2 2 2

2 2

2

11 1 1 1 1

1 1
1

11 1
1 11

2 2

11 1 1

222 2 2 2

11 1

e e

e e

e 2 e e

e 2e

e .

p p

p p

p p p

p p

p

f S f S f

S f S f

S f S f S f

S f S f

S f

φ φ

φ φ

φ φ φ

φ φ

φ

φ

φ φ φ

   = ∇ ∇ = ∇ ∇   
   

 = ∇ +  
 

   = + +   
   

′= +

 
 

′



′+



′+ +



 

 

  

 



 

   

 (3.39) 
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对于(3.39)中的项
( ) ( )( ) ( )

2
2 2

1 1
2e pS f

φ
φ′


  ，由于在点 p 处， 

 ( ) ( )2
1 11 11 11

2 2 2 ,h h h hW hλ= + = =  (3.40) 

且 

 ( ) ( )1
1 11

,p pS f S pfS Sf−= +  (3.41) 

我们得到 

 ( ) ( )( ) ( )
2

2 2
7 11 1

2e .pS f c
φ

φ λ′ ≤


   (3.42) 

对于(3.39)中的项
( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )( )2 222 2 2 2

11 1
epS f
φ

φ φ φ′ ′ ′′+ +


    ，由 2 的定义和 Ricci 恒等式可知，

在点 p 处， 

 ( ) ( )2 2
1 1 11 11 11

2
1 1 1

2 2 2

2 2 2 ,
i i

i i

h W W hW

h hλ λ λ

∇ ∇ = ∇ + −

= ∇ + −


 (3.43) 

因此，我们可以看出在点 p 处， 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )( ) ( )
2 222 2 2 2

8 1 111 1
epS f c
φ

φ φ φ λ λ′ ′ ′′+ + ≤ + ∇


     (3.44) 

因此，在点 p 处， 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

2

11 7 1 8 1 111

2
9 1 10 111

e

e .

p

p

f S f c c

S f c c

φ

φ

λ λ λ

λ λ

≤ + + + ∇

= + + ∇






 (3.45) 

其次，对于项
( )2

12 f

f

∇ 



，由于 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

2 2 2 2

2 2 2

2
2 2 22

1 1 1
1 1

2
2 22 21

1 1
1

e 2e e e

e 2 e e

p p p p

p
p p

p

f S f S f S f S f

S f
f S f S f

S f

φ φ φ φ

φ φ φ
φ

   ∇ = + +   
   

 
  ′= + +    

 





   

  
 

 (3.46) 

因此，在点 p 处， 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

2 2 2

2

22
2 21 2 21

1 1
1

2

21
6 1 12 1

2
2 e 2 e e

2 e

p
p p

p

p

p

S ff
S f S f

S ff

S f
c c

S f

φ φ φ

φ

φ

λ λ

 ∇   ′= + +    

 
 
  



≤ + + ∇

 





  



 

 

于是，在点 p 处， 
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( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2

2

2

1
1 1

2

2 21
9 1 10 1 6 1 12 111

2

1
5 1 6 111

2

e 2 e

2
e .

p
p

p

p
p p

p

f
f f

f

S f
S f c c f c c

S f

S f
S f S f c c

S f

φ φ

φ

λ λ λ λ

λ λ

∇
∇ ∇ − −

≤ + + ∇ − − + + ∇

 
 ≤ − − + + ∇ 






 


 

  
 



 





 



 (3.47) 

由 Hu-Ma-Shen [32]的论证，我们可以看出 
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由于条件(A.3)和 ( )2

e 0
φ

>


。因此， 
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λ λ

∇
∇ ∇ − − ≤ + ∇



 



 

于是，我们得到不等式(3.38)，这就完成了断言的证明。 
因此，我们可以看出在点 p 处， 1λ 满足以下椭圆不等式 

 ( )1 13 1 1Δ cλ λ λ≤ + ∇  (3.49) 

如果 ( )ij n n
W

×
不是常数秩，则由强最大值原理可知在 n 上， 

 1 0λ ≡  (3.50) 

在局部极小点处，我们得到 1 0λ > ，这将导致矛盾，这就完成了命题 3.8 的证明。 
现在，我们给出定理 1.1 的最终证明。 
定理 1.1 的最终证明. 定理 1.1 由命题 3.3、命题 3.4 和命题 3.8 得出。 
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