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Abstract: This paper proposes several case-deletion and local influence measures for assessing the influence 
of an observation for semiparametric nonlinear reproductive dispersion mixed-effects models. The essential 
idea is to treat the latent random effects in the model as missing data and estimate unknown parameters by 
MCNR algorithm. On the basis of the Q-function which is associated with the conditional expectation of the 
complete-data log-likelihood, we generate generalized Cook Distance. Three different perturbation schemes 
are discussed. Finally, the proposed methods are illustrated by the simulation analysis and one real data set. 
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摘  要：本文把随机效应看作缺失数据并利用 P-样条拟合非参数部分，应用 MCNR 算法得到了半参

数非线性再生散度混合效应模型的未知参数的估计，同时利用 Q 函数得到了模型的广义 Cook 距离。

此外，本文还研究了三种不同扰动情形的局部影响分析，得到了相应的影响矩阵。最后，通过模拟和

实例验证了本文所提出的估计方法的有效性。 
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1. 引言 
成为统计诊断的通用方法，它们可广泛地应用于各种

统计模型的影响分析。例如，线性模型(Cook and 

Weisberg[1])，非线性回归模型(Seber and Wild[2])，半

参数非线性模型(姜荣，邵明江，钱伟民[3])，线性混合

效应模型(Beckman, et al.[4])，半参数广义线性混合效

统计诊断从 20 世纪 70 年代中期受到统计学家的

广泛关注，异常点识别、残差分析、影响分析和数据

变换等内容现已成为统计诊断的主要课题。特别地，

基于数据删除模型和局部影响的诊断分析方法现已 

Copyright © 2013 Hanspub 1 



半参数非线性再生散度混合效应模型的参数估计和影响分析 

应模型(张浩，朱仲义[5])。Jorgensen[6]首次提出了再生

散度模型(RDM)，并指出广义线性模型的理论可以推

广到以 RDM 为随机误差的模型。唐年胜和韦博成[7]

研究了非线性再生散度随机效应模型，讨论了该模型

的几何结构、渐近性质和统计诊断等问题。 

本文提出半参数非线性再生散度混合效应模型

是半参数非线性再生散度模型和非线性再生散度随

机效应模型的结合，在生物医学、公共卫生、经济、

农业、制造业、道路安全等众多领域的数据分析中有

广泛的应用。对于此类模型的参数和非参数的估计关

键在于条件期望的计算，Lin and Zhang[8]提出将随机

效应当成参数从而用条件众数代替条件期望，但是这

种方法对于非正态的模型估计效果很差。本文根据

McCulloch[9]将随机效应看作缺失数据，进而引入 EM

算法，并在 E 步中使用 MCMH 方法来计算条件期望，

再利用 P-样条对非参数部分进行逼近。本文应用

MCNR 算法估计未知参数。并通过模拟和实例验证了

本文所提出的估计方法的有效性。 

本文的安排如下：第二节介绍模型，参数的估计

及其渐近性质；第三节介绍模型的影响分析；第四节

通过模拟和实例验证了本文所提出的估计方法的有

效性；第五节是定理的证明。 

2. 主要结果 

2.1. 模型介绍 

假设第 i 个接受试验单元第 j 次的观察值 关于

随机效应 的条件密度为： 
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其中  ,ijf x  连续且关于  至少存在三阶连续偏导

数的已知函数， 

 , , , , 1, , ; 1, ,ij ij ij ij ix t y z i m j n    

表示 n 个独立的观察数据点。 是位置参数。iju 2 是

已知散度参数， 为某一合适的已知函数， ;a    ;d  

为已知单位偏差度函数且   ; 0Ed  ，    为联系函

数。这类模型称为半参数非线性再生散度混合效应模

型。根据唐年胜和韦博成[7]不妨设假设    为典则联

系，即  ij iju u  。定义 

 T
, , , ,in i i i1 2, , ,

ii i iy y y y ix t u z 类似的定义。 

2.2. 非参数函数的 P-样条估计 

对于未知单变量函数  g  ，本文采用 P-样条估计。

由 Yu, et al.[10]，假设： 
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为 K 个样条节点， 且为整数。Yu et al. 

[10]详细研究了节点的选择方法。对于光滑函数(取 l = 2

并固定选取 5~10 个节点)，通常情况下，取预测变量

的等分位点为节点。如果函数有不连续点，则在其附

近要有一个节点；如果函数有限多极大值和极小值，

则需要取 10 个以上的节点。设样条系数为 

，样条基为： 
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则函数  g  的样条函数为   T
i i g t B t  。 

将上述向量结合写成矩阵的形式， 

 T
, mx1 2, ,X x x

T T
1 2, ,Y y y 

， t t ，  T
, mt

1 2 , ,

1 2, ,t 

 TT, my ，  diag , mZ z z z 



， 

     T
, , , mB t B t    1 2B t B t 和    Tg t B t  ，则

模型也可以写成如下矩阵形式： 

     

  
   

2
2

d
1

, , ; exp ;
2

0,

,

y b

T

p y b g a y y u

b N

u f x B t Zb

 




 

   
 



  

  

由 Yu, et al.[10]，上述模型的惩罚对数似然函数为： 
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其中： 表示观测到的数据集，oY 0  是光滑参数。 
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由 Yu, et al.[10]知   2
dg t t 可以表示为 T K  ，其中 K 

是与节点 t 有关的矩阵，这里取 K 为对角矩阵，且只

取最后 K 个对角线元素的值为 1，其它为 0。所以(1)

式又可表示为： 
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有关光滑参数  ，类似于 Yu, et al.[10]，我们可通过

GCV 选取，在具体计算时，用格子点方法获得最优的

 。[注]：GCV 的具体算法参见 Yu, et al.[10]的(21)式。 

2.3. 模型的参数估计 

可根据文献[9]和[11]，用 EM 算法对模型的参数

和非参数

函数为：

进行估计。具体的做法是将随机效应 看作

缺失数据 ，并用  , 表示完全数据，则完

全数据的惩罚对数似然  
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(2) 

利用 EM 算法求解(2)式。标准的 EM 算法包含 E 步和

M 步，给定初值  0 ; 
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其中 ，m 表示 EM 算法中迭代的次

m m
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并选取 2
b 的值，以使得整个迭代过程从建议分布中产

在转移值生的潜 的接受率位于区间[0.25, 0.34] (Gel- 

man, Roberts and Gilks[12])。 
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Newton-Raphson 算法的优点在于迭代算法可以替代

EM 算法中 M 步，直接获得最大值。结合 MH 和

Newton-Raphson 算法，下面构造模型参数与非参数估

计的 MCNR 算法。 

1) 选取初值  0 ，令 m = 0。 

2) 用 MH 算法生成 N 个随机抽样    1 , , Nb b ，然

后用这 N 个样本近似计算条件期望(Mon ，记

为
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3) 计算  m ，即把(5)式中的 E 值Y 用近似
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 为指定的充分小的正数。[注]： 则如果迭代收敛， ̂
就是 的极大似然估计。 

2.4. 估计的渐近性质 

根据(3)，可以得到参数 的估计方程为： 
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其中： n 表示对于不同 n 时的光滑参数。 

在一些比较通常的条件下，研究 ̂ 的渐近性 。
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n

     

一致收敛于特定的非随机连续函数

i j 

 F  ， 

  T T

1 1

1
lim ,

inm

ij ij ijb yn i j

F D B E d
n


  

      

2)  F  仅有 0 一个0点。 ,
ˆ

nn  是一个随机序列，

满足  , 0n̂ n
C  ，且   0

n n  , ,
ˆ

n nF  以概率 1 成立。 

3)   p
b yE H  。 

4)存在



0  和正定矩阵 iJ ，使得 

0

2

1
sup

i

E


ijd


 



   且 

 0 i i
i

E d J J  

1 p
nS S

n


T 0,supij ijd     。 

5) ，其中 S 为正定矩阵， 

0

TT T T T T

1

, ,
m

n i i i i i iu y
i

S D B E d d D B  


            

对于任意的6) d 满足 

2

T2 T T T T T
1

1

1, , ,sup i i i i
d

d d D B D B d L


           

由上述条

定理 (1

件，可以得到以下定理： 

1：在假设 )和(2)下，如果光滑参数 

，则估计方程计算得到的 ,
ˆ

nn  1n o  满足： 
. .ˆ a s 。 

界且 

0 

定理 2：在假设(1)~(6)下，如果 in 有

 1 2o n ，则 n 

   1ˆ 0,Ln N  
0 S   。 

3. 影

在本节中，讨论数据点和数据组的影响分析，由

于本文是基于纵向数据，因此对模型讨论个体删除和

影响分析中，讨论了组内加权扰动、

组间加权扰动和随机效应方差的扰动。 

响分析 

组删除。在局部

3.1. 个体删除模型的影响分析 

设   c ijPL y 是删除模型中第 i 组第 j 个观测 c

值后所得到的完全数据的惩罚对数似然函数，相应 

的 Q 函数为      ˆ c oijQ E PL ˆ,c ijy Y    ，且假

定̂ 和  ˆ
ij 分别是  ˆQ   和    ˆ

ijQ   达到最大值 

时的取值。如果̂ 和  ˆ
ij 相差很大，则认为第 i 组第

j 个观测值为 每一个



强 实际计算中，如果对影响点。

ij 都要进行 计算量非常大，因此根据

，用

迭代计算，则

[11]  ˆ
ij 的一步近似  

1
ij̂ 来减少  计算量：

        11ˆ ˆ ˆ ˆ
ij ij

ˆ ˆQ Q     


           (6)

 

  

其中       ˆˆ ˆ ˆ
ij ijQ Q          ， 

   2 Tˆ ˆ ˆ ˆQ Q    
 。 

由于

      

 ˆ ˆ
ij  不能定量地表达影响的大小，仿照

距离，用 Q 函数构造广义 Coo 离； Cook k 距

         T
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ij ij ijCD Q          
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根据(6 得到一步近似公式： 

 

)式，

          1T1 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆCD Q Q Q ˆij ij ij     


      

3.2. 组删除模型的影响分析 

在纵向数据模型中，同一组中的观测值通常有相

同的协变量，因此有必要研究一组数据对于模型的影

响。对于组删除模型，同样可以推导出一步近似公式： 

        11ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
i iQ Q                  (7) 



其中 

       

   
ˆˆ ˆ ˆ

i iQ Q  

ˆ1
ˆ,in

c oc ijj
E PL Y Y  

     

  
 

)，得到广义 Cook 距离的一步近似公式： 

  


 

根据(7

            1T1 ˆ ˆ ˆ ˆ
i i iCD Q Q Q      


     

3.3. 局部影响分析 

设 是定义在开区间域 上

的向量。令

 1, , q   
T qR 

 ,c cPL Y  为扰动模型的完全惩罚对数

似然函数。假定存在 0 使得 

  0,PL Y PL   o o o oY 和 

  0
c c cPL Y PL  , cY 对于所有 都成 ˆ立。设

和  ̂  分别  使得 Q 函数

    ˆ ˆ,c c oQ E PL Y Y    和 

       ˆ ˆ, , ,oY Yc cQ E PL        达到最大

值， 的条件期望均是对



以上 条件分布  ˆ,m op Y Y  求积

分。 

根据文献[11]，构造模型的 Q 函数距离： 

       ˆ ˆ2QL Q Q       ，  QL  的二阶近

似为    T T 1 ˆ=IIL h Q h     。 

下文，

Q

将分别研究三种加权 ：组

扰动，组间加权扰动，随机效应方差的扰动并求出相

应的影响矩阵。 

3.3.1. 组内加权扰动 

在不考虑数据结构的情况下，在所有观测数据中

找强影响点或异常点，比较常用的方法是给每个数据

加权。令 

扰动情况 内加权

 1

T

11 1 21, , , ,
mn m    ,   n

为扰动向量，当 0 1n  时，模型为无扰动模型，其中

1n 为所有元素为 1 的 n 1 维向量，则组内加权扰动的

似然函数可表示为： 

     

   

2

1 1

T

1
, log ; ;

ln

1

2

inm

c c ij ij ij ij
j

PL Y a y d y u

n K

   

 


2

T 1

1

2

1 1

2 2

i

m

i i
i

b b



 

 





   

     
  







通过对上式求导我们有： 

 

 

 

2

T

2

0T

2

T

,
,

,
ˆ, ,

,



ij
ij

E Y

c c

ij

c c

c c

ij

PL Y

PL Y

PL Y

 

 

 

 
  

   





 




 

 

       
    
     

 

其中： 

   

   

 

T2

T 2

2
T

T 2

2

T

,, 1

2

, 1

2

,
0

ijc c
ij

ij

c c
ij ij

ij

c c

ij

f xPL Y
d

PL Y
B t d

PL Y

 
  

 

  

 

 


 

 


 

 




 



  

 11
, ,

mmn     由此可得到 。 

3.3.2. 组间加权扰动 

在组间数据中找强影响数据组或异常数据组，比

是给每个数据组加权。令 

扰动向量，当 为无扰

动的似然函数可表示为： 

较常用的方法

 T

1, , m     T0 1,1, ,1  
动模型，则组间加权扰

     

   

2

1 1

1

1
, log ; ;

2

1
ln

2 2

nm i

c c i ij
i j

m

i

Y a y d y u   


 

 



2

T 1

T

1

1

2

ij ij

i i

PL

b b

n K 



    

  



通过对上式求导我们有： 

   



  
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 

 

 

2

T

2

0T

2

T

,
,

,
ˆ, ,

,

i

c c

i

c c

i

c c

i

PL Y

PL Y
E Y

PL Y



 

 

 


 

 

 

  
  

   
           
         

 

其中： 

   

   

 

T2

T 2
1

2
T

T 2
1

2

T

,, 1

2

, 1

2

,
0

ni ijc c
ij

ji

ni
c c

ij ij
ji

c c

i

f xPL Y
d

PL Y
B t d

PL Y

 
  

 

  

 

 






 

 


 

 




 







  

由此可得到 。 

3.3.3. 随机效应方差的扰动 

在模型中，随机效应 是从

 1
, ,

m     

ib   0,N 

差阵中随机效

,m 则组

中随机抽

取的，为了进一步研究 应的扰动影

响，假设 间加权扰动

的似然函数可表示为： 

协方

  ,b i Var 1,i i   

     

   

2, l ;
2

1 1

T

1
og ;

2

1

2

inm

c c ij ij ij
i j

i

T 11 1m

1

ln
2 2i i i

PL Y  a y d y u

n K





 

    

 




 

b b   


 

通过对上式求导我们有： 

 

 

 

 

2

T

2

0T

2

T

,
,

,
ˆ, ,

,

i

c c

i

c c

i

c c

i

PL Y

PL Y
E Y

PL Y



 

 

 


 

 

  

 


   
           
       

 

其中： 

 


 

 

       

2

T

2

T

2
T 1 1

T

,
0

,
0

, 1

2

c c

i

c c

i

c c
i T

i

PL Y

PL Y

PL Y
b

由此可得  1
, ,

m     到 。 

4. 模拟与实例分析 

4.1. 模拟例子 

假设 ij iy b 服从单参数 I 型极值分布，则 ij iy b 的

概率密度函数为 

    exp expij i ij ij ij ijp y b y y        (8) 

其中：   ,ij ij i ij f x b g t    ， 

    1 2 3 4expij ij ij , expf x x    x 。 

，则

  

此时，  1,     ;ij ijd y
T

2 3 4, ,   满足单位偏

差度函数及再生散度定 )式定

再生 效应模型。对模 

型(8)，设固定效应参数

义的条件。因此，由(8 义

的模型是半参数非线性 散度随机

 的真值为 ，n 

= 200，取

 T
1,0.5,1,1 

 0,1ijx N ，    ijsinijg t t ，  0,1 ，ijt U

 0,1 。 ib N

 g 

次迭

在模拟计算中，对非参数部分 ， 2 阶 P

取 5 个固定的节点 0 代

采用

样条，选 ，经 20 ，可得  的

极大似然估计为  Tˆ 0.9835,0.5147,0.9846,0.9882  ，

随机效应方差的估计值为 0.9417，然后用 GCV 求得

惩罚参数 168.8 10   ，参数的估计 接

近，说明 法是

子

值与直值十分

上面介绍的方 有效的。 

4.2. 实际例  

tinan[13])。 

的药物，

对于非线性部分，选取固定的 5 个

节点，并通过 GCV 的方法得到光滑参数的估计

结合一个实际的例子来说明本文指出的统计诊

断方法的可操作性和有效性。药物血浆渗透数据

(Davidian and Gil

对 6 个病人自愿者，在 8 小时内通过 11 次静脉

注射相同剂量 测得每位病人血液中药物浓度

数据。本节用模型(8)拟合该数据。 

实际计算中，

41.342 10n 

ib

 

 

 

 

  
 

  
 




 




 

 
  

  

 

 ，然后用 MCNR 算法得到诊断统计

量的值。下面列出广义 Cook 距离和局部影响的图形: 

1) 个体删除模型 

从图 1 中可以发现第 1 号和第 23 号点的影响比

较大，其中第 23 号点是数据中数值最大的点。且以

上结果与韦博成，林金官，解锋昌[14]的结果一致。 

2) 组删除模型 
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Figure 1. Generalized Cook distance of individual delete model  
图 1. 个体删除模型的广义 Cook 距离 

 

从图 2 中可以发现第 3 组数据的影响最大，因为

它包含了强影响点第 23 号点，同时第 1 组数据的影

响也较大。 

3) 局部影响分析 

从图 3、图 4 和图 5 可以发现，局部影响分析和

Cook 距离的结果基本一致。 

5. 定理的证明 

定理 1 的证明： 

根据假设(1)和假设(2)且  1n o  ，则对于任意

的  0C  ，下式一致地对 成立： 

   T T
,

1 1
nn ij ij ij nb y

i jn
1 inm

Flim ,
n

D B E d K F   


   

(9) 

 
  

令 , nn̂  是一列惩罚极大似然估计且设 的

时候，

n 

, nn̂  在  0C  中的任意一个极限点是 ，则存

在一个 , nn̂  的子列 ˆ
,t nt

n  ，使得 

. .
,

ˆ
t nt

a s
n    。 

我们需要证明 0   。当 时， tn 

   

  

, ,

, , , , ,

ˆ

ˆ

t n t nt t

t n t n t n t n t nt t t t t

n n

n n n n n

F F

F F

 

    

 

    ˆ ˆF F    



      
  

(10)中等 边的第 ，由(9)式可



(10) 

号右 一项 知： 

 

   
 

   
0

, , , ,t nnF 
ˆ ˆ 0sup

t n t n t nt t t t
n n n

C

F F F  
 

   


     

假设( )且 (10)中等号右边第二项由于 1)和(2

因而也收敛到 0。因此， 

 

e 2. Generalized CFigur
图 2. 组删除模型的广义 Cook  

 

ook distance of group delete model 
距离

. .
,

ˆ
t nt

a s
n   

 

Figure 3. Within oup disturbance gr
图 3. 组内扰动 

 

 

Figure 4. B turbance 
图 4. 组间扰动 

 

etween group dis

 

Figure 5. Rando  disturbance 
图 5. 随机效应方差的扰动 

m effect variance
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   , ,
ˆlim

t n t nt t
n n

n
F Q  


 ，又因为 ,

ˆ
t nt

n 

 , ,
ˆ

t nt t
n n  

是惩罚似然方

。 

根据假设(2)

程的解，所以：  
n

 lim 0
t n

F F


 

s

0

2

，  F  在  0C  中仅有一个0点，

即 0 ，显然 0   。通过以上证明，得到对于所有的 

,
ˆ

t nt
n  的极限点都收敛于 0 。因此，由于只要 就n 

有 n̂ , 0t nt
  ，这个收敛是几乎处处收敛的 而，从

,
ˆ

t nt
n  是 0 的强相合估

定理

根据参数

计。 

2 的证明： 

 的估计方程： 

 

0

nm

ij ij ij nb y

1

T T

1 1

,
i

i j

H K
n

D B E d K

0

1ˆ
b yE

     

 
  

 


其中

     




 

 

 


 

介于 ̂ 与 0 之间，根据假设(1)及定理 1，得： 

 

 0

0

1


 

T T,ij ijD B E     1 2

1 1

ˆ

1

i

b y

nm

ij n pb y
i j

E H K
n

d K o n 

 



  


 



  

 
 

 


 

再根据定理条件  1 2o n  ，以及假设(3)，上式可以

简化为： 

 
 

0
1 1

ij ij n pb y
i j

o 
 

  
 

0

1 T T

ˆ

, 1
inm

ij

n

D B E d K

 

  



 
     

容易验证： 

 

0

0

0

Var 0

ijb y

ij ib y

E E d

V E d J

 

 





   
   



 
      (11) 

根据假设(4)和假设(6)，对任意
2

1d  以及 ，得0L 

到： 

 

 

0

0

1
1 2T T T

TT T

1
1 2T T T T

TT T

,

,

,

,

s

ij ij ij ib y

ij ij ijb y

s

ij ij ij ib y

ij ij ijb y

d E d D B I V
E

D B E d d

E d D B d I V d
E

D B E d

 

 










     
     

     
    









 

 

0

0

1
TT T T T T T

1
T 2

1T 2T T T T T

2 1
2

| 1
1

, ,

, ,

sup



ij ij ij ij ijb y b y

s

s

ij ij ij ij

ss

b y ij
i

E E d D B dd D B E d

D B dd D B

E E d L 

ij  

ij ijb y b yE E d E d  





 




          

 

    

    

 



由以上不等式和(11)式，从而满足中心极限定理，定

理 2 得证。 
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