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摘  要 

本文主要研究了基于朴素似然法、两种广义枢轴量法、带Diffuse先验和独立Jeffreys先验的贝叶斯方法

对两个独立对数正态分布中位数之比的统计推断。我们通过模拟比较了五种置信区间在覆盖率、平均长

度和相对偏度方面的性能。结果表明，两种广义置信区间和基于Diffuse先验的贝叶斯方法在覆盖率上普

遍较优。而基于似然方法和独立Jeffreys先验的置信区间的平均长度较短。此外，给出了参数的极大似然

估计和贝叶斯后验估计。同时，给出了单边假设检验的广义p值和后验概率比。并以PM2.5的实际数据为
例，说明了该方法的统计推断。 
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Abstract 
In this paper, we concentrate on statistical inferences for the ratio of medians of two independent 
log-normal distributions based on naive likelihood approach, generalized variable approach with 
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two generalized pivot quantities (GPQ) and Bayesian approach with Diffuse prior and Indepen-
dence Jeffreys’ prior. We compare the performance of the five confidence intervals in terms of the 
coverage probabilities, average length and relative bias by using simulations. The results show 
that the Bayesian approach based on Diffuse prior and two kinds of generalized confidence inter-
vals are generally preferred in terms of coverage probability. However, confidence intervals based 
on likelihood and Independence Jeffreys’ prior have shorter average length. We also give the 
maximum likelihood estimator and Bayesian posterior estimation of estimated parameter. Simul-
taneously, the generalized p-values and posterior probability ratio for a one-sided hypothesis test 
are proposed. The statistical inference is illustrated using a real data example about PM2.5. 
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1. 引言 

在实际应用中，许多测量或调查的数据往往是带有偏度的，如医学、空气污染、金融、经济等。在科

学研究中，这类数据一般假定为对数正态模型。对数正态分布在许多应用中是普遍而有效的，对数正态分

布的参数估计是一个非常有趣的问题。关于对数正态分布参数统计推断的研究很多，如均值、多个对数正

态分布的公共均值、公共变异系数等。例如，Weerahandi [1]、Tsui 和 Weerahandi [2]介绍了广义变量法，

包括假设检验问题的广义置信区间和广义 p-值的构造，成为应用于对数正态分布的有力工具；Tian 和 Wu 
[3]，Behboodian 和 Jafari [4]用广义变量方法对几个对数正态总体的公共均值进行了推断；W. H. Wu 和 H. N. 
Hsieh [5]构造了关于 delta 对数正态分布均值的广义置信区间；K. Krishnamoorthy，T. Mathew [6]利用广义

p-值和广义置信区间对对数正态分布的均值进行统计推断；J. Hannig，H. Iyer 和 P. Patterson [7]介绍了基准

广义置信区间；Thangjai、Niwitpong 和 Niwitpong [8]建立了公共变异系数的区间估计；Zhou 和 Tu [9]用似

然法和 bootstrap 法建立了对数正态分布均值比的区间估计。近几十年来，贝叶斯方法在统计推断中得到了

广泛的应用，尤其是对数正态分布。K. Aruna Rao 和 J. G. D’Cunha [10]构建了对数正态分布中位数的贝叶

斯推断；Maneerat、Niwitpong 和 Niwitpong [11]构建了对数正态分布的单均值和两均值之差的贝叶斯置信

区间；Harvey 和 Merwe [12]构建了对数正态分布和二元对数正态分布的均值和方差的贝叶斯置信区间；

Zeller [13]讨论了均值对数正态分布的贝叶斯分析与非贝叶斯分析的比较。 
然而，带有偏度的对数正态分布通常具有极低的可度量性，这对中位数的影响要小于均值。因此，

在这种情况下，中位数是一个比均值更有意义的集中趋势的度量。Rao 和 D’Cunha [8]利用四个先验密度

提出了贝叶斯后验估计和贝叶斯可信区间。Zeller [13]讨论了对数正态分布中值的贝叶斯估计。就我们所

知，关于两个独立对数正态分布的中位数之比统计推断的研究论文很少。本文利用似然法、广义变量法

和贝叶斯方法对两个对数正态总体中位数之比进行了统计推断。此外，我们根据覆盖率、平均长度和相

对偏度评估所构建的置信区间的性能。各节内容如下： 
第二节主要介绍了对数正态模型，以及构造最大似然估计和置信区间的方法。第三节提出了基于两

种不同的广义枢轴量的广义置信区间和广义 p-值的假设检验。在第四节中，我们用 Diffuse 先验和独立

Open Access

https://doi.org/10.12677/sa.2021.101005
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


仲卿照 
 

 

DOI: 10.12677/sa.2021.101005 49 统计学与应用 
 

Jeffreys 先验和模拟算法给出了贝叶斯后验点估计、可信区间和后验概率比检验。第五节给出了衡量置信

区间优良的数值模拟，包括讨论和结果。在第六节中，我们将用一个真实的数据来说明所提出的推断方

法。最后的结束语在第七节给出。 

2. 似然方法 

考虑两个独立的对数正态分布，其参数为 ( ), , 1, 2i i iµ σ = 。令 ; 1, 2, 1, ,ij iX i j n= =  是来自两个独立总

体的随机样本，则有： 

( )2~ ,ij i iX LN µ σ  

其概率密度函数为： 

( )
2

2

ln1 1exp
22

ij i

iij i

x
f X

x

µ
σσ

 −  = −  
 π 

 

其中 20, , 0, 1, 2, 1, ,ij i i ix i j nµ σ> ∈ > = =  。 
根据数理统计的知识我们不难得到： ( ) ( )2ln ~ ,ij ij i iY X N µ σ= ，参数 2, , 1, 2i i iµ σ = 的极大似然估计

(MLE)为： 

( )22

1 1

1 1,
1

i in n

i ij i ij i
j ji i

Y Y S Y Y
n n= =

= = −
−∑ ∑  

对于两个独立对数正态分布，其中位数之比为： 
1

1 2
2

1

2

e e
e

µ
µ µ

µ

θ
θ

θ
−= = =  

这里的θ 就是本文关心的统计量。由极大似然估计的不变性，我们运用“插入法(Plug-in)”可以得到

参数θ 的一个点估计为： 
1 2ˆ e y y

MLEθ −=  

这里 1 2,y y 分别是 1 2,Y Y 的观测值。下面我们考虑参数θ 的置信区间的构造，由渐进正态理论和 Delta
方法，当样本量趋于无穷时，估计 ˆ

MLEθ 具有渐进正态性，其渐进均值和方差为： 

( )1 21 2
2 2

2 1 2

1 2

e , e
n n

µ µµ µ
θ θ

σ σ
µ σ −−  

= = + 
 

 

由于参数 2 2
1 2 1 2, , ,µ µ σ σ 是未知的，我们同样可以利用“插入法”，以 2 2

1 2 1 2, , ,y y s s 来代替未知参数，即
2 2

1 2 1 2, , ,Y Y S S 的观测值。 
因此，给定显著性水平 ( ), 0.05α α = ，则参数θ 的 ( )1 100%α− 双边渐进置信区间为： 

( ) ( )1 2 1 21 2 1 2
2 2 2 2

2 21 2 1 2
2 2

1 2 1 2

e e ,e ey y y yy y y y
L

s s s sCL z z
n n n nα α

− −− −
    
 = − + + +   
     

 

其中， 2zα 为标准正态分布的 2α 分位数。 

3. 广义枢轴量方法 

假设 ( )1 2, , , nY Y Y Y ′=  是来自一个总体的随机样本，该总体取决于参数 ( ),θ ϑ ，其中θ 是我们感兴趣

的参数而ϑ 是讨厌参数。广义枢轴量 ( ); , ,R Y y θ ϑ 是随机样本 Y，观测值 y，和参数 ( ),θ ϑ 的函数，其具有

以下性质： 
• ( ); , ,R Y y θ ϑ 的分布与未知参数无关； 
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• 广义枢轴量的观测值 ( ); , ,r R y y θ ϑ= 不取决于讨厌参数ϑ 。 
则参数θ 的广义枢轴量可以定义为： 

{ }1 2

1 1 1expR R Rθ µ µ= −  

其中 1
i

Rµ 定义为： 

1 1
i

i ii i i i
i i

ii i i i

s nY s Z
R y y

US n n nµ
µ −−

= − = −  

其中 ,i iZ U 相互独立，为： 

( ) ( ) 2
2 2

12

1
~ 0,1 , ~

i

i ii i
i i n

ii i

n SY
Z N U

n
µ

χ
σσ −

−−
= =  

不难说明， 1Rθ 满足上述两条性质，因此，参数θ 的 ( )1 100%α− 双边广义置信区间为： 

( ) ( )1 1
1 2 , 1 2GCI R Rθ θα α = −   

其中， ( )1 2Rθ α 与 ( )1 1 2Rθ α− 分别为 1Rθ 的 ( )100 2α 分位数和 ( )100 1 2α− 分位数。 
除了上面的广义枢轴量的构造方式之外，我们给出另外一种构造方式： 

{ }1 2

2 2 2expR R Rθ µ µ= −  

在这种情况下， 2
i

Rµ 定义为： 

( )2 *
*i
i

i i i
i

S
R Y Y

Sµ µ= − −  

其中， *
iY 和 2*

iS 分别为 iY 和 2
iS 的独立复制。则参数θ 的 ( )1 100%α− 双边广义置信区间为： 

( ) ( )2 2
2 2 , 1 2GCI R Rθ θα α = −   

其中， ( )2 2Rθ α 与 ( )2 1 2Rθ α− 分别为 2Rθ 的 ( )100 2α 分位数和 ( )100 1 2α− 分位数。 
基于广义枢轴量而构建广义置信区间可以总结为如下算法： 

• 给定 2, , 1, 2i iy s i = 。 
• 从 1j = 至 m 循环 

生成随机变量 2,i iZ U 并计算 1Rθ ； 
生成随机变量 * 2*,i iY S 并计算 2Rθ ； 

• 结束循环； 
• 计算 ( )1 2Rθ α 与 ( )1 1 2Rθ α− 为 1GCI 上下界， ( )2 2Rθ α 与 ( )2 1 2Rθ α− 为 2GCI 上下界。 

下面我们考虑假设检验问题： 

0 0 1 0:  v.s. :H Hθ θ θ θ≤ >  

接下来，我们给出广义检验统计量和广义 p-值的概念。广义检验统计量 ( ); , ,T Y y θ ϑ 是样本 Y,观测值

y，和参数 ( ),θ ϑ 的函数，满足如下性质： 
• 给定观测值 y， ( ); , ,T Y y θ ϑ 的分布与讨厌参数无关； 
• 对于Y y= ， ( ); , ,T Y y θ ϑ 的观测值与未知参数无关； 
• 给定 ,y ϑ， ( )( ); , , |P T Y y tθ ϑ θ≥ 是关于θ 单调的。 

如果 ( ); , ,T Y y θ ϑ 关于θ 是随机增长的，则广义 p-值定义为 ( ) ( )( )0; , , ; , , |P T Y y T y yθ ϑ θ ϑ θ≥ ；反之，

如果 ( ); , ,T Y y θ ϑ 关于θ 是随机下降的，则广义 p-值定义为 ( ) ( )( )0; , , ; , , |P T Y y T y yθ ϑ θ ϑ θ≤ 。 
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为了记号的方便，我们令 ( ) 1 2lnλ θ µ µ= = − ，那么假设检验就变成了 

0 0 1 0:  v.s. :H Hλ λ λ λ≤ >  

下面我们给出广义检验统计量的具体形式： 

( )
1 2

1 1; ,T Y y R Rµ µλ λ= − −  

不难验证，按照上述定义的广义检验统计量满足以上的三个条件，且这时该检验的广义 p-值可以定

义为： 

( ) ( )( ) ( ) ( )
1 2

1 1
0 0 0; , ; , |pG P T Y y T y y P R R P Rµ µ λλ λ λ λ λ λ= ≤ = = − ≤ ≤  

如果广义 p-值低于一个显著性水平α ，则拒绝原假设，反之，拒绝备择假设。对于一个复杂的分布，

直接计算广义 p-值是一项十分复杂的工作，因此我们通常借助模拟的方式来估计广义 p-值。 
下面给出计算广义 p-值的算法流程： 

• 给定 2, , 1, 2i iy s i = 。 
• 从 1j = 至 M 循环 

生成随机变量 ( )~ 0,1iZ N 以及 2 2
1~

ii nU χ − ； 
计算

1 2

1 1R R Rλ µ µ= − ； 
比较 Rλ 和 0λ 的大小，如果 Rλ 小于 0λ ，记“1”，否则记“0”； 

• 结束循环 
• 广义 p-值 pG 的估计为： 

# 1 #
M
的个数“ ”  

4. 贝叶斯方法 

本节我们将利用贝叶斯方法给出待估参数θ 的点估计、可信区间和后验概率比检验。我们主要考虑

两种不同的先验： 
• Diffuse 先验： ( ) ( )1

1 2 1 2 1 2, , , 1π µ µ σ σ σ σ=  
• 独立 Jeffreys 先验： ( ) ( )22

1 2 1 2 1 2, , , 1π µ µ σ σ σ σ=  
根据贝叶斯公式，基于上述两种先验的后验密度分别为： 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

1

2

1 1
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

21 2
1 1 1 1 1 1 12

1

21 2
2 2 2 2 2 2 22

2

22
1 12 21 1

1 1 1 1
1

2
2

, , , | , , , , , , |

1exp 1
2

1exp 1
2

12
, | , , |

2 2

,

n

n

Y L Y

n S n Y

n S n Y

n SnN Y IGamma
n

N Y

π µ µ σ σ π µ µ σ σ µ µ σ σ

σ σ µ
σ

σ σ µ
σ

σ
µ σ σ

σ

−−

−−

∝

  ∝ − − + −    
  × − − + −    

 −  −
∝ ×        

×
( ) 22

2 22 22
2 2 2

2

12
| , , |

2 2
n SnIGamma

n
µ σ σ

 −  −
×        

 

同样地， 
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( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

1

2

2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

22 2
1 1 1 1 1 1 12

1

22 2
2 2 2 2 2 2 22

2

22
1 12 21 1

1 1 1 1
1

2
2

, , , | , , , , , , |

1exp 1
2

1exp 1
2

11
, | , , |

2 2

,

n

n

Y L Y

n S n Y

n S n Y

n SnN Y IGamma
n

N Y

π µ µ σ σ π µ µ σ σ µ µ σ σ

σ σ µ
σ

σ σ µ
σ

σ
µ σ σ

σ

−−

−−

∝

  ∝ − − + −    
  × − − + −    

 −  −
∝ ×        

×
( ) 22

2 22 22
2 2 2

2

11
| , , |

2 2
n SnIGamma

n
µ σ σ

 −  −
×        

 

我们不难发现，后验分布其实是四个密度函数的乘积，其中 

( ) 2 2
2 212

~ , ,  | ~ , ,  1, 2
2 2

i ii i
i i i i

i

n Sn
IGamma N Y i

n
σ

σ µ σ
 −  −

=       
 

以及 

( ) 2 2
2 211

~ , ,  | ~ , ,  1, 2
2 2

i ii i
i i i i

i

n Sn
IGamma N Y i

n
σ

σ µ σ
 −  −

=       
 

那么，待估参数θ 的贝叶斯后验估计为： 

( )1 2ˆ e |BS E Yµ µθ −=  

下面我们通过最高后验密度(HPD)的方法构建贝叶斯可信区间，因此，关于 ( )1
1 2 1 2, , , | Yπ µ µ σ σ 和

( )2
1 2 1 2, , , | Yπ µ µ σ σ 的 ( )1 100%α− 的双边贝叶斯可信区间为： 

[ ] [ ]1 1 1 2 2 2, ,   ,BS BS BS BS BS BSCI L U CI L U= =  

其中， 1BSL 和 2BSL 是 B̂Sθ 关于后验密度 1 2,π π 的最短最高后验密度区间的下极限，同样， 1BSU 和 2BSU 是上

极限。贝叶斯后验估计的计算本质上是积分的计算，同样是一件复杂的工作，因此，我们需要通过模拟

的方法进行估计以及构建可信区间。 
下面我们给出构建贝叶斯可信区间和后验估计的算法流程： 

• 给定 2, , 1, 2i iy s i = 。 
• 从 1j = 至 m 循环 

关于后验 1π 生成 ( )2 ~i IGammaσ  以及 ( )2| ~i i Nµ σ  ； 
关于后验 2π 生成 ( )2 ~i IGammaσ  以及 ( )2| ~i i Nµ σ  ； 
关于后验 ( )1 |Yπ  计算 1 2

1
ˆ ej
BS

µ µθ −= ； 
关于后验 ( )2 |Yπ  计算 1 2

2
ˆ ej
BS

µ µθ −= ； 
• 结束循环 
• 贝叶斯后验密度估计为： 

1 1 2 2
1 1

1 1ˆ ˆ ˆ ˆ,   
m m

j j
BS BS BS BS

j jm m
θ θ θ θ

= =

= =∑ ∑  
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• 计算 1 1 2, ,BS BS BSL U L 以及 2BSU 。 
我们继续考虑假设检验 

0 0 1 0:  v.s. :H Hθ θ θ θ≤ >  

则参数θ 的后验概率比为： 

( )
( )

0

0

1 2 1 2 1 20

1 1 2 1 2 1 2

, , , | d d
,  1, 2

, , , | d d

i

i

Y
i

Y
θ θ

θ θ

π µ µ σ σ µ µα
α π µ µ σ σ µ µ

≤

>

= =
∫∫
∫∫

 

如果后验概率比 0 1 1α α > ，则接受原假设，如果后验概率比 0 1 1α α < ，则拒绝原假设，如果 0 1 1α α ≈ ，

则我们需要更多的后验信息。 
接下来给出计算后验概率比的算法流程： 

• 给定 2, , 1, 2i iy s i = 。 
• 从 1j = 至 m 循环 

关于后验 1π 生成 ( )2 ~i IGammaσ  以及 ( )2| ~i i Nµ σ  ； 
关于后验 2π 生成 ( )2 ~i IGammaσ  以及 ( )2| ~i i Nµ σ  ； 
关于后验 ( )1 |Yπ  计算 1 2

1
ˆ ej
BS

µ µθ −= ； 
关于后验 ( )2 |Yπ  计算 1 2

2
ˆ ej
BS

µ µθ −= ； 
比较 ˆ j

BSiθ 和 0θ 大小，如果 0
ˆ j
BSiθ θ≤ ，令 1j

ia = ，否则 1, 1,2j
ib i= = 。 

• 结束循环 
• 贝叶斯后验概率比为： 

10

1 1

m j
ij

m j
ij

a

b
α
α

=

=

=
∑
∑

，关于 ( )1 2 1 2, , , |i Yπ µ µ σ σ ， 1,2i =  

5. 数值模拟 

在本节中，我们利用 RStudio 来评估所构建的五种置信区间( 1 2 1, , ,L G G BSCI CI CI CI 和 2BSCI )的表现。我

们提出以下的指标来衡量区间的表现： 
• 覆盖率(CP)：模拟的置信区间覆盖住θ 的比例； 
• 平均长度(AL)：模拟置信区间的平均长度； 
• 相对偏度(RB)： 

( ) ( )
( ) ( )
upper error rate lower error rate

RB
upper error rate lower error rate

−
=

+
 

其中，“lower error rate”为θ 低于区间下极限的次数的比例，同样“upper error rate”可类似定义。在模

拟学习中，我们选择显著性水平 0.05α = 。对于任何参数配置，我们分别从两个独立对数正态总体中生

成 5000 组随机样本来构建 95%置信区间。我们选取样本量大小 ( )1 2,n n 分布为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )20,20 , 40,40 , 60,60 , 20,60 , 20,100 , 40,100 , 60,100 , 100,100 。所有模拟结果均被记录在表 1、
表 2 和表 3 中。表 1 中的参数配置为 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2, 1,1 , , 3,1µ µ µ µ= = 以及 ( ) ( )1 2, 0.1,0.1σ σ = ，表 2 的参数

配置为 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2, 1,1 , , 3,1µ µ µ µ= = 以及 ( ) ( )1 2, 0.1,0.3σ σ = ，表 3 的参数配置为 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2, 1,1 , , 3,1µ µ µ µ= = 以及 ( ) ( )1 2, 0.3,0.3σ σ = 。 
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Table 1. Simulation results of Coverage Probability, Average Length and Relative Bias of CIs where (Sigma1, Sigma2) = 
(0.1, 0.1) 
表 1.覆盖率、平均长度和相对偏度的模拟结果 

 
样本量(均值参数都为 1) 

(20, 20) (40, 40) (60, 60) (20, 60) (20, 100) (40, 100) (60, 100) (100, 100) 

LCI  

CP 0.9446 0.9472 0.9526 0.9358 0.9370 0.9422 0.9492 0.9416 

AL 0.1234 0.0873 0.0714 0.1004 0.0948 0.0730 0.0639 0.0553 

RB 0.1311 0.2273 0.1477 0.1526 0.0349 0.2042 0.1102 0.0205 

1GCI  

CP 0.9586 0.9512 0.9578 0.9454 0.9476 0.9480 0.9526 0.9422 

AL 0.1315 0.0900 0.0729 0.1060 0.1003 0.0749 0.0650 0.0560 

RB 0.0239 0.1121 0.0685 0.0706 0.0781 0.0866 0.0167 0.0345 

2GCI  

CP 0.9586 0.9512 0.9578 0.9454 0.9476 0.9480 0.9526 0.9422 

AL 0.1315 0.0899 0.0728 0.1059 0.1003 0.0750 0.0650 0.0560 

RB 0.0242 0.1475 0.0711 0.0476 0.1069 0.1385 0.0295 0.0865 

1BSCI  

CP 0.9626 0.9524 0.9548 0.9486 0.9520 0.9476 0.9472 0.9410 

AL 0.1336 0.0899 0.0725 0.1071 0.1015 0.7470 0.0645 0.0555 

RB 0.0481 0.1597 0.1239 0.0739 0.1000 0.1450 0.0985 0.0102 

2BSCI  

CP 0.9540 0.9474 0.9550 0.9422 0.9430 0.9446 0.9504 0.9400 

AL 0.1296 0.0888 0.0719 0.1044 0.0988 0.0739 0.0641 0.0553 

RB 0.0522 0.2167 0.1467 0.0796 0.0456 0.1769 0.0484 0.0333 

 
样本量(均值参数分别为 3 和 1) 

(20, 20) (40, 40) (60, 60) (20, 60) (20, 100) (40, 100) (60, 100) (100, 100) 

LCI  

CP 0.9360 0.9422 0.9476 0.9400 0.9402 0.9454 0.9426 0.9480 

AL 0.9110 0.6469 0.5279 0.7426 0.7034 0.5396 0.4718 0.4094 

RB 0.1313 0.0519 0.0992 0.1467 0.1037 0.1136 0.0244 0.1846 

1GCI  

CP 0.9496 0.9500 0.9510 0.9488 0.9510 0.9482 0.9478 0.9496 

AL 0.9706 0.6671 0.5387 0.7834 0.7447 0.5536 0.4798 0.4143 

RB 0.0480 0.0418 0.0588 0.0902 0.0159 0.0403 0.0530 0.0939 

2GCI  

CP 0.9496 0.9500 0.9510 0.9488 0.9510 0.9482 0.9478 0.9496 

AL 0.9703 0.6674 0.5385 0.7837 0.7444 0.5541 0.4799 0.4144 

RB 0.0159 0.0080 0.0122 0.0469 0.0286 0.0502 0.0498 0.1032 

1BSCI  

CP 0.9550 0.9456 0.9496 0.9510 0.9512 0.9472 0.9440 0.9468 

AL 0.9856 0.6667 0.5365 0.7919 0.7531 0.5520 0.4772 0.4112 

RB 0.0667 0.0221 0.0873 0.1184 0.1311 0.0833 0.0714 0.1654 

2BSCI  

CP 0.9482 0.9432 0.9482 0.9472 0.9742 0.9470 0.9430 0.9468 

AL 0.9560 0.6568 0.5315 0.7724 0.7333 0.5460 0.4733 0.4085 

RB 0.0811 0.0211 0.0733 0.0909 0.0909 0.0491 0.0175 0.1353 
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Table 2. Simulation results of Coverage Probability, Average Length and Relative Bias of CIs where (Sigma1, Sigma2) = 
(0.1, 0.3) 
表 2. 覆盖率、平均长度和相对偏度的模拟结果 

 
样本量(均值参数都为 1) 

(20, 20) (40, 40) (60, 60) (20, 60) (20, 100) (40, 100) (60, 100) (100, 100) 

LCI  

CP 0.9414 0.9454 0.9410 0.9490 0.9476 0.9434 0.9494 0.9460 

AL 0.2750 0.1951 0.1595 0.1745 0.1464 0.1327 0.1279 0.1238 

RB 0.3311 0.2601 0.1458 0.3020 0.0763 0.1519 0.0514 0.1556 

1GCI  

CP 0.9536 0.9502 0.9464 0.9550 0.9534 0.9452 0.9508 0.9488 

AL 0.2945 0.2017 0.1630 0.1802 0.1511 0.1351 0.1297 0.1255 

RB 0.0862 0.1148 0.0308 0.0933 0.0815 0.0076 0.0855 0.0077 

2GCI  

CP 0.9536 0.9502 0.9464 0.9550 0.9534 0.9452 0.9508 0.9488 

AL 0.2947 0.2016 0.1630 0.1802 0.1510 0.1350 0.1296 0.1255 

RB 0.0603 0.1165 0.0373 0.1022 0.0815 0.0219 0.0894 0.0156 

1BSCI  

CP 0.9558 0.9516 0.9448 0.9542 0.9510 0.9432 0.9494 0.9456 

AL 0.2981 0.2015 0.1620 0.1800 0.1510 0.1341 0.1286 0.1243 

RB 0.1674 0.2149 0.0580 0.2751 0.0531 0.0493 0.9190 0.0441 

2BSCI  

CP 0.9516 0.9476 0.9416 0.9510 0.9500 0.9430 0.9484 0.9406 

AL 0.2895 0.1986 0.1606 0.1774 0.1488 0.1330 0.1278 0.1236 

RB 0.2479 0.1985 0.0548 0.2000 0.0320 0.0877 0.0233 0.0909 

 
样本量(均值参数分别为 3 和 1) 

(20, 20) (40, 40) (60, 60) (20, 60) (20, 100) (40, 100) (60, 100) (100, 100) 

LCI  

CP 0.9366 0.9434 0.9420 0.9426 0.9500 0.9474 0.9498 0.9496 

AL 2.0281 1.4394 1.1799 1.2914 1.0807 0.9803 0.9444 0.9516 

RB 0.1861 0.3004 0.2276 0.2544 0.0960 0.0875 0.1554 0.1032 

1GCI  

CP 0.9506 0.9518 0.9500 0.9494 0.9564 0.9508 0.9510 0.9518 

AL 2.1724 1.4894 1.2068 1.3343 1.1149 0.9975 0.9582 0.9282 

RB 0.1120 0.1322 0.0569 0.0909 0.1121 0.0909 0.0252 0.0041 

2GCI  

CP 0.9506 0.9518 0.9500 0.9494 0.9564 0.9508 0.9510 0.9518 

AL 2.1724 1.4883 1.2063 1.3330 1.1144 0.9973 0.9587 0.9281 

RB 0.0607 0.0871 0.0480 0.1067 0.0642 0.0813 0.0286 0.0622 

1BSCI  

CP 0.9540 0.9500 0.9478 0.9488 0.9572 0.9500 0.9516 0.9482 

AL 2.2009 1.4862 1.1997 1.3334 1.1151 0.9902 0.9493 0.9197 

RB 0.0783 0.2000 0.1111 0.1719 0.0093 0.0480 0.0248 0.0656 

2BSCI  

CP 0.9494 0.9472 0.9434 0.9454 0.9510 0.9484 0.9474 0.9474 

AL 2.1366 1.4647 1.1886 1.3147 1.0989 0.9826 0.9444 0.9147 

RB 0.1225 0.1894 0.1661 0.1868 0.0041 0.0388 0.0722 0.0951 
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Table 3. Simulation results of Coverage Probability, Average Length and Relative Bias of CIs where (Sigma1, Sigma2) = 
(0.3, 0.3) 
表 3. 覆盖率、平均长度和相对偏度的模拟结果 

 
样本量(均值参数都为 1) 

(20, 20) (40, 40) (60, 60) (20, 60) (20, 100) (40, 100) (60, 100) (100, 100) 

LCI  

CP 0.9434 0.9432 0.9492 0.9466 0.9402 0.9464 0.9420 0.9520 

AL 0.3710 0.2628 0.2145 0.3022 0.2852 0.2200 0.1922 0.1662 

RB 0.3852 0.2887 0.2441 0.1835 0.3378 0.2090 0.2000 0.2333 

1GCI  

CP 0.9570 0.9542 0.9530 0.9586 0.9516 0.9492 0.9470 0.9522 

AL 0.3975 0.2717 0.2194 0.3202 0.3028 0.2263 0.1959 0.1685 

RB 0.0741 0.0169 0.0209 0.1429 0.0947 0.0040 0.0039 0.0087 

2GCI  

CP 0.9570 0.9542 0.9530 0.9586 0.9516 0.9492 0.9470 0.9522 

AL 0.3976 0.2716 0.2192 0.3198 0.3028 0.2263 0.1959 0.1685 

RB 0.0791 0.0131 0.0043 0.1787 0.1074 0.0236 0.0189 0.0209 

1BSCI  

CP 0.9558 0.9494 0.9518 0.9556 0.9540 0.9502 0.9438 0.9494 

AL 0.4020 0.2710 0.2178 0.3226 0.3055 0.2253 0.1944 0.1668 

RB 0.2579 0.1858 0.1286 0.0090 0.2000 0.1165 0.0890 0.1621 

2BSCI  

CP 0.9516 0.9488 0.9508 0.9538 0.9516 0.9496 0.9428 0.9480 

AL 0.3900 0.2671 0.2160 0.3141 0.2973 0.2227 0.1931 0.1659 

RB 0.2314 0.1518 0.1301 0.0216 0.2314 0.0952 0.1399 0.1231 

 
样本量(均值参数分别为 3 和 1) 

(20, 20) (40, 40) (60, 60) (20, 60) (20, 100) (40, 100) (60, 100) (100, 100) 

LCI  

CP 0.9428 0.9484 0.9498 0.9378 0.9378 0.9424 0.9414 0.9458 

AL 2.7432 1.9434 1.5887 2.2276 2.1139 1.6230 1.4140 1.2275 

RB 0.4266 0.2713 0.2908 0.2219 0.3248 0.3194 0.2696 0.1661 

1GCI  

CP 0.9536 0.9566 0.9540 0.9486 0.9536 0.9518 0.9436 0.9490 

AL 2.9379 2.0071 1.6245 2.3588 2.4667 1.6678 1.4412 1.2440 

RB 0.0667 0.0456 0.0610 0.1000 0.0169 0.0857 0.0786 0.0078 

2GCI  

CP 0.9536 0.9566 0.9540 0.9486 0.9536 0.9518 0.9436 0.9490 

AL 2.9398 2.0096 1.6240 2.3597 2.2432 1.6689 1.4392 1.2449 

RB 0.0776 0.0415 0.1043 0.0817 0.0172 0.0622 0.0426 0.0039 

1BSCI  

CP 0.9548 0.9548 0.9506 0.9482 0.9562 0.9456 0.9444 0.9474 

AL 2.9755 2.0041 1.6131 2.3777 2.2674 1.6627 1.4285 1.2322 

RB 0.3009 0.1239 0.1903 0.0734 0.1781 0.1691 0.0426 0.1103 

2BSCI  

CP 0.9510 0.9520 0.9512 0.9454 0.9472 0.9450 0.9412 0.9480 

AL 2.8830 1.9762 1.5984 2.3174 2.2054 1.6425 1.4182 1.2258 

RB 0.2408 0.0917 0.2377 0.0623 0.1894 0.2145 0.1633 0.1538 
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模拟结果分析 

基于表 1、表 2 和表 3： 
• 若考虑“覆盖率”，基于两种广义枢轴量以及 Diffuse 先验所构造的置信区间要更优于其他两种方法

的置信区间。对于小样本和中等样本，基于 Diffuse 先验的贝叶斯可信区间表现更好，然而，两种广

义置信区间更适用于大样本。 
• 若考虑“平均长度”，基于似然方法构造的置信区间要明显优于其他几种，但无论参数的配置是怎样

的，通常伴随着较低的覆盖率。 
• 若考虑“覆盖率”和“平均长度”，两种广义枢轴量构造的广义置信区间的表现几乎一致，但在

1 2µ µ= 的情况下，第二种广义置信区间的“相对偏度”较大，但当 1 2µ µ≠ 时，其“相对偏度”会较

低。 
• 关于两种贝叶斯方法，基于 Diffuse 先验的贝叶斯可信区间在“覆盖率”之下是表现更好的，但通常

区间长度会更长，因此，若要得到更“短”的置信区间，基于独立 Jeffreys 先验的贝叶斯可信区间是

更适合的。 
• 对于相对较大的 ( )1 2,σ σ 或者 ( )1 2,σ σ 相差较大的情形，我们构造的置信区间通常伴随着明显较宽的区

间长度，这种情形在 1 2µ µ≠ 时尤为明显。 
总而言之，对于小样本或中等样本，基于 Diffuse 先验的贝叶斯方法值得被推荐，对于大样本，两种

广义枢轴量构造的置信区间更适合。但若想要得到较短的区间，也就是在考虑“平均长度”的情形下，

似然方法以及基于独立 Jeffreys 先验的贝叶斯方法表现更好。 

6. 实例分析 

大气细颗粒物(PM2.5)是指直径小于或等于 2.5 微米、可以长时间悬浮在空气中的颗粒物。其主要化

学成分为碳氢化合物、氮氧化物、硫氧化物、金属离子化合物、卤素化合物。它可以作为反应床，进行

各种反应，将初级污染物转化为次级污染物。它们来源广泛，随着时间的推移，空间分布也各不相同。

由于其粒径小，重量轻，长期漂浮，可被吸入肺部，对人体健康造成极大危害。PM2.5 主要来自汽车尾

气、燃煤和工业废气，在交通发达、人口众多的发达城市尤为严重。 
在本例子中，我们研究了北京和广州的 PM2.5 质量浓度，这两个城市在中国都是比较发达的城市，

交通流量大，但就经验而言，位于南海沿岸的广州，空气质量总体上比北京好。因此我们会用提出的方

法比较两个区域测量的中位数之比。我们在 2020 年 7 月 10 日至 2020 年 10 月 25 日每隔 4 天早上 8:00(北
京时间)同步记录 PM2.5 质量浓度实时数据，数据来源：http://www.young-0.com/airquality/。 

我们记录到的数据如下： 
• 北京 PM2.5 (ug/m3)：91, 83, 66, 122, 38, 168, 68, 72, 89, 115, 38, 145, 152, 30, 53, 30, 25, 8, 38, 76, 164, 17, 

38, 200, 21, 61, 59； 
广州 PM2.5 (ug/m3)：46, 46, 13, 17, 30, 25, 25, 66, 30, 53, 8, 24, 34, 53, 153, 21, 17, 25, 8, 38, 21, 70, 38, 

81, 51, 42, 66。 
图 1 显示了两个城市的原始数据和经过对数变换之后数据的 QQ 图(其中，左上和左下两张图是原始

数据，右上和右下是经过对数变换的)。这些图表明 PM2.5 质量浓度的分布是正偏态的，但经对数变换后

的图像近似对称，这直观地说明了对数变换后的数据具有正态性。经对数变换后两市的正态性

Shapiro-Wilk 检验的 p-值分别为 0.5283 和 0.8618，两市原始数据的 p-值分别为 0.02777 和 0.0002015。因

此，有充分的证据表明北京和广州的 PM2.5 质量浓度分别服从对数正态分布。 
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Figure 1. QQ-plots of PM2.5 mass concentration in Beijing and Guangzhou 
图 1. 北京和广州两市 PM2.5 浓度的 QQ 图 

 

在表 4 中，我们给出了 PM2.5 质量浓度数据对数变换后的汇总统计。在表 5 中，我们根据提出的方

法给出了θ 的 95%双边置信区间。基于似然法θ 的点估计分别为 1.8057、基于贝叶斯后验密度 1 2,π π 的点

估计分别为 1.8533、1.8475。现在考虑假设检验问题，令 0 1θ = ，我们分别给出广义 p-值 0.0038，以及基

于后验密度 1 2,π π 的后验概率比 0.004419446 和 0.002004008。因此，我们需要拒绝原假设，接受备择假

设。这一结果可以解释为 2020 年 7 月 10 日至 10 月 25 日广州 PM2.5 质量浓度中值低于北京。这也意味

着这段时间广州的空气质量比北京好，这与事实相符。 
 
Table 4. The summary statistics of log-transformed data both in Beijing and Guangzhou 
表 4. PM2.5 质量浓度数据对数变换后的统计量汇总 

城市 样本量 均值 标准差 

北京 27 4.0813 0.7836 

广州 27 3.4903 0.6840 

 
Table 5. The 95% two-sided confidence intervals for theta 
表 5. 待估参数θ 的 95%的双边置信区间 

方法 置信区间 区间长度 

LCI  [1.0973, 2.5142] 1.4169 

1GCI  [1.2225, 2.6700] 1.4475 
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Continued 

2GCI  [1.1893, 2.7036] 1.5143 

1BSCI  [1.0786, 2.6151] 1.5364 

2BSCI  [1.1314, 2.5558] 1.4244 

7. 结束语 

本文的主要任务是构造基于似然、广义枢轴量和贝叶斯方法的置信区间。通过数值模拟，我们发现

基于两种广义枢轴量和贝叶斯后验密度 1π 的置信区间在覆盖率方面较好，而基于似然的置信区间由于渐

近理论在大样本中表现较好。从广义枢轴量的性质来看，它的构造不是唯一的，由此得出广义置信区间

的构造也不是唯一的。实际上，目前我们还不知道哪一种方法是构造广义置信区间的最优方法。与贝叶

斯方法类似，如何选择先验也是一个永恒的话题。因此，这需要进一步的研究。 
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