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摘  要 

本文基于下记录值样本，研究了两参数逆威布尔分布模型的点估计和区间估计问题。基于构造的服从卡

方分布的枢轴量导出了参数的逆矩估计，同时得到了形状参数的传统等尾置信区间和最短置信区间以及

形状参数和尺度参数的联合置信域，最后通过数值实例将得到的区间和已有文献基于构造的服从F分布

的枢轴量得到的区间进行比较以说明本文方法的优良性。 
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Abstract 
In this paper, point estimation and confidence intervals estimation of inverse Weibull distribu-
tion model with two parameters are studied based on the sample of lower record values. The in-
verse moment estimator of parameters is derived based on the structure of pivotal quantities 
subject to the chi-square distribution, and at the same time, the traditional equal tailed confi-
dence interval and the shortest confidence interval of shape parameter, as well as the joint con-
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fidence field of shape and scale parameters, are obtained. Finally, a numerical example is given to 
compare the obtained intervals with the obtained intervals based on the structure of pivot quan-
tities subject to F distribution in the existing literature, so as to illustrate the superiority of the 
method in this paper. 
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1. 引言 

记录值作为一种刻画数据变化趋势的数据，自文献[1]提出以来已被广泛应用到天气预报、体育赛事、

水文地震等诸多领域。如奥运会 110 米跨栏比赛的用时记录值；某些干旱地区年降雨量最小值变化的记

录值等。因此，对记录值数据进行理论研究具有较大的实际应用价值。近些年，已有大量文献研究了记

录值样本下参数的统计推断问题，如文献[2] [3]定义了记录值，并讨论了它们相关的统计性质；文献[4]
基于构造的枢轴量研究了记录值样本下威布尔分布的参数估计以及应力强度可靠性统计推断问题；文献

[5]研究了记录值样本下极值分布的参数点估计，区间估计以及联合置信域。 
逆威布尔分布作为一种常见的寿命试验分布之一，最早由凯勒和卡玛特在文献[6]中对可靠性数据建

模时提出，并且通过研究得出一些机械部件失效是由于其退化引起的结果。它现已在寿命试验、可靠性

工程、电子设备等领域受到广泛关注和研究。文献[7]基于构造的服从 F 分布的枢轴量探讨了甘贝尔分布

和逆威布尔分布参数的精确置信区间和置信域；文献[8]基于下记录值样本值，在形状参数已知、形状和

尺度参数都未知的两种情况下研究了参数的不同估计方法。文献[9]基于记录值样本，讨论了逆威布尔分

布的两个参数的最大似然估计和贝叶斯估计及预测问题。更多的关于记录值样本下参数的统计推断问题

见文献[10] [11] [12]。 
本文将利用文献[4]的理论构造一个服从卡方分布的枢轴量，进一步探讨逆威布尔分布的参数估计问

题，并把得到的形状参数精确置信区间和形状和尺度参数的联合置信域结果与文献[7]的相应的置信区间

和联合置信域作比较，最后再把文献[13]中寻求最短置信区间方法用到该分布形状参数的置信区间的推断

中，并把得到的最短置信区间与本文得到的传统等尾置信区间、文献[7]中的置信区间作比较。从比较结

果看，本文得到的置信区间的长度确实比文献[7]中的要短。 
设随机变量 X 服从逆威布尔分布，其概率密度函数如下 

( ) ( )1; , e , 0xf x x x
βη

ββη β βη
 − − +  = >                             (1) 

相应的概率分布函数为 

( ) e , 0xF x x
βη − 

 = >                                    (2) 

其中 , 0η β > ，分别为尺度和形状参数。 
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2. 最大似然估计 

定义 1 [1]设{ }, 1nX n ≥ 是一个独立同分布的随机变量序列，对于任意的 i j> ，如果有 i jx x< 成立，

则称 ix 为一个下记录值。令 { }11 1; min : , 2
nn i LL L i X X n
−

= = < ≥ ，则称子序列{ }, 1
nn LY X n= ≥ 为原始序列

{ }, 1nX n ≥ 的一个下记录值序列，而称 nL 为记录时间序列，类似可定义上记录值。 
设 { }1 2, , , nY Y Y Y= � 是一个来自逆威布尔分布(1)的 n 个下记录值序列， { }1 2, , , ny y y y= � 是一个样本

观测值，则由文献[3]知样本似然函数为： 

( ) ( ) ( )
( )

( )1 1
1 1, e nn nyi n n

n ii i
i

f y
L f y y

F y

β
η

ββη β β η
 

−  − − + 
= =

= =∏ ∏                      (3) 

而对数似然函数为： 

( ) 1ln ln ln 1 lnn
ii

n

L n n y
y

β
ηβ β η β

=

 
= + − − + 

 
∑                          (4) 

通过最大化(4)式 

1

ln ln ln ln 0n
ii

n n

L n n y
y y

β
η ηη

β β =

   ∂
= + − − =   ∂    

∑                         (5) 

1ln 0
n

L n
y

β

β

β βη
η η

−∂
= − =

∂
                                  (6) 

可以得到参数 ,η β 的最大似然估计分别为： 

( )1
1

ˆ
lnn

i ni

n
y y

β −

=

=
∑

 

ˆ1ˆ nn yβη =  

3. 参数的置信区间和联合置信域 

设 1 2 nY Y Y> > >� 是来自逆威布尔分布(1)的 n 个下记录值，令 ( )ln ; ,i i
i

Z F Y
Y

β
ηη β

 
 = − =   

 
，则 

1 2 nZ Z Z< < <� 是来自标准指数分布的 n 个上记录值。再令 1 1 1 1; , 1, 2, ,i iT Z T Z Z i n−= = − = � 。则由文献

[4]知 1 2, , , nT T T� 是服从标准指数分布相互独立的随机变量。 

引理 1 [4]设 1 2, , , nT T T� 是相互独立同分布的标准指数随机变量。令 1 2i iS T T T= + + +� ，
1

i
i

i
i

S
U

S +

 
=  
 

，

1,2, , 1i n= −� ； n nU S= 则有 

1) 1 2, , , nU U U� 相互独立； 
2) 1 2 1, , , nU U U −� 服从均匀分布 ( )0,1U ； 
3) 2 nU 服从自由度为 2n 的卡方分布。 
定理 1 令 ( ) ( ) ( )1 1

1 12 ln 2 lnn n
i i ni iW U Y Yβ β− −

= =
= − =∑ ∑ ，当 1n > 时，有下面的结论成立。 

1) ( )W β 服从自由度为 2 2n − 的卡方分布。 
2) 对任意的 0t > ， ( )W tβ = 关于当 β 有唯一解。 
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证明：1) 由 1 2 1, , , nU U U −� 服从均匀分布 ( )0,1U ，可知 ( ) ( )22 ln ~ 2iU χ− ，又 1 2 1, , , nU U U −� 相互独

立，所以 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2
1 12 ln 2 ln ~ 2 2n n

i i ni iW U Y Y nβ β χ− −

= =
= − = −∑ ∑ 。 

2) 显然 ( )W β 关于 β 是严格单调递增的，再由 ( )
0

lim 0W
β

β
→

= 和 ( )lim W
β

β
→∞

= ∞可知，对任意的 0t > ，

( )W tβ = 关于当 β 有唯一解。 

定理 2 设 1 2 nY Y Y> > >� 是来自逆威布尔分布(1)的 n 个下记录值，则参数 ,η β 的逆矩估计量由下式

确定 

( ) 2 2

2 2 2n
n

W n

nU n
Y

β

β = −

  

= =  
  

 

定理 3 设 1 2 nY Y Y> > >� 是来自逆威布尔分布(1)的 n 个下记录值，则参数 β 的 ( )1 0 1α α− < < 水平的

置信区间为 

( )
( )

( )
( )

2 2
2 1 2
1 1
1 1

2 2 2 2
,

2 ln 2 lnn n
i n i ni i

n n

Y Y Y Y
α αχ χ −
− −

= =

 − −
 
 
 ∑ ∑

                           (7) 

证明：从引理 2 可知枢轴量 

( ) ( ) ( )1 2
12 ln ~ 2 2n

i niW Y Y nβ β χ−

=
= −∑  

从而有， 

( ) ( ) ( )( )2 2
2 1 22 2 2 2 1P n W nα αχ β χ α−− < < − = −  

即 

( )
( )

( )
( )

2 2
2 1 2
1 1
1 1

2 2 2 2
1

2 ln 2 lnn n
i n i ni i

n n
P

Y Y Y Y
α αχ χ

β α−
− −

= =

 − −
 < < = −
 
 ∑ ∑

 

定理 4 设 1 2 nY Y Y> > >� 是来自逆威布尔分布(1)的 n 个下记录值，则参数 ,η β 的 ( )1 0 1α α− < < 联合

置信域为 

( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2
1 1 2 1 1 2

1 1
1 1

1 12 2
1 1 2 1 1 2

2 2 2 2

2 ln 2 ln

2 2

2 2

n n
i n i ni i

n n

n n

Y Y Y Y

n n
Y Y

α α

β β

α α

χ χ
β

χ χ
η

− − + −

− −

= =

− − + −

 − −
 < <



      < <      
   

∑ ∑
 

证明：因为 ( )22 ~ 2nU nχ ，且由文献[4]知 ( )W β 与 2 nU 是相互独立的。所以对于任意的 0 1α< < ，

有 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 1 2 1 1 2

2 2 2 1nP n U n
α α

χ χ α
− − + −

 < < = − 
 

 

由定理 2 知 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 1 2 1 1 2

2 2 2 2 1P n W n
α α

χ β χ α
− − + −

 − < < − = − 
 
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于是有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
1 1 2 1 1 2 1 1 2 1 1 2

2 2 2 2 , 2 2 2 1nP n W n n U n
α α α α

χ β χ χ χ α
− − + − − − + −

 − < < − < < = − 
 

 

即 

( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 12 2 2 2
1 1 2 1 1 2 1 1 2 1 1 2

1 1
1 1

2 2 2 2 2 2
, 1

2 22 ln 2 ln
n nn n

i n i ni i

n n n n
P Y Y

Y Y Y Y

β β

α α α α
χ χ χ χ

β η α
− − + − − − + −

− −

= =

    − −    < < < < = −            
∑ ∑

 

4. 形状参数的最短置信区间 

一般对参数作区间估计时，在固定的置信水平下，所寻求的置信区间应该越短越好，由于本文构造

的枢轴量的分布服从单峰的卡方分布，它的密度函数关于其峰值是不对称的，因此，传统的等尾置信区

间，即(7)式确定的置信区间不是最短的，下面在固定的置信水平1 α− 下寻求参数 β 的最短置信区间，所

谓最短，就是要在满足 ( ) 1P b cη α< < = − 的所有置信区间 ( ),b c 中，找到使得 c b− 最小的区间 ( ),b c 。为

了方便，采用 ( )1
2

W β 这个枢轴量来讨论参数 β 的最短置信区间。由于 

( ) ( ) ( )( )1 11 2 2 1
2

P b W c P W b W cβ β α− − < < = < < = − 
 

，所以本文要找的参数 β 的最短置信区间

( ) ( )( )1 12 , 2W b W c− − 要满足： 

( ) ( )

( )

1 1min 2 2

1s.t. 1
2

L W c W b

P b W cβ α

− − = −

  < < = −  

 

                            (8) 

这里 ( )1W t− 表示 ( )W tβ = 关于 β 的解。 
定理 5 当 2n > 时，上述条件极值(8)存在唯一驻点 ( )* *,b c 。 

证明：由于 ( )W β 是 β 的线性单调函数，故使得枢轴量 ( )1
2

W β 的置信区间达到最短的 b 和 c，也使

得参数 β 的置信区间最短。事实上，由 ( ) ( )1
12 lnn

i niW Y Yβ β −

=
= ∑ 可知， 

( ) ( )
( )

1 1
1
1

2 2
lnn

i ni

c bL W c W b
Y Y

− −
−

=

−
= − =

∑
，而 ( )1

1 lnn
i ni Y Y−

=∑ 只与样本有关，因此要使得 L 最小，只需 c b−

最小，从而只需证明在 ( )1 1
2

P b W cβ α < < = − 
 

的约束下，L c b= − 存在唯一驻点 ( )* *,b c 使得本身最小

即可。约束条件 ( )1 1
2

P b W cβ α < < = − 
 

等价于 

( )

( )
0

0

d

d 1

b

c

g y y

g y y

β

α β

 =

 = − +

∫

∫
                                (9) 

这里 ( ) ( )
2e , 0

1

n yyg y y
n

− −

= >
Γ −

是形状参数为 1n − ，尺度参数为 1 的伽马分布密度函数，且 0 β α< < ， 

我们记相应的概率分布函数为 ( )G y 。由(9)式可知，在固定置信水平1 α− 下，任意给定一个 β ，就有唯

一的一个 b 和 c 与之对应，即 b 和 c 都可以看作是 β 的函数，从而 L c b= − 也是 β 的函数，故有 
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( ) ( )
d d d 1 1
d d d

L c b
g c g bβ β β

= − = −  

令
d 0
d

L
β
= ，可得 ( ) ( )g b g c= ，即 

2 2e en b n cb c− − − −=                                     (10) 

现在要求的唯一驻点 ( ),b c 就是在 2 2e en b n cb c− − − −= 的约束下证明 

( ) ( ) ( ) ( )1 d 1
2

c

b
P b W c g y y G c G bβ α < < = = − = − 
  ∫ 的解唯一。 

考虑函数  

( ) 2e , 0n xh x x x− −= >  

令 ( ) 0h x′ = ，可得到 ( )h x 的最大值点 0 2x n= − ；且当 00 x x< ≤ 时， ( )h x 严格单调递增， 0x x≥ 时，

( )h x 严格单调递减，而当 x 趋于无穷大或者零时 ( )h x 趋于零，为确保 b c< 和(10)成立，应有 2b n< − 且

2c n> − ，这样对任意的 c，从(10)就可以得到唯一的 ( )b u c= 。 
可以知道的是函数 ( )g y 的峰值也在 0 2x x n′ = = − 处达到。由函数 ( )h x 的单调性可知，要满足

2 2e en b n cb c− − − −= ，则当 c 增大时， ( )b u c= 必然要减小。所以当 2c n> − 时， ( ) ( )( )G c G u c− 是 c 的严格

增函数，而且当 c 趋于无穷大时， ( )b u c= 从大于零的一侧趋于零；当 c 从大于 2n − 的一侧趋于 2n − 时，

( )b u c= 从小于 2n − 的一侧趋于 2n − ，因此有 

( ) ( )( )lim 1
c

G c G u c
→∞

 − =   

( ) ( )( )
2

lim 0
c n

G c G u c
→ −

 − =   

由中值定理知，在 2 2e en b n cb c− − − −= 的约束下， ( ) ( )( ) ( )1 0 1G c G u c α α− = − < < 的解是唯一的，即存

在唯一的 *c c= 使得 ( ) ( )( ) ( )* * 1 0 1G c G u c α α− = − < < 成立，再取 ( )*b u c= ，则 ( )* *,b c 是条件极值(8)的
唯一驻点，命题得证。下面将通过实例给出怎样求最短置信区间，并把得到的最短置信区间与传统等尾

置信区间作比较。 

5. 实例应用 

本文采用文献[7]中 5.3 例子的样本，数据为一组来自宾夕法尼亚州哈里斯堡的萨斯奎赫纳河的最高

洪水水位(每秒数百万立方英尺)且样本容量为 20n = ，而文献[14]已经证明了用逆威布尔分布来拟合该组

数据的效果很好，数据见表 1。 
 
Table 1. Maximum flood level data 
表 1. 最高洪水水位数据 

0.654 0.613 0.315 0.449 0.297 0.402 0.379 0.423 0.379 0.324 

0.269 0.740 0.418 0.412 0.494 0.416 0.338 0.392 0.484 0.265 

 
可以得到该组样本的 6 个下记录值为： 0.654,0.613,0.315,0.297,0.269,0.265，于是有： 
参数 ,η β 的最大似然估计分别为： ˆˆ 0.4879, 2.9357η β= = 。 
参数 ,η β 的逆矩估计分别为： 0.5512, 2.4464η β= = 。 
参数 β 的置信水平为 95%的传统等尾置信区间为： ( )0.7943,5.0110 。 
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为了得到参数 ,η β 的置信水平为 95%的联合置信域，需要下面的分位数 

( ) ( )2 2
0.0127 0.987310 2.7182; 10 22.5120χ χ= =  

( ) ( )2 2
0.0127 0.987312 3.7659; 12 25.4812χ χ= =  

由定理 4 可知参数 ,η β 的置信水平为 95%的联合置信域为： 

1 1

0.6650 5.5072

3.7659 25.48120.265 0.265
2 2

β β

β

η

< <

    < <    

   

 

文献 [7] 中参数 λ  ( βη= ，也就是文献中[7]的参数 λ 相当于本文的 βη )， β 的置信水平为 95%的联合

置信域的面积为 3.6918。而本文的参数 ( ) ,βλ η β= 的置信水平为 95%的联合置信域的面积为： 

0.6650 5.5072
3.7659 25.48120.265 0.265

2 2
β β

β

η

< <



< <

 

即联合置信域的面积为 3.3751，可见比文献[7]中的参数 ( ) ,βλ η β= 的联合置信域 3.6918 要小。 
由定理 4 的证明过程可知，参数 β 的置信水平为 95%的最短置信区间可以通过求解下面非线性规划

问题： 

2 2
0 0

2 2

min

e e 1
! !

e e

k k
n nb c
k k

n b n c

L c b
b c
k k

b c

α− −− −
= =

− − − −

= −

 − = −

 =

∑ ∑  

得到唯一驻点 ( ) ( )* *, 1.2070,9.4302b c = ，从而参数 β 的置信水平为 95%的最短置信区间就为

( ) ( )( ) ( )1 * 1 *2 , 2 0.5906,4.6140W b W c− − = 。 
文献[7]中得到的参数 β 的置信水平为 95%的置信区间和本文得到的置信区间及其长度 L比较见表 2： 

 
Table 2. Length comparison of confidence intervals 
表 2. 置信区间的长度比较 

文献[7]中置信区间 本文得到的传统等尾置信区间 最短置信区间 

(0.7200, 5.8548) (0.7943, 5.0110) (0.5906, 4.6140) 

L1 = 5.1348 L2 = 4.2167 L3 = 4.0234 

6. 结论 

本文基于下记录值样本，首先给出了逆威布尔分布参数 ,η β 的最大似然估计，然后利用文献[4]的引理

构造了服从卡方分布的枢轴量，并基于该枢轴量得到了这两个参数的逆矩估计，形状参数 β 的置信区间，

以及参数 ,η β 的联合置信域，接着基于文献[13]的结果获得了形状参数 β 的最短置信区间，最后基于文献

[7]的数值实例得到了相关的具体结果，并把它们与文献[7]的结果作比较。从比较结果可以看出，在相同的

置信水平下，本文基于构造的服从卡方分布的枢轴量得到的置信区间和联合置信域比文献[7]基于构造的服

从 F 分布的枢轴量得到的结果要短、小，因此是一个可供相对更好的选择方式。另外，还可以看到在固定

置信水平下，最短置信区间的长度确实比文献[7]中的结果和本文得到的传统等尾置信区间的长度都要短。 
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