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摘  要 

本文研究线性回归模型存在多重共线性且因变量存在缺失时的估计问题，分别基于完整数据方法和单点

插补方法，给出了回归系数的两种岭估计，给出了估计量的渐近性质。最后通过数值模拟验证了所提方

法的有效性。 
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Abstract 
This paper discusses estimation of linear regression models in the presence of multicollinearity 
and the responses are missing at random. Based on the complete-case method and single imputa-
tion technique, two ridge estimators for the unknown regression coefficients are proposed. Asymp-
totically properties of the proposed estimators are given. Finally, some simulations are conducted 
to illustrate the proposed methods. 
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1. 引言 

缺失数据是数据分析中遇到的常见问题之一，关于缺失数据的详细介绍可参考著作 Little 和 Ruin 
(2002) [1]。线性回归模型是最为常用的统计方法之一，缺失数据下回归模型的研究得到了关注，Cheng 
(1994) [2]、Chu & Cheng (1995) [3]、Wang & Rao (2002) [4]和 Qin 等(2009) [5]基于不同的方法研究了因变

量缺失下的回归模型。另一方面，多种共线性是线性回归模型实际使用中经常遇到的问题，这一问题是

由于自变量之间存在线性关系导致，严重影响统计推断结果。解决多重共线性的途径有多重，其中构造

回归系数的有偏估计是一种常见的方法，有偏估计以牺牲无偏性使估计量的均方误差变小，从而解决了

多重共线性下最小二乘估计量方差过大的问题。目前讨论较多的有偏估计是岭估计和主成份估计。 
线性回归模型可记为如下形式 

T , 1, 2, ,i i iY X i nβ ε= + =                                  (1) 

其中 iY 是因变量观测值， ( )T
1 2, , ,i i i iqX X X X=  是相应的自变量观测值， β 为 1q× 需要估计的未知回归

系数，模型误差 iε 为独立同分布的随机变量，有 ( ) 0i iE Xε = 和 ( ) 2
i iVar Xε σ= 。为了克服因变量的缺

失，用变量δ 作为缺失的标志， 1iδ = 表示 iY 的值没有缺失，可以被观测到， 0iδ = 则表示 iY 值缺失。假

定 iY 满足随机缺失的机制，即 

( ) ( )1| , 1 | .P X Y P Xδ δ= = =                               (2) 

该缺失机制是缺失数据分析中常用的假设条件。 
针对缺失数据的处理，最简单的处理方法就是完整数据方法，即只利用因变量和自变量都完整的观

测值，也就是只考虑因变量不存在缺失的那些观测值，即 1iδ = 的那些观测数据。显然，这种方法虽然简

便，但舍弃了存在缺失的数据，造成了信息的浪费。为了充分利用观测数据的信息，还可以利用插补的

方法对模型(1)进行估计。对于模型(1)~(2)，基于完整数据方法和单点插补方法，杨徐佳等(2011) [6]构造

了回归系数的估计，并给出了所提估计量的渐近性质，此外还讨论了回归系数的线性关系检验问题。安

佰玲等(2013) [7]则基于这两种方法讨论了模型的约束估计问题。 
针对因变量缺失和自变量存在多重共线性这两个问题，目前的研究大都是单独讨论，将两个问题同

时考虑的研究成果很少。为了解决这一问题，本文集中讨论因变量缺失下线性回归模型的岭估计问题。 
论文第 2 节和第 3 节将分别基于完整数据方法和单点插补方法构造模型系数的岭估计，并给出估计

量的渐近性质。第 4 节将通过数值模拟验证所提方法的有效性。总结将在第 5 节给出，定理的证明将放

在第 6 节。 

2. 基于完整数据方法的岭估计 

本节基于完整数据方法构造模型系数的岭估计。设 }{ 1
, ,

n
i i i i

Y Xδ
=
为来自模型(1)的观测数据，则有如下

的线性回归模型 
T , 1, 2, , .i i i i i iY X i nδ δ β δ ε= + =                                   (4) 

模型(4)的矩阵形式为 
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,Y X β ε= +                                          (5) 

其中 ( )T
1 1 2 2, , , n nY Y Y Yδ δ δ=  ， ( )T

1 1 2 2, , , n nX X X Xδ δ δ=  ， ( )T
1 1 2 2, , , n nε δ ε δ ε δ ε=  。 

从而对模型(4)使用最小二乘估计，可得回归系数 β 基于完整数据的估计 

( )
1

1T T T

1 1

ˆ .
n n

C i i i i i i
i i

X X X Y X X X Yβ δ δ
−

−

= =

   = =   
   
∑ ∑                           (6) 

下面在模型(4)或(5)的基础上考虑岭估计的构造。类似于普通线性回归模型的估计，构造的如下的辅

助函数： 

( ) ( ) ( )T T
1F Y X Y X kβ β β β β= − − +                               (7) 

函数 ( )F β 关于 β 求偏导数，并另导数等于 0，可得 

( )1 T T2 2 2 0
F

X Y X X k
β

β β
β

∂
= − + + =

∂
                             (8) 

从而可得回归系数基于完整数据方法的岭估计为 

( ) ( ) 1T Tˆ
C qk X X kI X Yβ

−
= +                                 (9) 

下面给出 ( )ˆ
c kβ 的渐近性质。 

定理 1. 如果第 6 节的假设条件成立， ( )ˆ
c kβ 是渐近正态的，有 

( ) ( )2 1ˆ 0, ,dr
cn Nβ β σ −− → Ω  

其中 ( )TE XXδΩ = 。 

3. 基于单点插补方法的约束估计及其性质 

上一节所用的完整数据方法只是用了因变量和自变量有完整观测的数据，将因变量存在缺失的观测

数据舍弃，显然造成了信息的损失。为了弥补这一问题，下面将基于单点插补方法构造模型系数的岭估

计。基于上一节得到的最小二乘估计 ˆ
Cβ ，针对因变量缺失这一问题，构造如下新的因变量 

( )* T ˆ1 ,i i i i i CY Y Xδ δ β= + −                                 (10) 

显然，当 iY 不存在缺失时， *
i iY Y= ，另一方面当 iY 存在缺失时，相当于用插补值 * T ˆ

i i CY X β= 代替其

缺失的真实值。 
基于上面的构造，得到了完整数据集 ( )*

1
,

n

i i i
Y X

=
，因此有如下的自变量和因变量都存在的线性模型 

* T , 1, 2, , .i i iY X e i nβ= + =                                 (11) 

其中 ( )* T ˆ1i i i i i cY Y Xδ δ β= + − 。 
对于上述模型，利用最小二乘方法可以得到 β 的单点插补估计 

1
T *

1 1

ˆ .
n n

I i i i i
i i

X X X Yβ
−

= =

   =    
   
∑ ∑                               (12) 

基于模型(11)，考虑其岭估计，构造如下的辅助函数 

( ) ( )2* T T
2

1
,

n

i i
i

F Y X kβ λ β β β
=

= − +∑  

同样，函数 ( )2F β 关于 β 求偏导数，并另导数等于 0，可得 

https://doi.org/10.12677/sa.2022.116158


李静，安佰玲 
 

 

DOI: 10.12677/sa.2022.116158 1518 统计学与应用 
 

( )2 T * T2 2 2 0
F

X Y X X k
β

β β
β

∂
= − + + =

∂
                          (13) 

( )T* * * *
1 2, , , nY Y Y Y=  ，从而可得回归系数基于单点插补数据方法的岭估计为 

( ) ( ) 1T T *ˆ
I qk X X kI X Yβ

−
= +                               (14) 

下面给出 ( )ˆ
I kβ 的渐近性质。 

定理 2. 如果第 6 节的假设条件成立， ˆ r
Iβ 是渐近正态的，满足 

( )( ) ( )2 1ˆ 0, .d
In k Nβ β σ −− → Ω  

从定理 1 和定理 2 不难看出，首先基于两种方法的估计量的渐近性质相同，且与不考虑岭估计的最

小二乘估计的渐近性质一样。这些结论与杨徐佳等(2011)以及其他文献的结论一致。 

4. 数值模拟 

本节将通过数值模拟考察前面所提出估计方法的有效性。假设数据服从于如下线性回归模型 

1 1 2 2 , 1, 2, ,i i i iy x x i nβ β ε= + + =                              (15) 

为了构造多重共线性，运用 McDonald 和 Galerneau (1975) [8]中生成具有多重共线性自变量的方法生

成解释变量 1 2,x x ，具体为： 

( )2
3

1 2
1 , 1, 2, , ; 1, 2ij ij ix i n jρ ω ρω= − + = =  

其中 ijω 是独立的标准正态随机数，ρ 是一个具体的数值以确保任何四个解释变量在理论上是相关的，分

别取 0.90,0.99,0.999ρ = 刻画不同程度的复共线性问题。 
因变量的缺失的机制 

( ) ( )1 1 2 2 1 21 | , 0.8 0.2i i i ip x x x x x xδ∆ = = = = = + + ，当 1 2 1i ix x+ ≤ 时； 

否则等于 0.9。模型误差 iε 服从如下的正态分布(N)和均匀分布(U) 

(1) ( )20,0.5i Nε  ，(2) 3 3,
2 2i Uε

 
−  
 

 。 

针对模型(15)，取 ( )1 2,β β 的真实值为 ( )3,2 ，基于上面的缺失机制和误差分布，样本量 n 分别设置为

50、100 和 150，重复 500 次，在每一种情况下分别计算 ( )1 2,β β 基于完整数据分析方法的估计(C)和岭估

计(C-R)，基于单点插补方法的估计(I)和岭估计(I-R)。其中岭估计是基于 R 软件 MASS package 里的

lm.ridge 函数，其中 k 的选取使用 GCV 方法。以这些估计量的均方误差(EMSE)来衡量其表现， 

( ) ( )
500 2 2* *

1 1

1EMSE
500 kj j

k j
β β β

= =

= −∑∑  

其中 *
kjβ 是参数 jβ 的第 k 次重复时的估计值，模拟结果见表 1。 

 
Table 1. EMSEs of the estimators 
表 1. 不同估计量的 EMSEs 

ρ β 
n = 50 n = 100 n = 150 

N U N U N U 

0.9 
C 0.0329 0.0334 0.0169 0.0185 0.0110 0.0109 

C-R 0.0324 0.0334 0.0168 0.0186 0.0109 0.0109 
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Continued 

0.9 
I 0.0331 0.0350 0.0163 0.0166 0.0111 0.0101 

I-R 0.0328 0.0345 0.0163 0.0166 0.0110 0.0101 

0.99 

C 0.3042 0.3162 0.1429 0.1482 0.0928 0.0893 

C-R 0.2529 0.2635 0.1476 0.1492 0.0994 0.0982 

I 0.3022 0.2946 0.1434 0.1498 0.0886 0.1015 

I-R 0.2596 0.2632 0.1433 0.1495 0.0949 0.1071 

0.999 

C 3.0830 3.0819 1.4055 1.4409 0.9294 0.9186 

C-R 1.4105 1.4410 0.7370 0.8122 0.5701 0.5618 

I 2.7488 3.0282 1.3016 1.3347 1.0163 0.9194 

I-R 1.3923 1.5274 0.7607 0.7701 0.6579 0.5810 

 
从模拟结果可以看出：1) 随着样本量的增大，这四类估计的均方误差值都在变小，与理论性质相一

致。2) 误差分布对这四类估计的影响很小。3) 随着共线性程度的增加，岭估计优于其对应的最小二乘估

计。4) 完整数据估计和单点插补估计相比，单点插补估计由于充分利用了数据的信息从而表现优于损失

了信息的完整数据估计。 

5. 总结 

因变量缺失问题是使用线性回归模型进行实际问题分析时经常遇到的，目前的研究大都是基于最小

二乘法或极大似然估计方法进行模型估计，很少有论文同时讨论自变量的多重共线性问题。本文就是针

对这一问题，构造了因变量缺失下的线性回归模型的岭估计，并研究了所提估计量的渐近性质，通过数

值模拟验证了所提估计的有效性。本文主要讨论了线性回归模型，论文的方法可以推广到半参数模型等

其他类型的回归模型上。 

6. 定理的证明 

在给出定理的证明之前，我们先给出下面条件。 
条件 1： ( )TE XXδΩ = 为正定矩阵。 
条件 2： ( )| 0E Xε = ， ( )3 |E Xε < ∞ 。 
引理 1. 如果前面的假设条件成立， ˆ

cβ 和 ˆ
Iβ 都是渐进正态的，二者都满足 

( ) ( )2 1ˆ 0, ,dn Nβ β σ −− → Ω  

其中 β̂ 为 ˆ
cβ 或 ˆ

Iβ 。 
证明：该引理即为杨徐佳等(2011) [6]中的定理 1。 
定理 1 证明：由 ( )ˆ

c kβ 的定义可得 

( ) ( )
( )

( ) ( )

1T T

1T T

1 1T T T

ˆ
c q

q

q q

k X X kI X Y

X X kI X Y

k X X kI X X kI X

β

β β ε

−

−

− −

= +

= ∆ + ∆

= − ∆ + + ∆ + ∆

 

基于条件 1 和 2，可得到 
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( )T T1 1 1, 0, ,P P L
qX X kI k X

n n n
β ε∆ + →Ω → ∆ →Ω  

由上述结论，根据 Slutsky 定理可得 

( )( ) ( )2 1ˆ 0, .d
Cn k Nβ β σ −− → Ω  

定理 2 的证明和定理 1 类似，在此省略。 
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