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摘  要 

在对敏感问题进行研究时，出于对隐私的保护，受访者往往拒绝回答或是给出不真实的答案，故现如今敏

感问题的研究增益精进，目前十分有效又广泛使用的一种模型为泊松项目计数技术模型，该模型从实验设

计上就很好地保护了受访者的隐私以及匿名性，从而引导受访者给出真实有效的答案。然而尽管实验设计

有效，在真实调查中，仍然会出现数据缺失的情况，数据缺失分为几种不同情况，分为完全随机缺失，随

机缺失和不可忽略的缺失；而由于泊松项目计数技术的实验设计能够保护受访者隐私，因此，假设数据的

缺失不是由于受访者害怕泄露隐私而拒绝回答；故本文研究泊松项目计数技术在随机缺失(MAR)下的统计

理论推导。经理论计算得，MAR条件下的泊松项目计数技术中，其中的随机缺失数据只依赖于可观测到的

数据；故在随机缺失数据下的泊松项目计数技术模型，可以只通过可观测数据进行计算。 
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Abstract 
When researching sensitive issues, respondents often refuse to answer or give untrue answers 
due to the protection of privacy, so nowadays, the research on sensitive issues has been improved, 
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and a very effective and widely used model is the Poisson item counting technique model, which 
protects the privacy and anonymity of the respondents from the experimental design and guides 
the respondents to give true and effective answers. However, despite the validity of the experi-
mental design, in real surveys, there are still cases of missing data, which are categorized into sever-
al different situations, including completely random missing, random missing, and non-negligible 
missing; since the experimental design of Poisson's item-counting technique protects the privacy 
of the respondents, it is assumed that the missing data is not due to the fact that respondents are 
afraid of revealing their privacy and refusing to answer; therefore, this paper investigates the ef-
fect of Poisson’s item-counting technique on the random missing (MMS) and the anonymity of the 
respondents counting technique under missing at random (MAR). After theoretical calculations, 
the Poisson item counting technique under MAR conditions, in which the random missing data 
only depends on the observable data; therefore, the model of Poisson item counting technique 
under random missing data can be calculated only by observable data. 
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1. 引言 

1.1. 研究背景 

目前敏感问题的研究越来越重要，关于敏感问题的研究也越来越多，在涉及到敏感问题的时候，人

们往往会为了保护个人隐私在涉及到敏感问题，拒绝回答或给出不真实的答案都会导致敏感比例的估计

造成偏差，使研究结果不准确。 
故 Warner (1965) [1]首先提出了一种利用随机器械的随机响应机制以研究敏感问题，以潜在的数理统

计方法来保护受访者的隐私，由随机作答模式进行参数估计以推测敏感性群体比例 ；Greenberg et al. (1969) 
[2]提出的不相关问题的随机作答模式，改进了 Warner 模型中两个相关问题可能导致回答不真实的情况；

Christofifides (2003) [3]在随机作答设计下将此研究中的二分法推广到多分法，提出了多分法的敏感比例

估计；Miller (1984) [4]提出了项目技术技术(ICT)不再需要随机器械，而是通过统计分布来估计敏感比例；

Guo-Liang Tian et al. (2017) [5]简化了 ICT 考虑了伯努利分布和泊松分布(负二项分布)下的 PICT 和 NICT
模型以估计敏感比例。 

由于敏感问题的实验设计上主要存在两个问题： 
1) 由于隐私泄露，受访者不给予真实答案，从而影响参数估计。 
2) 由于实验设计缺陷，受访者不给予答案，造成数据缺失。 
在 PICT 的提出后，此项关于敏感问题的计数备受关注，改善了 ICT 的部分机制缺陷，不仅更好的

保护了受访者的隐私，并且实验设计方法又非常的简单实用；现在关于改善受访者不真实回答的问题已

经有了非常多改进的实验设计，故本文将在 PICT的基础上，利用MAR机制研究数据缺失下的敏感问题。 

1.2. 研究意义 

现在已经有基于的随机响应机制的缺失数据下的敏感问题研究，目前对于敏感问题发展出了更多的
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非随机响应模型，不仅简化了随机响应模型，不再依赖一个随机器械，调查也更加的方便且节约成本，

故泊松项目计数技术已经被广泛使用，可仍存在数据缺失的现象，由于敏感问题的实验设计都在很好地

保护受访者的隐私，所以在受访者均给出真实答案的强假设下，本文假设数据的缺失不是由于受访者想

要保护自己隐私而拒绝回答问题，而认为缺失数据与数据本身无关，而仅与观测到的数据有关。 
为进一步解决敏感问题中的缺失数据问题，本文主要研究在随机缺失模型(MAR)下，PICT 中缺失数

据下的敏感问题分析。进一步改进泊松项目计数技术，解决数据缺失问题，推进敏感问题的研究。 

1.3. 研究现状 

在数据研究中，时常都会出现数据缺失的现象，而在敏感问题的研究中，受访者拒绝回答涉及隐私

的信息更是常见，也会出现数据缺失的现象。针对 Warn (1965)、Greenberg et al. (1969)以及 Christofides 
(2003)的随机作答涉及，部分解释变量缺失的问题目前已有一些研究。Lee et al. (2011) [6]提出了逻辑回

归的半参数估计方法来处理部分数据缺失；Wang et al. (2002) [7]又提出了联合条件似然的方法解决部分

数据缺失问题；Wu and Tian et al. (2020) [8]提出了非服从情况下(存在受访者具备敏感特征却给出假的 0)
的 PICT 模型，以解决受访者为保护个人隐私而故意给出不真实答案的情况并给出相应的统计推断，指出

不考虑非服从情况会导致验证的偏差。 

2. 模型理论概述 

2.1. 泊松项目计数技术(PICT) 

一种项目计数技术模型(ICT)被 Miller 等人提出，主要通过对随机作答问题的合理设计，得到真实有

效的答案，这种模型不再需要随机器械，从而减少了成本简化了设计。ICT 的实验设计由 K 个非敏感问

题和 1 个敏感问题组成，实验人员被随机分为控制组和实验组，控制组对仅回答 K 个非敏感问题，实验

组不仅要回答 K 个相同的非敏感问题，还要回答 1 个敏感问题，所以问题均为二项式问题，仅需要回答

“Yes”或者“No”，最终受访者只需要提交“Yes”的数量。这项研究模型简化了实验设计，被广泛应

用，但是 ICT 模型存在一个致命的缺陷，当实验组提交的结果是 K + 1 个“Yes”的时候，受访者无疑具

有敏感属性，在这种情况下，ICT 的实验设计不能够很好的隐藏受访者的隐私，从而得到不正确(故意错

填或者不填)的答案，实验结果的置信区间和参数估计均会受到影响，这会使 ICT 的可应用性和可信度降

低。 
为了克服这一问题，Guo-Liang Tian et al.对 ICT 模型进行改进并提出了两个新的模型，分别是 Poisson 

ICT (PICT) and Negative Binomial ICT (NICT)，ICT 虽然简化了实验设计，但是不能很好的保护受访者的

隐私，而 PICT 和 NICT 的实验设计，不仅简单且可行性高，并且能够很好的保护受访者的隐私，从而使

实验结果可信度更好。PICT/NICT 的实验设计由仅 1 个非敏感问题和 1 个敏感问题组成，其中，非敏感

问题服从泊松分布( 0,1,2,X =  )，而敏感问题服从伯努利分布(Z = 1 具有敏感属性，相反没有)，受访者

同样是被随机的分配到控制组和实验组，最终受访者只需提交两个问题的结果总和数据(Y X Z= + )，如

见图 1；当数据结果过离散的时候，将泊松分布替换为负二项分布。 

2.2. 随机缺失机制 

在数据集中，我们往往将不含缺失数据的变量称为完全变量，存在缺失值的变量称为不完全变量。 
Rubin (1976) [9]提出三种不同的缺失机制： 
1) 完全随机化缺失(MCAR)：完全随机化缺失是指缺失的观测值与其他可观测到的变量及此观测值

是没有关系的。即数据的丢失是随机的，不依赖于任何不完全变量和完全变量。 
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Figure 1. ICT model and PICT model 
图 1. ICT 模型及 PICT 模型 

 

2) 随机缺失(MAR)：随机化缺失则是指数据的确缺失值与其他可观测到的变量有关，但与缺失的数

据值本身没有关系。 
3) 不可忽略的缺失(MNAR)：不可忽略的缺失则是缺失的数据与其本身及其他观测的变量有关。 
本文主要研究 MAR 下数据缺失处理，随机缺失意味着缺失的概率与缺失数据本身无关，但仅与部

分已观测到的数据有关，数据的缺失不是完全随机的，该类数据的缺失依赖于其他完全变量，用数学公

式表示为： 

( ) ( )| | obsP y P yδ δ=                              (1) 

其中 obsy 为可观测部分数据，δ 为示性函数： 

1
0

y
y

δ


= 


可观测
观测不到

                             (2) 

3. 模型建立 

3.1. 随机缺失下模型参数估计理论 

令 ( )1 2, , , ny y y y=  是来自密度为 ( );f y θ 的无限总体的随机样本的实现，θ 为感兴趣的参数。在式(2)
的示性函数下，假设响应概率模型为： 

( ) ( )Pr | Pr | ;y yδ δ φ=                              (3) 

其中φ 是这个模型的参数。 
令 ( ), ,,i obd i misy y 分别为 iy 的观测部分和缺失部分，因此，与其去观测 ( ),i iyδ ，而是去观测 ( ),,i i obsyδ 。 

,

1
* 0

i i
i obs

i

y
y

δ
δ

=
=  =

 

在给出的模型(3)下， ( ),,i i obsyδ 的边缘密度函数为： 

( ) ( ) ( ) ( ), ,, ; , ; | ; di obs i i i i i misf y f y P y yδ θ φ θ δ φ µ= ∫                    (4) 

那么在独立同分布条件下，通过对式(4)进行累积求和，可以得到 y 和δ 的联合概率密度函数为： 

( ) ( ),
1

, ; , , ; ,
n

obs i i obs i
i

f y f yδ θ φ δ θ φ
=

=∏                         (5) 
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式(5)可被称为观测似然，给出观测域为 

( ) ( ){ }, ,; , , 1, ,obs obs i i i obsy y y y y i nδ δℜ = = =   

则在观测域 ( ),obsy δℜ 下，观测似然函数定义为 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

,

,
1

, ; | ; d

; | ; d

; | ; d

, ; , d

obs
obs y

n

i i i mis
i

mis

mis

L f y P y y

f y P y y

f y P y y

f y y

δ
θ φ θ δ φ µ

θ δ φ µ

θ δ φ µ

δ θ φ µ

ℜ

=

=

 =  

=

=

∫

∏ ∫

∫
∫

                       (6) 

( )f y 为 y 的密度函数， ( )|f yδ 为δ 在 y 条件下的条件密度函数，且 

( ) ( ){ } ( ){ }
( ) ( )

1
| ; 1 ;

; Pr 1| ;
i i i i

i i i

f y y y

y y

δ δ
δ π φ π φ

π φ δ φ

− = −


= =
 

参数φ 可以被看作是讨厌参数，并不是直接感兴趣的参数，但依旧要进行估计。 
在标量 y 的特殊情况下，观测似然为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
1 0

, ; ; ; 1 ; d
i i

obs i i i i iL f y y f y y y
δ δ

θ φ θ π φ θ π φ
= =

  = × −   ∏ ∏ ∫             (7) 

定理 3.1 (Rubin,1976) ( )|P yφ δ 为给定 y 下δ 的联合密度函数， ( )f yθ 是 y 的联合密度函数，在给定

条件下：1) 参数θ 和φ 是不同的；2) MAR 的条件下，观测似然可以写为： 

( ) ( ) ( )1 2,obsL L Lθ φ θ φ=                            (8) 

则θ 的 MLE 就可以通过最大化 ( )1L θ 来获得。 
在(7)式中，MAR下的似然函数由两部分组成，对于前半部分可观测得到的数据可以直接得到观测似然，

而对于后半部分的缺失数据，需要通过积分的形式求得，为当似然函数以积分的形式存在时，计算上是很困

难的，所以我们引入得分函数和平均得分函数，通过平均得分函数的特有性质，来求得参数的极大似然估计。 
1) 得分函数 ( );S yθ 定义为： 

( ) ( ); ln ,S y f yθ θ
θ
∂

=
∂

                           (9) 

本质上，得分函数就是联合密度函数求对数的一阶偏导，而在独立同分布的条件下时，似然函数的

本质就是联合密度函数，故得分函数又可以理解为是对数似然函数的一阶偏导。 
在正则条件下，允许交换积分和微分的顺序，存在关于期望和方差的性质： 

( ){ }; 0E S yθ θ =                              (10) 

( ){ } ( ){ }; ;V S y E I yθ θθ θ=  

2) 平均得分函数 ( )S η 定义为：( ( );η θ φ= ，η为位置参数的集合) 

( ) ( ){ }| ,com obsS E S yη η δ=  

其中完整数据集下的得分函数 ( )comS η 就是通过(9)式进行计算。 

( ) ( )log , ;comS f yη δ η
η
∂

=
∂
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平均得分函数具有与得分函数相同的期望和方差基本性质。 
对式(7)的似然函数求一阶偏导得到函数。在 MAR 下，平均得分函数为： 

( ) ( ) ( ){ }
1 0

; ;
i i

S S y E S y
δ δ

η η η
= =

= +∑ ∑  

由于式(10)得分函数的期望为 0，故平均得分函数的另外一个有效性质为：在正则条件下，观测得分

函数等于平均得分函数(Fisher, 1922) [10]。 

( ) ( )obsS Sη η=  

这时在令平均得分函数等于 0 ( ( ) 0S η = )得到唯一解来求解参数就容易很多。 

3.2. 完整数据下 PICT 参数估计 

令Y X Z= + ，且 ( )~X Poisson λ ， ( )~Z Bernoulli π ，X 与 Z 相互独立， λ 为待估计的未知参数，

另外还需要估计感兴趣的参数 ( )Pr 1Zπ = = ( 1Z = 具有敏感特征，否则不具备敏感特征)；令 { } 1

1

n
i i

x
=
和

{ } 2

1

n
i i

y
=
分别为控制组(记为 ( )1Y )和实验组(记为 ( )2Y )的观测数据。 

通过 EM 算法计算得到π 的极大似然估计，引入潜在数据 { }21, ,latent nY z z=  ，也就是在实验组中敏

感问题的潜在数据。因此完整数据为 { },com obs latentY Y Y= ，因此完整数据下的极大似然函数为： 

( ) ( ) ( )
1 22 2

21 1

1 1

e e, | , 1
! !

j jn in
j jj j

y zxn n
z n z

obs latent
i i j j

L Y Y
x y z

λ λλ λπ λ π π= =

−− −
−

= =

∑ ∑
  
 = − ×  −  

∏ ∏             (11) 

由于(9)式子存在潜在数据，则没有明确的解析解，故采用 EM 算法进行迭代计算。 
M 步：通过对数似然函数求偏到令其为 0，可以得到完整数据下π 和 λ 的极大似然估计。 

( )

2

1 2

12

1 1

1 2

1ˆ

ˆ

n

j
j

n n
i j ji j

z
n

x y z

n n

π

λ

=

= =

=

+ −
=

+

∑

∑ ∑
                            (12) 

E 步：对缺失变量 jZ 求期望 

( ) ( )
| , ,

1
j

j obs
j

y
E Z Y

y
π

π λ
π λ π

=
+ −

                          (13) 

(13)替换(12)中的 jZ ，E 步和 M 步不断迭代之至收敛。 

3.3. 随机缺失下 PICT 的模型参数估计 

3.3.1. 模型建立 
在前两节的 MAR 和 PICT 的理论基础下，本节将 IPCT 运用到 MAR 模型中，研究数据随机缺失下

PICT 的模型建立。 
在控制组 ( )1Y 中前 1r 个数据为可以观测到的数据， 1 1n r− 个数据是没有观测到的数据，记为 ( )1

misy ；在

实验组 ( )2Y 中前 2r 个数据为可以观测到的数据，而后 2 2n r− 个数据是没有观测到的数据，记为 ( )2
misy ；

( ) ( )( )1 2,mis mis misy y y= ，完整数据则为 { }, ,com obs mis latenty y y y= ，其中实验组中的潜在数据为 { }21, ,latent ny z z=  ，

那么根据式(11)可以构建 MAR 下的似然函数为： 
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( ) ( ) ( )
{ }

( ) ( )
{ }

1 2 1 2

1 2

1 0

1 1

1 1 1 1

e e e e, 1 1
! !! !

j j j ji i
j jj j

I I
y z n y zx xr r n

z zz z
obs

i j i r j ri ij j j j

L
x xy z y z

δ δ
λ λ λ λλ λ λ λλ π π π π π

= =
− −− − − −

− −

= = = + = +

      = × − × × −   
− −      

∏ ∏ ∏ ∏  

由定理 3.1 可知，MAR 随机缺失机制下，数据只依赖与可以观测到的数据，由式 8，对数似然函数

就可以取观测部分的对数似然函数替代完全数据下的对数似然函数。 
取对数，可得到观测对数似然函数为： 

( ) ( ) ( )( )
1 2 2 2

1 2
1 1 1 1

ln , ln ln ln 1 1
r r r r

obs i j j j j
i j j j

L r x r y z z zλ π α λ λ λ λ π π
= = = =

= − + − + − + + − −∑ ∑ ∑ ∑       (14) 

其中， ( )
1 2

1 1
ln ! ln !

r r

i j j
i j

x y zα
= =

= − − −∑ ∑ 。 

由式(14)再分别对 λ 和π 求偏导得到平均得分函数，再令其为 0 求得解，得到： 

( )
( )

( )

( )
( )

1 2

2 2

1 1
1 1 2

2

,

1
,

1

r r

i i i
i j

r r

i i
i i

x y z
S r r

z z
S

λ π
λ

λ π
π π

= =

+ −
= − +

−
= −

−

∑ ∑

∑ ∑
 

再令其为 0 求得解，得到： 

( )

2

1 2

12

1 1

1 2

1ˆ

ˆ

r

j
j
r r

i j ji j

z
r

x y z

r r

π

λ

=

= =

′ =

+ −
′ =

+

∑

∑ ∑
                         (15) 

所以在 MAR 下，所得到的估计量也可以通过简单地忽略样本的缺失部分来获得。 
在上式(15)中， iz 作为潜在变量，依旧是观测不到的，所以采用 EM 算法，由于 ( )~iz Bernoulli π ，

其概率为 ( ) ( )
Pr 1

1
j

j

y
y

π
π

π λ π
= =

+ −
，故 iz 的条件期望为， 

( ) ( )
| , ,

1
j

j obs
j

y
E Z Y

y
π

π λ
π λ π

=
+ −

                       (16) 

再将式 16 代入式 15 中替换掉 iz ，不断循环之至收敛。 

3.3.2. Bootstrap 置信区间估计 
Bootstrap 方法是一种重采样技术，用来估计标准误差、置信区间和偏差。根据 Bootstrap 抽样，每次

抽样都可以计算得一个均数，若设置重抽样次数为 1000G = ，则可以得到 1000 个均数，以这些均属为原

始数据，再求出这 1000 个均数的均数，得到的均数值就是利用 Bootstrap 方法得到的点估计，而对于 95%
的置信区间，则需要分别计算出第 2.5%和 97.5%的分位数。 

那么将 Bootstrap 方法运用到 MAR 下的 PICT 模拟中，感兴趣的参数为敏感属性π ，通过 EM 算法

可以计算得到 π̂ ′ (如式 15)，产生独立同分布的数据，通过 Bootstrap 方法计算产生 *π̂ ′ ，迭代 G 次，得到

( ){ }*

1
ˆ

G

g
gπ

=
′ ；那么π 的 ( )1 100%α− 的分位数置信区间为： 

( ) ( )100 2 100 1 2ˆ ˆ,α απ π −
 ′ ′   
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4. 模拟研究 

对模型进行模拟实验，产生随机数 X 为均值为 λ 的泊松分布，Z 服从伯努利分布。控制组中 ( )1Y X= ，

实验组中 ( )2Y X Z= + ；由于样本量的大小会对实验结果产生影响，故本文选取 3 中不同的样本量大小进

行模拟实验，分别为小样本 N = 100，中样本 N = 500，和大样本 N = 1000，其中随机缺失 20%的数据；

参数的初值选取为 [ ]0.05,0.10,0.15,0.20,0.25π = ， [ ]2,3,4λ = ，置信水平设置为 0.05α = 。 
1) 完整数据下 π̂ 的估计和置信宽度如下： 

 
Table 1. Parameter π  estimation under complete data 
表 1. 完整数据下参数 π估计 

  2λ =  3λ =  4λ =  
 π  π̂  π̂  π̂  

N = 100 

0.05 0.0508 0.0507 0.0501 

0.10 0.1009 0.0995 0.1008 

0.15 0.1501 0.1505 0.1497 

0.20 0.2085 0.1996 0.1996 

0.25 0.2503 0.2570 0.2594 

N = 500 

0.05 0.0509 0.0500 0.0509 

0.10 0.1009 0.1001 0.1008 

0.15 0.1508 0.1503 0.1507 

0.20 0.2008 0.2001 0.2006 

0.25 0.2509 0.2509 0.2508 

N = 1000 

0.05 0.0500 0.0500 0.0500 

0.10 0.0999 0.1000 0.1000 

0.15 0.1500 0.1499 0.1500 

0.20 0.1999 0.2000 0.1999 

0.25 0.2499 0.2501 0.2499 
 
Table 2. Parameter π  estimation under missing data 
表 2. 缺失数据下参数 π估计 

  2λ =  3λ =  4λ =  
 π  π̂  π̂  π̂  

N = 100 

0.05 0.0594 0.0507 0.0503 

0.10 0.1075 0.1083 0.1086 

0.15 0.1574 0.1494 0.1576 

0.20 0.2052 0.2007 0.2091 

0.25 0.2570 0.2580 0.2442 

N = 500 

0.05 0.0500 0.0500 0.0499 

0.10 0.1000 0.0999 0.1007 

0.15 0.1504 0.1507 0.1507 

0.20 0.2005 0.2009 0.2009 

0.25 0.2500 0.2506 0.2505 
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Continued 

N = 1000 

0.05 0.0500 0.0509 0.0509 

0.10 0.1000 0.1009 0.0999 

0.15 0.1500 0.1509 0.1499 

0.20 0.2006 0.2008 0.1999 

0.25 0.2507 0.2509 0.2507 
 

根据表 1~2，实验结果表明，当样本量越大的时候参数的估计效果越好；采用 EM 算法，会得到更

加可靠的参数估计结果，模拟数据表明参数估计结果较好，偏差较小；实验的模拟结果也可以看出，在

完整数据下和随机缺失下的参数估计结果差距非常小，证实了在 MAR 随机缺失时，数据只依赖于观测

数据。 

5. 结论 

在随机缺失模型 MAR 下，数据不完全缺失，而缺失部分的数据只依赖于可观测到的数据，对于缺

失部分数据可以直接忽略不计，所得到的估计量也可以通过简单地忽略样本的缺失部分来获得，所以对

于 MAR 模型下数据缺失处理方法有删除，插补，不处理等。 
而本文研究有效且广泛应用的泊松项目计数技术模型，在数据缺失下的情况；由于泊松项目计数技

术模型的实验设计，主要就是为了通过统计推断的方法，保护受访者的隐私，从而得到真实可靠的答案，

故本文假设数据的缺失不再是由于受访者害怕泄露隐私而拒绝回答而导致，而是由一些随机影响因素(如
受访者由于时间冲突没有进行调查)，而导致的随机缺失，即研究在 MAR 模型下泊松项目计数技术的计

算原理实现。经理论计算得到，MAR 条件下的泊松项目计数技术中，其中的随机缺失数据只依赖于可观

测到的数据；故在随机缺失数据下的泊松项目计数技术模型，可以只通过可观测数据进行计算。 
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