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摘  要 

当前研究表明，整数值时间序列通常呈现出重尾特征。然而，能够处理这类具有重尾特征数据的模型相

对较少。本文聚焦于广义泊松逆高斯INAR(1) (GPIGINAR(1))模型，该模型能够拟合重尾特征。文中采

用自适应马尔可夫链蒙特卡洛(MCMC)算法，对该模型中所关注的参数进行贝叶斯估计，并将其结果与

极大似然估计结果进行对比，以此证明所提方法的有效性。最后，通过具体实例进一步说明该模型在处

理此类数据时的有效性，以及该算法在解决这类问题时的可行性。 
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Abstract 
Current research shows that integer-valued time series usually exhibit heavy-tailed characteristics. 
However, relatively few models are capable of handling data with such heavy-tailed characteristics. 
This paper focuses on the Generalized Poisson Inverse Gaussian INAR(1) (GPIGINAR(1)) model, 
which is able to fit heavy-tailed features. In this paper, the Adaptive Markov Chain Monte Carlo 
(MCMC) algorithm is adopted to perform Bayesian estimation on the parameters of interest in this 
model. The results are then compared with those of maximum likelihood estimation to prove the 
effectiveness of the proposed method. Finally, specific examples are used to further illustrate the 
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effectiveness of this model in processing such data and the feasibility of the algorithm in solving 
such problems. 
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1. 引言 

对于重尾型的整数值时间序列，还很少被考虑，在时间序列中，经常可以观察到数据呈现重尾的特

征，这也就意味着尾部概率是不可忽略的。如果忽略尾部，那么可能会导致有用信息的丢失。对于具有

重尾特征的数据，Maiti 等(2018) [1]提出了一类新的 INAR(1)过程，用于模拟存在大量零和一的低计数的

重尾时间序列。泊松逆高斯(PIG)分布，可以建模比负二项分布和泊松分布尾部要厚的数据。该分布已被

许多研究者研究[2]-[5]，Barreto-Souza (2019) [6]介绍了边际分布为 PIG 分布的 INAR 模型。钱连勇(2021) 
[7]研究了若干的重尾整数值时间序列模型，其中基于 GPIG 分布为新息项的 INAR 模型为本文所讨论的

模型。 
随着贝叶斯统计影响的扩大，学者们对贝叶斯方法进行了深入研究。Bolstad (2007) [8]指出，使用先

验信息的贝叶斯分析通常会比忽略先验信息的频率论者提供更好的推断。通常情况下，后验分布的计算

需要进行积分，但大部分情况是该积分没有显式解，因此可以采用 MCMC 的方法来从复杂的后验分布中

获取样本，从而实现对参数的贝叶斯推断。Hay 和 Pettitt (2001) [9]率先对广义线性混合模型的参数展开

了全面的贝叶斯分析，并深入探究其在传染病控制方面的应用，为后续贝叶斯方法在各类模型中的运用

奠定了基础。从自适应 MCMC 算法的历程来看，Chen 和 Lee (1995) [10]创新性地提出自适应 MCMC 算

法，用于估计阈值自回归(TAR)模型和双线性模型，开启了自适应 MCMC 算法在模型参数估计领域的应

用篇章。进入 21 世纪，相关研究不断拓展深化。Chen 和 So (2006) [11]运用 MCMC 自适应算法对阈值异

方差模型进行参数估计，进一步拓展 MCMC 自适应算法的应用范围。Chen 等(2019) [12]针对气象变量存

在的滞后依赖、过分散、连续零、非线性动力学及时变系数等复杂问题，在贝叶斯框架下成功构建马尔

可夫切换泊松 INGARCH 模型，有效解决了气象数据处理中的难题。与此同时，整数值时间序列模型的

研究也取得显著进展。Ausín 和 Galeano (2007) [13]研究高斯混合广义自回归条件异方差(GARCH)模型的

贝叶斯估计问题，Bu 和 McCabe (2008) [14]运用 MCMC 方法深入探讨 INAR ( p )模型的模型选择、估计

及预测问题，朱复康和李琦(2009) [15]聚焦 INGARCH 模型的贝叶斯估计问题，Neal 和 Rao (2007) [16]探
究整数值 ARMA 过程的贝叶斯估计，张哲等(2010) [17]借助贝叶斯方法对 INAR(1)模型的参数估计展开

研究，Drovandi 等(2016) [18]则考虑了低维整数值时间序列模型的贝叶斯推理。这些研究逐步完善了整数

值时间序列模型的贝叶斯分析体系。在特定模型的参数估计与推断方面，众多学者成果丰硕。Truong 等

(2017) [19]提出在 MCMC 采样方法下对泊松 INGARCH 模型进行参数估计，并采用贝叶斯信息准则进行

模型比较，Chen 和 Lee (2017) [20]提出基于泊松、负二项和对数线性泊松 INGARCH 模型的贝叶斯因果

检验方法，并应用于气候和犯罪数据，Chu 和 Yu (2023) [21]对对数 BNB-INGARCH 模型应用 MCMC 自

适应算法进行贝叶斯推断。此外，王佩(2019) [22]对门限 ARMA 模型的贝叶斯估计展开研究，Li 等(2019) 
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[23]提出带有解释变量的随机波动模型，并思考该模型的贝叶斯估计问题，Garay 等(2020) [24]通过设置

潜在变量的形式，利用 M-H 算法对 ZINAR( p )模型进行贝叶斯推断，黄菊(2021) [25]研究空间自回归条

件异方差模型的贝叶斯估计，Yang 等(2022) [26]采用 MCMC 算法对阈值一阶自回归模型进行贝叶斯推

断，于鑫洋(2022) [27]研究自激励整数值门限自回归模型的贝叶斯估计及应用。Kang Y 等(2024) [28]对改

进的混合二项自回归模型进行了贝叶斯分析，并将其应用于雨天数和空气质量水平数据研究。因此本文

将基于 MCMC 算法讨论 GPIGINAR(1)模型的贝叶斯估计问题。 

2. 模型定义及其性质 

2.1. GPIG 分布 

在本节中介绍 GPIG 分布的定义及其基本性质，Zhu (2009) [29]中给出了定义： 
定义 2.1. 若随机变量Y 有如下所示的概率生成函数的形式： 

( ) ( ) ( ){ }; , , exp 1 1a a
yG h a b c b c ch = − − −                            (1) 

其中 0 1a< ≤ ， 0b > ， 0 1c≤ ≤ 。则称该随机变量Y 服从 GPIG 分布，记为 ( ); ;GPIG a b c 。 
注 2.1． 接下来讨论边界与特殊情况： 
(1) 当 1a = ， 0c ≠ 时，其概率生成函数为 ( ) ( ){ }; , , exp 1yG h a b c bc h= − ，是均值为 bc 的泊松分布。 

(2) 当 1c = 且 0 1a< ≤ 时，其概率生成函数为 ( ) ( ){ }; , , exp 1 a
yG h a b c b h= − − ，是稳定的离散分布。 

(3) 当 0a = 或 0c = 时，其概率生成函数为 ( ); , , 1yG h a b c = ，是零膨胀分布。 

(4) 当
1
2

a = ， 1 21 2b λθ θ λ−= + 且 ( )2 1 22 1 2c θ λ θ λ−= + 时，其概率生成函数为 

( ) ( )
1

1 2 1 2; , , exp 1 1 2 1yG h a b c hλθ θ λ− −    = − + −      
， 

其中 0λ > ， 0θ > 时，为 PIG 分布。 
注 2.2. 假设 ( )~ , ,Y GPIG a b c ，有 

( ) ( ) ( )11 ach G h abcG h− ′− =                                 (2) 

当 0 1c≤ < 时，其均值 µ ，方差 2σ ，离散指数 I 以及偏度 γ 分别为： 

( )11 aabc cµ −= − ，
( )

( )
2

2

1

1 a

abc ac

c
σ −

−
=

−
，

2 1
1

acI
c

σ
µ

−
= =

−
，

( ) 3 2 2

3

1 1 3ac abc c ac a c
γ

σ

−  − + − + = 。 

概率密度函数{ }km 的具体形式通过递推算法得到，对于 GPIG 分布来说， 0m 与 1m 很容易被计算，

因为它们能够通过计算概率生成函数在 0h = 处的一阶导数和二阶导数的值。对式(2)进行泰勒展开，存在

实数序列{ }: 1, 2,il i = ⋅⋅⋅ ，满足以下等式： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 3 3

2 3
1 2 3

1 1 1
1 1 1

2! 3!
1

a a a a a a
ch ah ch c h c h

l h l h l h

− − − +
− = − − − − − ⋅⋅⋅

= − − − − ⋅⋅⋅
 

( )1 1l a c= − ， 1
1

1i i
i al cl

i+
− + =  + 

， 1,2,i = ⋅⋅⋅。 
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如果 ( ); , , i
Y i

i
G h a b c m h= ∑ 且有 ( ), ,i im m a b c= ，对式(2)进行泰勒展开并进行再一次整理，可以得到： 

( ) ( ) ( )

2 3
0 1 2 3

2 3 2 3
1 2 3 1 2 3 4

2 3
1 2 1 1 3 2 1 1 2 4 3 1 2 2 1 3

1 2 3 4

2 3 2 4 3

abc m m h m h m h

l h l h l h m m h m h m h

m m m l h m m l m l h m m l mp l m l h

 + + + + 
   = − − − − × + + + +   

= + − + − − + − − −



   

从而可以得到概率密度函数{ }km 的递归关系有： 
( )1 1

0

ab c
m e

 − −  = ， 1 0m abcm= ， ( )1 11

1
1

r
r r r i ii

m abcm il m
r+ + −=

= +
+ ∑ ， 1,2,r = ⋅⋅⋅。 

2.2. GPIGINAR(1)模型 

定义 2.2. 基于二项稀疏算子“ ”，以 GPIG 分布为新息项的一阶整值自回归 INAR(1)过程，即有如

下表示形式： 

1   t t tY Y t Zα ε−= + ∈                                    (3) 

其中 0 1α≤ < ， tε 是 . .i i d 的 ( ), ,GPIG a b c 随机变量，与 ( )sX s t< 独立。这个过程简称为 GPIGINAR(1)过程。 
由模型的定义及概率论的基础知识可以容易得到该模型如下的一些基本性质： 
(1) tX 的条件期望为： ( ) ( )1 1t t t tE X X X Eα ε− −= + ， 
(2) tX 的条件方差为： ( ) ( ) ( )1 11t t t tVar X X X Varα α ε− −= − + ， 

(3) tX 的期望为： ( )
( )( )11 1 1

t a

abcE X
c

µ
α α −= =

− − −
 ， 

(4) tX 的方差为： ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

2

2 2 1 2 2

1
1 1 1 1 1

t a a

abc aca abcVar X
c c

µ σ α
α α α− −

−+
= = +

− − − − −
  ， 

(5) 自协方差函数与自相关函数为： ( ) 0Cov , k
k t t kX Xγ α γ−= = ， k

kρ α= 。 
该模型的转移概率为： 

( ) ( ) ( )
( , )

1
0

1
min j m

m ll
mj t t t

l

m
p p X j X m p j l

l
α α ε−

−
=

 
 = = = =
 

− = −∑                  (4) 

其中： 

( )

( )

( )

1 1

0

1 0

1 11

0,
1,

1 1 1.
1

ab c

t

k
k k k i ii

p e j l
p j l p abcp j l

p abcp ir p j l k k
k

 − −  

+ + −=


 = − =


= − = = − =

 + − = + ≥

+ ∑

，

，

， ，

  

3. 参数估计 

设序列 ( )1 2, , , T
nX X X X= ⋅⋅⋅ 是来自 GPIGINAR(1)模型的一组观测数据，其中参数 ( ), , , Ta b cθ α= 为未

知参数，要进行贝叶斯估计，首先写出似然函数为： 

( ) ( ) ( )1 1
2 2

n n

t t t t
t t

L X l X logP X x X xθ θ − −
= =

= = = =∑ ∑                     (5) 

令 1t tS Xα −=  ， 1, ,t n= ⋅⋅⋅ ，那么 

t t tX Sε = −                                       (6) 
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在给定 ( )1, , , , ta b c Xα − 的情况下， ( ),t tS ε 是相互独立的。因此，对于 1t ≥ 有 

( ) ( ) ( )11
, 1

1
, , , , , 1 t tt

t t

n X St S
S t t t t t t

t t

X
P S X a b c P X S

Sε ε α α α ε− −−
−

=

 
= − = − 

 
∑              (7) 

其中 1t tS X −≤ ，新的观测值由 t t tX S ε= + 给出。令 ( )0 1, , , nX X X X= ⋅⋅⋅ ， ( )1 2, , ,t nS S S S= ⋅⋅⋅ ， 

( )1 2, , ,t nε ε ε ε= ⋅⋅⋅ ，那么，模型(3)的对数似然函数可以改写为 

( ) ( ), , 1, , , , log , , , , ,
t t t tS t t S t t tL S a b c P S X a b cε εε α ε α−=                     (8) 

3.1. 先验 

为了完成 GPIGINAR(1)过程的贝叶斯分析，需要定义模型中未知参数的先验分布，假设参数θ 是相

互独立的，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )P P a P b P c Pθ α=                                (9) 

本文为参数选取先验分布，考虑以下先验设置： 

( ) ( )0,1P a U= ， ( ) ( )0,1P Uα = ， ( ) ( )0,1P c U= ， ( ) ( ) 1, m nbP b Gamma m n b e− −= ∝ 。 
即为参数 a ，c，α 选取无信息先验，为参数 b 选取共轭伽马先验，其中参数m 与 n 都为超参数，且

它们都大于 0。结合似然和先验，得到如下的联合后验密度函数： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
1

1

2

,
1 1

0

, 1, , , , , , , , , ,

1
t t

t tt

t

t t

n

t

min x x
x St S m nb

t t
S

t t

t
t

S tlog P af S a b c X P P b P c P

x
p x S b e

S

S X a b cε α

α

ε

ε

α

α

ε α

−
−

=

−− − −

=

−=

 
 
 

∝ − = −

∑

∑
           (10) 

在理论上，可以对式(10)中的θ 进行积分，以获得参数的边际后验密度。然而这一过程复杂没有显示

解。因此，本文采用 Gibbs 抽样、随机游走链与 M-H 算法相结合的抽样方法来进行贝叶斯估计。为此推

导出参数α 与 tS 的满条件分布，其形式如下： 
(1) 参数α 的满条件分布 

( )

( )

1

11
1

1
( , ) 1

1

t tt

n
n

t
t tt

t

n
X SS

t

S X S

P S Xα α α

α α

−

−=
=

−

=

−∑ ∑

∝ −

∝ −

∏
                           (11) 

由式(11)可知，α 的满条件分布为 1
1 1

1 ,1
n n

t t t
t t

Beta S X S−
= =

 + + − 
 

∑ ∑ 。 

(2) 潜变量 tS 的满条件分布， 1, ,t n= ⋅⋅⋅  

( ) 11( , ) 1 t ttt
t

t

x SSX
P S X

S
α αα − −− 

∝  −
 

                         (12) 

由式(12)可知， tS 的满条件分布为 ( )1,tBin X α− ， 1, ,t n= ⋅⋅⋅ 。 

3.2. 抽样方案 

(1) 更新参数α ：从 1
1 1

1 ,1
n n

t t t
t t

Beta S X S−
= =

 + + − 
 

∑ ∑ 中抽取α 。 

(2) 更新 ( ),S ε ，采用 M-H 算法： 
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步骤 1：从 ( )1,tBin X α− 中抽取 S ′， 
步骤 2：若 t tX ε ′< ，则重复步骤 1， 
步骤 3：令 t t tX Sε ′ = − ， 

步骤 4：计算接受概率：
( )
( )

min 1,
t

t

f
P

f

ε

ε

 ′
 =  
 
 

，其中 tε ′是 tε 的后一次抽样值。 

(3) 由于 tε 的后验分布没有明确的表达式，故不能直接得出参数 ( ), ,a b c 的估计值，本文采用了 Chen
和 So (2006) [11]提出的自适应 MCMC 算法。该过程一共进行 N 次迭代，其中包括在前 M 次迭代中采用

随机游走 M-H 算法来抽取样本，为燃烧期。之后的 N M− 次迭代中采用独立核 M-H 算法来抽取参数样

本。具体步骤如下： 

步骤 1：设置初始值 ( ) ( ) ( ) ( )( )0 0 0 0, ,
T

a b cθ = 。 

步骤 2：当1 h M≤ ≤ 时，对于参数 ( )jθ 采用随机游走 M-H 算法，具体过程如下所示： 
步骤 2.1：选取候选样本 { } jθ θ∗ ∗= ， 1,2, , 4j = ⋅⋅⋅ 。其中 ( )1 h

j j mθ θ ε−∗ = + ， ( )2~ 0, jNε σ 。其中 ( )1h
jθ

−

表示第 1h − 次迭代， m 表示步长。 
步骤 2.2：选取步骤 2.1 中θ ∗满足 10 1θ< < ， 2 0θ > ， 30 1θ< < 条件的候选值。否则返回步骤 2.1。 
步骤 2.3：计算接受率 

( )( ) ( )
( )( )

1

1
, min 1,h

j h
j

f
P

f

θ
θ θ

θ

∗
−∗

−

 
 =  
  

                          (13) 

其中 ( )f ⋅ 表示目标后验分布。 
步骤 2.4：从均匀分布中随机生成U ， [ ]0,1U ∈ 。若 ( )( )1, h

jU P θ θ −∗< ，则接受新的候选值，即 ( ) h
j jθ θ∗ = 。

否则，设置 ( ) ( ) h h
j jθ θ= 。 

步骤 3：当 1h M≥ + ，对于样本 ( )h
jθ 采用独立核 M-H 算法： 

步骤 3.1：从 j θθ µ ε∗ = + 中生成候选值 jθ
∗，其中 ( )~ 0,N θε Ω 。 θµ 和 θΩ 分别为样本均值和样本协方

差矩阵，其计算采用的是燃烧期前 M 次迭代的样本。 
步骤 3.2：选取步骤 3.1 中 jθ

∗ 满足 10 1θ ∗< ≤ ， 2 0θ ∗ > ， 30 1θ ∗≤ < 条件的候选值。否则返回步骤 3.1。 
步骤 3.3：计算接受率 

( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )

1

1

1
( , ) min 1,

h
j jh

j j h
j j

f k
P

f k

θ θ
θ θ

θ θ

−∗

−∗

− ∗

 
 =  
  

                       (14) 

其中 ( )h
jθ 表示 jθ 的第 h 次迭代， ( )k θ 表示是多元正态分布，样本均值 θµ 和样本协方差 θΩ 采用前 M 次迭

代 jθ 的样本。 
步骤 3.4：从均匀分布中随机生成U ， [ ]0,1U ∈ 。若 ( )( )1, h

jU P θ θ −∗< ，则接受新的候选值，即 ( ) h
j jθ θ∗ = 。

否则，设置 ( ) ( 1)h h
j jθ θ −= 。 

步骤 4：如果链没有达到收敛，则重复进行直至链收敛。 

4. 数值模拟 

为了检验 MCMC 算法对 GPIGINAR(1)模型的性能，从 GPIGINAR(1)模型中生成不同样本量大小的

样本，在此数据下使用提出的 MCMC 算法对每个数据集进行拟合，获得后验样本，从而估计模型的参数。
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先验分布为 3.1 节中所提到的，计数时间序列 tX 从 GPIGINAR(1)模型中生成，在接下来的数值模拟中，

对不同的样本量的数据执行 30000 次迭代，前 15000 次迭代为燃烧期，重复模拟 1000 次，获得结果。 
在本节中，考虑以下方案设置： 
方案 1： ( ) ( ), , , 0.5,3,0.55,0.1a b c α = ； 
方案 2： ( ) ( ), , , 0.55,2,0.6,0.4a b c α = 。 
如图 1 所示，展示了方案 1 在样本量为 300 时序列的样本路径图、直方图、ACF 图及 PACF 图。可

以看出，序列为平稳序列并且存在短期自相关。可以看出，序列为平稳序列并且存在短期自相关。 
 

 
Figure 1. Sequence, histogram, ACF and PACF plots with 300n =  
图 1. 样本量 300n = 时序列的样本路径图、直方图、ACF 图及 PACF 图 

 

 
Figure 2. Convergence plots, histogram plots and ergodic mean plots for each parameter with sample size of 300 
图 2. 每个参数在样本量为 300 时的链轨迹图、后验分布直方图以及遍历均值图 
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在接下来的数值模拟中通过对不同样本量的样本分别进行 30,000 次迭代，丢弃前 15,000 次，重复模

拟进行 1000 次得到其结果。为了展示 3.2 节中抽样方案的收敛情况，画出每个参数在样本量为 300 时的

链轨迹图、后验分布直方图以及遍历均值图，如图 2 所示，可以很明显地看到其后验样本的路径没有明

显的波动，后验样本的遍历均值轨迹在 15,000 次迭代后趋于稳定，表明后验样本的平稳性，后验样本的

直方图清楚地说明各参数后验样本的分布情况。总而言之，图 2 提供证据表明 MCMC 算法的收敛性，从

而也进一步表明所提出的贝叶斯估计的可行性。 
为了展现两种估计效果的好坏，本节用 Bias 和 MSE 两种度量指标来衡量。为了与此方法所得出的

估计结果进行比较，采用极大似然估计方法进行模拟，其结果如表 1 与表 2 所示，表 1 与表 2 中分别为

方案 1 与方案 2 中重复模拟不同样本量的样本 1000 次后，得到的贝叶斯方法与极大似然方法的比较结

果，其中包括贝叶斯方法所得到的后验均值(MC Mean)、后验中位数(MC Median)、后验标准差(MC SD)、
95%置信区间、Bias、MSE，极大似然方法所得到的 Bias、MSE。 

根据表 1 及表 2 的结果可知： 
(1) 随着样本量 n 从 80 增大到 700，贝叶斯估计中多数参数的均值、中位数与真实值的 Bias 逐渐减

小，标准差也在降低，表明估计值更集中于真实值。极大似然估计下部分参数表现类似，但参数 b 的变化

规律较复杂，其估计值与真实值的偏差并非随样本量单调变化。 
(2) 贝叶斯估计下，多数参数的 Bias 绝对值在不同样本量时相对较小；极大似然估计中，部分参数

如 b 的 Bias 绝对值较大。多数情况下，贝叶斯估计的 MSE 小于极大似然估计，说明贝叶斯估计的准确性

更高。例如参数 a ， c，α 在各样本量下，贝叶斯估计的 MSE 普遍更低。贝叶斯估计的 0.025Q 和 0.975Q 所

表示的置信区间，以及标准差，在多数参数和样本量下相对更优，显示出估计值的离散程度和不确定性

控制得更好。 
(3) 综合来看，采用贝叶斯方法估计该模型更精确一点。 
 

Table 1. Simulation results 
表 1. 模拟结果 

参数 
真

实

值 

贝叶斯估计 极大似然估计 

MC 
Mean 

MC Me-
dian 

MC 
SD 0.025Q  0.975Q  Bias MSE Bias MSE 

80n =            

a  0.5 0.4723 0.4742 0.2458 0.0465 0.9006 −0.0277 0.0092 −0.1252 0.1645 

b  3 3.0130 3.0178 0.5926 1.9375 4.1455 0.0130 1.3423 1.2168 12.2101 

c  0.55 0.5575 0.5452 0.1124 0.3797 0.7983 0.0075 0.0112 −0.0261 0.0488 

α  0.1 0.1383 0.1326 0.0700 0.0235 0.2860 0.0383 0.0051 0.0008 0.0037 

150n =            

a  0.5 0.4768 0.4794 0.2192 0.0921 0.8589 −0.0232 0.0220 −0.1264 0.1432 

b  3 2.6291 2.6290 0.4246 1.8974 3.4110 −0.3709 0.6300 0.6017 2.7939 

c  0.55 0.5128 0.5003 0.0982 0.3614 0.7222 −0.0372 0.0150 −0.0247 0.0397 

α  0.1 0.1160 0.1121 0.0556 0.0226 0.2327 0.0160 0.0026 −0.0052 0.0045 

300n =            

a  0.5 0.4804 0.4929 0.2214 0.0595 0.8574 −0.0196 0.0069 −0.0335 0.1101 
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续表 

b  3 3.2591 3.2464 0.3390 2.6545 3.8989 0.2591 0.6603 0.4759 2.6815 

c  0.55 0.5734 0.5632 0.0868 0.4293 0.7587 0.0234 0.0158 −0.0225 0.0287 

α  0.1 0.1044 0.1024 0.0438 0.0267 0.1942 0.0044 0.0016 −0.0040 0.0025 

700n =            

a  0.5 0.4877 0.4965 0.1890 0.1062 0.8184 −0.0123 0.0255 −0.0882 0.0820 

b  3 3.1331 3.1470 0.4017 2.4321 3.8330 0.1331 0.2805 0.2661 0.6620 

c  0.55 0.5169 0.5075 0.0682 0.4112 0.6718 −0.0331 0.0035 −0.0173 0.0155 

α  0.1 0.0988 0.0984 0.0323 0.0379 0.1626 −0.0012 0.0008 −0.0021 0.0010 

 
Table 2. Simulation results 
表 2. 模拟结果 

参数 
真

实

值 

贝叶斯估计 极大似然估计 
MC 

Mean 
MC Me-

dian 
MC 
SD 0.025Q  0.975Q  Bias MSE Bias MSE 

80n =            

a  0.55 0.4459 0.4458 0.2084 0.0879 0.8133 −0.1041 0.0288 −0.1749 0.1457 

b  2 2.6114 2.5424 0.6506 1.5788 3.9098 0.6114 0.8749 0.6475 2.5182 

c  0.6 0.5098 0.4919 0.1341 0.3075 0.7940 −0.0902 0.0191 −0.0709 0.0533 

α  0.4 0.3992 0.3990 0.0552 0.2937 0.5075 −0.0008 0.0037 −0.0079 0.0036 

150n =            

a  0.55 0.5057 0.5140 0.2357 0.0881 0.9013 −0.0443 0.0348 −0.1602 0.1297 

b  2 2.5319 2.4617 0.6610 1.5058 3.9007 0.5319 0.6970 0.5649 0.5069 

c  0.6 0.5195 0.5049 0.1110 0.3509 0.7512 −0.0805 0.0149 −0.0606 0.0389 

α  0.4 0.3952 0.3942 0.0947 0.2157 0.5833 −0.0048 0.0110 −0.0240 0.0117 

300n =            

a  0.55 0.5231 0.5342 0.2298 0.1078 0.8998 −0.0269 0.0293 −0.1473 0.1140 

b  2 2.5127 2.4588 0.5293 1.6697 3.6001 0.5127 0.6531 0.4822 1.1736 

c  0.6 0.5350 0.5238 0.1015 0.3789 0.7410 −0.0650 0.0128 −0.0349 0.0274 

α  0.4 0.3996 0.3994 0.0364 0.3298 0.4706 −0.0004 0.0014 −0.0041 0.0020 

700n =            

a  0.55 0.5352 0.5061 0.0949 0.3861 0.7249 −0.0148 0.0184 −0.1197 0.1031 

b  2 2.4024 2.3495 0.4620 1.6729 3.3589 0.4024 0.3889 0.4058 0.9847 

c  0.6 0.5353 0.5261 0.0949 0.3861 0.7249 −0.0647 0.0117 −0.0350 0.0231 

α  0.4 0.3999 0.3996 0.4291 0.3176 0.4837 −0.0004 0.0020 −0.0034 0.0014 

5. 实例分析 

通过对 1877 年 12 月 1 日至 1879 年 4 月 15 日期间每周太阳黑子群的数量数据应用说明了所提出的
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方法，采用雅典的 SCHMIDT 独立观测的数据，其太阳黑子群的数量数据由 91 个观测值组成。样本均

值和样本方差分别为 1.154 和 4.651，表现出相当大的过分散。图 3 中描述太阳黑子群的数量数据的序

列图、直方图、ACF 图和 PACF 图。其中 ACF 图与 PACF 图表明数据存在显著的自相关。且从计数序

列图与序列直方图中可以看出数据具有拖尾性质。数据可由美国国家地理数据中心 
(http://www.ncei.noaa.gov/)获得。 

 

 
Figure 3. Sequence, histogram, ACF and PACF plots of the sunspot subgroups data 
图 3. 太阳黑子群的数量数据的序列图、直方图、ACF 图与 PACF 图 

 
本文采用以下三个模型拟合该数据，其拟合结果进行比较： 
(1) PINAR(1)模型[30]； 
(2) PIGINAR(1)模型[6]； 
(3) GPIGINAR(1)模型[31]。 
本文运用 MCMC 算法对三个模型进行贝叶斯估计，经 30,000 次迭代后，舍弃前 15,000 次，进而得

到最终估计结果。表 3 中为 GPIGINAR(1)模型与其他模型的比较结果，包括参数估计结果、期望、方差、

dI 、AIC 与 BIC 的值。从表 3 结果可知，PINAR(1)模型表现欠佳，离散度最低。PINAR(1)模型和

GPIGINAR(1)模型的均值与样本均值相近，然而，仅 GPIGINAR(1)模型的方差与样本方差接近，且其离

散度也最接近样本离散度。在所有模型中，GPIGINAR(1)模型的 AIC 和 BIC 值最小。综合各项指标，

GPIGINAR(1)模型最适宜模拟该数据。 
为了检验所讨论拟合的模型是否真的适合分析的数据。检验模型充分性最常见的方法是比较拟合模

型的均值和离散特性，采用标准的皮尔逊残差检验(Jung 等(2006) [32])： 

( )
( )

1

1

t t t
t

t t

Y E Y Y
Z

Var Y Y
−

−

−
=                                     (15) 

根据 GPIGINAR(1)模型的条件期望与条件方差公式，计算了在贝叶斯估计方法下残差的均值和方差，

认为拟合残差的均值和方差越接近 0 和 1，模型的拟合效果越好。在本节的实际数据中，所拟合的贝叶斯
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方法GPIGINAR(1)模型残差的均值和方差分别为−0.0013 和 1.0111，该结果也再次说明应用GPIGINAR(1)
模型拟合该数据是合适的。 

 
Table 3. Comparison results 
表 3. 比较结果 

模型 参数 估计值 期望 方差 dI  AIC BIC 

PINAR (1) 

  1.0608 1.0608 1 308.8153 313.6287 

α̂  0.210      

λ̂  0.838      

PIGINAR (1) 

  0.951 11.8474 12.4578 299.0965 306.3167 

α̂  0.109      

µ̂  0.951      

φ̂  0.083      

GPIGINAR (1) 

  1.0597 5.4371 5.1308 194.9537 203.609 

α̂  0.1064      

â  0.1841      

b̂  0.8633      

ĉ  0.1122      

 
为了形象的展示残差的性质，基于拟合的 GPIGINAR (1)模型绘制了残差序列图、直方图、ACF 及

PACF 图，如图 4 所示。为了进一步验证残差序列是一个白噪声序列，采用 Ljung-Box (LB)检验的方法对

残差 tZ 进行检验，对其延迟从 1 到 12，对于每一个延迟，计算 LB 统计量和其 p 值，其结果在表 4 中，

可以看到其 p 值均大于 0.05，从而说明该残差序列是一个白噪声序列。进一步说明 GPIGINAR(1)模型拟

合这组数据是合适的。 
 

 
Figure 4. Residual sequence, histograms, ACF and PACF plots 
图 4. 残差序列图、直方图、ACF 及 PACF 图 
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Table 4. LB test results 
表 4. LB 检验结果 

 { }ˆ
tZ  { }2ˆ

tZ  

延迟阶数 LB 统计量 p 值 LB 统计量 p 值 

1 0.5057 0.4769 3.8224 0.0506 

2 0.9343 0.6268 4.8255 0.0896 

3 1.2958 0.7301 5.7183 0.1262 

4 1.4084 0.8427 5.7979 0.2148 

5 1.4601 0.9176 6.6746 0.2460 

6 2.4681 0.8720 7.6963 0.2612 

7 3.0047 0.8846 8.6061 0.2822 

8 3.0646 0.9302 8.6208 0.3753 

9 3.4702 0.9427 8.8396 0.4522 

10 4.2350 0.9361 9.1885 0.5143 

11 4.2904 0.9606 9.1936 0.6040 

12 4.3733 0.9757 9.4592 0.6633 

 
为了说明 GPIGINAR(1)模型的马尔可夫链收敛，如图 5 所示，通过拟合模型的每个参数的轨迹图、

直方图以及累积均值图，研究了马尔可夫链的收敛诊断。通过观察轨迹图，没有明显的上升或下降趋势，

也不存在周期性等规律变化，从整体上可以看到每个参数随着时间的推移逐渐收敛到稳定状态，认为马

尔可夫链已经收敛。通过观察直方图，可以知道每个参数都已经收敛到目标分布，认为其马尔可夫链已

经收敛。通过观察累积均值图，可以看到曲线在某个值附近波动较小，说明参数的均值已经稳定，暗示

MCMC 算法已经收敛。 
 

 
Figure 5. Fitting data convergence plots, histogram plots and ergodic mean plots 
图 5. 拟合数据链收敛图、后验密度直方图、累计均值图 
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6. 结论 

在对 GPIGINAR(1)模型进行研究时，基于 MCMC 算法开展贝叶斯估计工作。具体而言，通过在似

然函数中巧妙引入潜变量，成功得到完全数据似然，进而在此基础上推导出参数的满条件分布。对于那

些具有复杂后验分布的参数，采用随机游走加独立核的方法进行采样操作，以此获得参数的后验样本。

随后，通过数值模拟的方式，将该方法与极大似然估计方法进行对比，结果充分验证了贝叶斯方法的优

越性。此外，以雅典 SCHMIDT 观测的太阳黑子群数据作为实例，详细介绍了该模型在实际中的应用过

程。 
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