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摘  要 

本文在ANA序列下，利用Rosenthal不等式，研究边缘频率插值密度估计的一致强相合性，并在适当的条

件下得到其收敛速度，拓展了已有文献的研究。为验证结论的有效性，使用R软件进行数值模拟。模拟结

果显示，随着样本量的增大，边缘频率插值密度估计值逐渐趋于真实密度。 
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Abstract 
In this paper, we study the uniform strong consistency and its rate of the density estimation of edge 
frequency polygons under asymptotically negatively associated (ANA) sequences using Rosenthal-
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type inequality, which extends the existing studies in the literature. To validate the theoretical con-
clusions, we conduct numerical simulations in R software. The results demonstrate that the pro-
posed density estimator converges uniformly to the true density as the sample size increases. 

 
Keywords 
ANA Sequences, Edge Frequency Polygons, Uniform Strong Consistency 

 
 

Copyright © 2025 by author(s) and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY 4.0). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 引言 

Jones 等[1]提出边缘频率插值密度估计，其定义如下： 
设总体 X 具有密度函数 ( )f x ，其中 1 2 , ,, nX X X 是来自总体的样本。在实轴上进行等间距分割， 

2 1 0 1 2x x x x x− −< < < < < ，记第 k 个区间为
1 1,
2 2k n nI j b j b   = − +   


 
 
   

，其中 k 为自然数， 0, 1, 2,j = ± ± ， 

窗宽长度为 nb 。对于任意的 X R∈ ，存在 ( )0 0k x k= ，使得 0kX I∈ 。取三个相邻的区间 

1 1 1
1 1,
2 2k n nI k b k b

− − −
    = − +        

, 
0 0 0

1 1,
2 2k n nI k b k b    = − +        

, 
1 1 1

1 1,
2 2k n nI k b k b 

 
 

  = − +    
, 

其中 1 0 1k k− = − ， 1 0 1k k= + 。记
1kI
−
，

0kI 和
1kI 这三个区间里的观察点的个数分别为

1kv
−
，

0kv 和
1kv ，则密

度函数在这三个区间内的直方图估计分别为 
1 1, 1,0,1

i ik k nf v n b i− −= = − , 

当
0 0 0

1 1,
2 2k n nx I k b k b    ∈ = − +        

时，密度函数 ( )f x 的边缘频率插值密度估计为 

( ) 1 0 0 1
0 0

1 1ˆ .
2 2 2 2

k k k k

n n

f f f fx xf x k k
b b

−
+ +   

= + − + − +   
   

                   (1) 

记 

,
1 1
2 2i k n i nY I k b X k b    = − ≤ ≤ +        

, 

则 

1 1,
1

n

k i k
i

v Y− −
=

= ∑ , 
00 ,

1

n

k i k
i

v Y
=

= ∑ , 
11 ,

1

n

k i k
i

v Y
=

= ∑ . 

边缘频率插值密度估计是在频率插值密度估计的基础上提出的，其中频率插值密度由 Scott [2]提出，

是直方图估计的拓展。据研究发现频率插值密度估计与直方图密度估计的计算量相同，并且和核密度估

计具有相同的收敛速度，优于直方图密度估计的收敛速度。边缘频率插值密度估计作为频率插值密度估

计的拓展，将原来所研究两个区间上升到三个区间，并且文献[1]证明了在最优窗宽下，该密度估计的渐

近积分均方误差小于频率插值密度的渐近积分均方误差，因此研究边缘频率插值密度估计是有意义的。 
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一些学者对估计(1)进行了研究。王天启[3]讨论了α 混合样本下边缘频率插值密度估计的渐近无偏性，

相合性和渐近正态性。张金玲[4]通过引入权重系数，研究了新的加权边缘频率插值密度估计在独立样本

序列条件下渐近性质。何琳和杨善朝[5]在α 混合随机域样本下研究边缘频率插值密度估计方差的渐近性。

邓新等[6]对 END 样本下边缘频率插值密度估计的一致强相合性进行了研究。Xi 等[7]在ϕ 混合样本下讨

论了边缘频率插值密度估计的一致强相合性和渐近正态性，并得出了相应的收敛速度。 
我们注意到Zhang等[8]提出 ANA序列的概念，并且ANA序列包含 ρ∗ 混合序列和负相关(NA)序列。

下面给出 ANA 序列的定义。 
定义 1：一个随机变量序列{ }, 1nX n ≥ 满足 

( ) ( ) ( ){ }sup , : , , , ,s S T S T N dist S T s sρ ρ− −= ⊂ ≥ →∞ , 

其中 

( )
( ) ( )

( ) ( )
, , ,

, 0 ; ,
, ,

i j

i j

Cov f X i S g X j T
S T f g

Var f X i S Var g X j T
ρ−

  ∈ ∈  = ∨ ∈ 
   ∈ ∈    

 , 

 是非降函数的集合，则称{ }, 1nX n ≥ 为渐近负相依(简称 ANA 或 ρ−混合)序列。 
对于ANA序列，Zhang等[9]研究了Linderberg条件以及低阶矩条件下ANA随机场的中心极限定理。

Tang 等[10]研究了 ANA 误差下非参数回归模型小波估计的 Berry-Esséen 界。Wang 等[11]研究了 ANA 序

列下频率插值密度估计的一致强相合性。Jin 等[12]研究了 ANA 序列下条件风险估计一致强相合性，并

得到其最优收敛速度。孟兵和吴群英[13]研究了 ANA 序列加权和完全收敛性和完全矩收敛。 
基于已有文献，未见研究 ANA 序列下边缘频率插值密度估计的相关文献。因此，本文将在 ANA 序

列下研究边缘频率插值密度估计的一致强相合性，并在适当的条件下得到一致强相合收敛速度。 
本文 C 表示正常数， x  表示 x 的整数部分，无特殊说明，极限为 n →∞，窗宽 nb 为正常数序列。 

2. 主要结果 

首先给出本文所需的如下假设条件： 
(A1) 设{ },1iX i n≤ ≤ 为 ANA 序列，其密度函数为 ( )f x ； 
(A2) 设窗宽 nb 满足 0nb → ， nnb →∞； 

(A3) 设{ }, 1n nτ ≥ 是一趋于 0 的正数序列，满足 lim 0nn
τ

→∞
= ，

1
2lim inf 0n nn

n bδ τ
→∞

 
>  

 
，

10
2

δ< < 。 

下面我们给出本文的主要结论。 
定理 1 若条件(A1)~(A3)成立，对于实数集 R 的任意的子集 D 有 

( ) ( ) ( )ˆ ˆsup , .n
x D

f x Ef x o asτ
∈

− =                               (2) 

若 ( )f x 在 x R∈ 上可微，且对于 0M > ，有 ( ) 1f x M′ ≤ ，则有 

( ) ( ) ( )ˆsup n
x D

Ef x f x O b
∈

− = ,                               (3) 

从而 

( ) ( ) ( ) ( )ˆsup ,n n
x D

f x f x o O b asτ
∈

− = + .                           (4) 
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注 1 在文献[11]中 nτ 满足的条件为 ( )lim inf 0n nn
n bδ τ

→∞
> ，与本文的(A3)条件

1
2lim inf 0n nn

n bδ τ
→∞

 
>  

 
相比， 

本文的条件更弱一些，理论上 nτ 的选择范围更广。其次，本文是在频率插值密度估计研究的基础上进一

步研究边缘频率插值密度估计，是对文献[11]研究的进一步推广。 

在定理 1 中，取
1
2

n nn bδτ
−−= 可得到如下结论。 

推论 1 若条件(A1)~(A3)成立，对于 R 的任意的子集 D， ( )f x 在 x R∈ 上可微，对于 0M > ，有

( ) 1f x M′ ≤ 有 

( ) ( ) ( )( )ˆsup , .
x D

f x f x O n asγ
∈

− =                             (5) 

其中 ( )
1
2max ,n nn b n bδγ

−−  =  
  

。 

注 2 文献[11]所得到的一致强相合收敛速度为 ( ){ }1max ,n nO b n bδ− − ，而本文的收敛速度为

1
2max ,n nO b n bδ

−−
   

      
，从而比[11]更快一些。 

3. 主要证明 

这一部分将给出主要定理的相关证明和所需的一些引理： 
引理 1 (见文献[9]) 设{ }, 1nX n ≥ 为 ANA 序列，若 { }, 1nf n ≥ 是一个非降(或非升)的实函数列，则

( )nf X 仍然是一列 ANA 序列，且混合系数不大于原来的混合系数。 
引理 2 (见文献[9]) 若{ }, 1nX n ≥ 是 ANA 序列，对任意的 2q ≥ ， 1i ≥ ，有   0iEX = ，

q
iE X < ∞，则

存在一个常数 ( )( ),C C q ρ−= ⋅ 有 

2
2

1 1 1 1
max

q qj n nq
i i ij n i i i

E X C E X EX
≤ ≤ = = =

      ≤ +        
∑ ∑ ∑ . 

定理 1 证明 由于 D 是 R 的一个子集，假设 [ ],D B B= − ，B 为大于 0 的正常数，记 

1 1,
2 2j n nU j b j b   − +   


 

=  
   

， ( ) ( ), 1 , , 1 ,n n n nj r r r r= − − − − ， 1n
n

Br
b
 

= + 
 

, 

由此可得 

2
1 3 1
2 2

n
n n n n

n n

bB Br b b b B B
b b

 
  


    + = + ≥ + = + >  
     

 , 

故有 

[ ] 1 1, ,
2 2

n

n

r

n n n n j
j r

B B r b r b U
=−

    − ⊆ − + + =        


 

对任意的 0ε > 且
1 1
2 n

xj
b

 
− + ≤ 

 
，

1 1
2 n

xj
b

 
+ − ≤ 

 
有 
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( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1

1 1
1

1 1

1 1
1

ˆ ˆsup

1 1 1 1sup
2 2 2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

n

jn

n

n

n
x Dn

r

j j j j
x Un j r n n

j j j j n
n n

r

j j
n j r

P f x Ef x

x xj f f j f f
b b

x xE j f f j f f
b

f x

P

b

P x Ef

ετ

ετ

ετ

∞

∈=

∞

− +
∈= =−

− +

∞

− −
= =−




 − > 
 

   
= + − + + − + +   

   

    
− + − + + − + + >    

    







− >



≤

∑

∑ ∑

∑ ∑ ( ) ( )

( ) ( )

1

1 1
1

1 2 3
1 1 1

2
2 2

2

: 2 .

n

n

n

n

n n n

n n n

r
n n

j j
n j r

r
n

j j
n j r

r r r

n j r n j r n j r

P f x Ef x

P f x Ef

I I

x

I

ετ

ετ

∞

= =−

∞

+ +
= =−

∞ ∞ ∞

= =− = =− = =−

 

   + − >   
   

+ − >

= +

 


+



∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

        (6) 

接下来证明 1I < ∞， 2I < ∞， 3I < ∞，对于任意的 j，令 

1 2

1 1 1 1
2 2 2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

.:

i n i n n i n

i n i n i n i n

i i

I j b X j b EI j b X j b

I X j b EI X j b I X j b EI X j b

η

η η

          = − ≤ < + − − ≤ < +                    

               = ≥ − − ≥ − − ≥ + − ≥ +               
               

= +

 

由于{ },1iX i n≤ ≤ 为 ANA 的，故{ }1,1i i nη ≤ ≤ ，{ }2 ,1i i nη ≤ ≤ 也是 ANA 的，并且 2iη ≤ ，由引理 2 Markov
不等式可得 

( ) ( )

( )

( )

2

1

1

22

1 1

2 2
2 2

2

2 2

2
.

2

n
j j

qn

in
in n

i q
i n n

q
q n nqn n

i i
i i

q
q q

qn
n nq

n

q

n

I P f x Ef x

E
nbP

nb

nb C E E

Cn b C n b
nb

ετ

η
ετη

ετ

ετ η η

τ
τ

=

=

−

= =

− −−

 = − > 
 

 
= > ≤ 

 

 
    ≤ +         

≤ ≤

∑
∑

∑ ∑

                       (7) 

对于足够大的 2q ≥ ，由 1n
n

Br
b
 

= + 
 

可知 1
n nr Cb−≤ ，由 nnb →∞ ，

1
2lim inf 0n nn

n bδ τ
→∞

 
>  

 
，

10
2

δ< < 可知

1
nb Cn− ≤ ， 2

q
q q

n nb n δτ − ≤ ，故有 
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2 2
2

1 1

1
2 2

1

1 2

1

1 1
2

1
.

n

n

q qr
q

n n n
n j r n

q q
q

n n
n

q
q

n
n

q

n

I C r b n

C b n

C b n n

C n

δ

δ

τ

τ

∞ ∞ − −−

= =− =

∞ − − −−

=

∞ −−

=

 ∞ − + 
 

=

≤

≤

≤

≤ < ∞

∑ ∑ ∑

∑

∑

∑

                            (8) 

类似可得证 
1 1
2

1
1 1

n

n

r q

n j r n
I C n

δ ∞ ∞ − + 
 

= =− =

≤ < ∞∑ ∑ ∑ ,                            (9) 

1 1
2

3
1 1

n

n

r q

n j r n
I C n

δ ∞ ∞ − + 
 

= =− =

≤ < ∞∑ ∑ ∑ .                           (10) 

由式(6)~(10)可得 

( ) ( )
1

ˆ ˆsup
x Dn

P f x Ef x ε
∞

∈=

 − > 
 

∑ ,                          (11) 

由 Borel-Cantelli 引理得 

( ) ( ) ( )ˆ ˆsup ,n
x D

f x Ef x o asτ
∈

− = .                         (12) 

下证式(3)。对于任意的 jx U∈ ， 1,2, ,i n=  ，记 

1 1
2 2k n i nJ I k b X k b    = − ≤ < +        

， 1 0 1, ,k k k k−= ， 

1 0 0 1
0 0

1 1
2 2 2 2

k k k k
i

n n

J J J Jx xk k
b b

ξ −
+ +   

= + − + − +   
   

, 

( ) ( )
1

1ˆ
n

i
in

f x x
nb

ξ
=

= ∑ . 

对
1
2 nF k b  −    

，
1
2 nF k b + 

 
 
 
 

用泰勒展开，其中 1 0 1, ,k k k k−= ，有 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2

2

2

1 1
2 2

1 1
2 2

1 1
2 2

1 1
2 2

.

k n i n

n n

n n

n n

n n

EJ P k b X k b

F k b F k b

F x f x k b x O k b x

F x f x k b x O k b x

f x b O b

    = − ≤ < +        
      = + − −            

      = + + − + + −            
        − + − − + − −               

= +

              (13) 

因此 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2
0 0

2
0 0

2

1 1
2 2

1 1
2 2

.

i n n n n
n n

n n
n n

n n

x xE x k f x b O b k f x b O b
b b

x xk k f x b O b
b b

f x b O b

ξ
      = + − + + − + +         
 

= + − + − + + 
 

= +

        (14) 

因为 ( )2
nO b 与 x，j 无关，故有 

( ) ( ) ( ) ( )
1

1ˆsup sup
jj

n

i n
x U x U in

Ef x f x E f x O b
nb

ξ
∈ ∈ =

− = − =∑ , 

从而可得 

( ) ( ) ( ) ( )ˆsup ,n n
x D

f x f x o O b asτ
∈

− = + .                          (15) 

定理 1 得证。 

4. 数值模拟 

本节使用 R 软件对 ANA 序列下边缘频率多边形密度估计的性能进行数值模拟，在有限样本的情况

下，对边缘频率插值密度估计的一致强相合性进行了模拟分析。选择如下的 MA(1)模型 

10.5t t tX ε ε −= − , 

其中{ }, 1t tε ≥ 为白噪声序列。通过计算可得 
( ) 0tE X = , ( ) 1.25tD X = , ( )1, 0.5t tCov X X − = − . 

由[12]可知该 MA(1)模型是 ANA 的。 
在样本数分别为 300，500，1000，2000 下，实验次数为 1000 次，分别对频率插值密度估计，边缘

频率插值密度估计和核密度估计进行了对比，见图 1、图 2。其中核密度估计的窗宽采用交叉验证法，频 

率插值密度估计的窗宽选取 Carbon 等[14]提出的最优窗宽
( )

1
5152

49fpb
nR f

 
=  ′′ 

，边缘频率插值密度估计

的窗宽选取文献[1]提出的
( )

1
575

46efpb
nR f

 
=  ′′ 

其中 ( ) 5

3
8

R f
σ

′′ =
π

。由图 1 和图 2 可知，当样本量逐渐增 

大时，边缘频率插值密度估计的密度曲线逐渐接近真实的密度估计，满足定理 1 的一致强相合性。 
 

 
Figure 1. Comparison plots of densities for three different estimates for n = 300, n = 500 
图 1. n = 300、n = 500 时，三种不同估计的密度对比图 
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Figure 2. Comparison plots of densities for three different estimates for n = 1000, n = 2000 
图 2. n = 1000、n = 2000 时，三种不同估计的密度对比图 

 
其次，对三种密度估计的均方根误差(RMSE)进行了计算，见表 1。由于核密度估计在该 MA(1)模型

下较为平滑，在 ANA 序列下核密度估计的均方根误差最小，故性能略优于边缘频率插值密度估计。其

次，在样本量 300n = 边缘频率插值密度估计的均方根误差略小于频率插值密度估计的均方根误差，说明

边缘频率插值密度估计的性能优于频率插值密度估计。但由于受 MA(1)模型假设影响的局限性，当样本

量逐渐增大时，频率插值密度估计和边缘频率插值密度估计的均方根误差减小得并不明显。 
 

Table 1. Root Mean square error of the three density estimates under the MA(1) model 
表 1. MA(1)模型下三种密度估计的 RMSE 

估计 n = 300 n = 500 n = 1000 n = 2000 

核密度估计 0.0076636 0.00653571 0.00469646 0.00370948 

频率插值度估计 0.00906168 0.0075025 0.00558027 0.00434118 

边缘频率插值密度估计 0.00857815 0.00718992 0.00526161 0.00409032 
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